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基于自适应图学习的多目标特征选择算法

何杜博, 孙胜祥, 梁 新, 谢 力†, 张 侃
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摘 要: 针对多目标回归中的特征选择问题,提出一种基于自适应图学习的多目标特征选择算法,在单个框架中
同时考虑3种关系结构:输入特征与目标输出、不同目标输出以及样本间的相关结构,并基于上述结构信息进行特
征选择.首先,在传统稀疏回归模型中对系数矩阵施加低秩约束,利用低秩学习对特征间相关性以及目标间的依
赖关系进行解耦学习;然后,构建基于样本局部结构信息的自适应图学习项,充分利用样本间的相似结构进行特征
选择;进一步地,引入基于输出相关性的结构矩阵优化项,使模型能够更加充分地考虑目标间的相关性;最后,提出
一种交替优化算法求解目标函数,并从理论上证明算法的收敛性.在公开数据集上的实验表明,所提方法相较于
现有主流的多目标特征选择方法具有更好的性能和适用性.
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Multi-target feature selection algorithm based on adaptive graph learning
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China)

Abstract: Feature selection not only enhances the efficiency of regression modelling but also reduces the detrimental
effects of feature redundancy and noises. This paper proposes a multi-target feature selection algorithm based on adaptive
graph learning. Specifically, the method imposes a low-rank constraint on the regression matrix, enabling simultaneous
modelling of inter-target, input-output and inter-sample relationships within a general framework. The similarity-induced
graph matrix is learned to adaptively preserve samples’ similarity structure to alleviate the influence of noises and outliers.
Furthermore, we introduce a manifold regularizer to preserve the global target correlations to ensure the global target
correlations structure of data in the subsequent learning process. An alternative optimization algorithm is presented to
solve the final objective function. Extensive experiments conducted on real-world data sets demonstrate that the proposed
method is superior to state-of-the-art multi-target feature selection methods.
Keywords: feature selection；sparse regression；multi-target regression；alternating optimization algorithm；adaptive
graph learning

0 引 言

多目标回归 (multi-targetregression,MTR),又称
为多输出或多变量回归,其目的在于利用一组共同的
输入变量,同时对多个连续型变量进行预测. MTR同
时考虑了特征和目标以及目标之间的相关关系,具备
良好的可解释性和计算效率[1],已经广泛应用于数据
挖掘[2-4]、计算机视觉[5]、医疗诊断[6]、股市预测[7]、负

荷预测[8]等多个具有复杂输出关系的领域研究中.

由于需要同时对多个目标变量进行预测,MTR
通常需要收集大量可能相关的特征来形成一组共同

的特征集对目标进行建模表示,导致其原始数据中往
往具有较高的特征维度.然而,高维特征不仅容易陷
入“维度诅咒”,导致模型在训练学习过程中产生较
大的内需求和计算成本,其不相关和冗余特征也会显
著降低模型的学习效率和泛化性能.特征选择是一
种有效的降维技术,其通过特定方法或准则从原始的
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特征集中选择最为相关和冗余性较低的特征子集进

行训练和学习,使得学习得到的模型更具解释性的同
时减少了模型的训练成本.

近年来,针对回归问题的特征选择方法大致可以
分为以下3类:过滤式、包裹式和嵌入式.过滤式方
法采用特定的评分准则如互信息、拉普拉斯得分[9]、

Fisher得分[10]对特征进行排序,选择得分较高的特征
构成特征子集.过滤式方法以较低的计算成本高效
剔除大量的无关特征,但易将高度冗余的特征纳入选
择的特征子集中,且过滤式方法忽略了所选特征与模
型的关系,其在学习模型上可能无法获得令人满意的
性能.包裹式方法通过特定的策略来选择特征子集,
再将其输入至模型中进行训练迭代和更新优化,直至
达到相应的性能要求.由于每次特征选择都需要通
过模型检验性能,这也使其计算成本大幅增加.另外,
当所选学习模型不同时,包裹式方法得到的特征子集
也可能不一致,其特征选择的稳定性和适应性还有待
完善.嵌入式方法作为过滤式和包裹式方法的折中,
不仅可以解决过滤式方法中特征集冗余度较高的问

题,且相比于包裹式方法有效降低了计算成本.因此,
嵌入式方法凭借其优越的性能表现受到越来越多的

关注.
MTR面临的挑战在于同时对输入输出以及目标

间的相关性进行建模[11].准确利用目标间的相关性
信息,可以使MTR模型获得比单目标回归模型更加
优越的性能表现.因此,现有的MTR方法往往注重目
标间相关性的探索挖掘,其常用策略为在学习过程中
对权重矩阵施加各种低秩或稀疏约束[12],使得学习
得到的权重矩阵具有良好的稀疏结构,以便更好地对
目标间相关性进行表示.虽然稀疏低秩等约束可有
效挑选出信息量较大的特征,但其在特征选择过程中
并未考虑到特征和样本的局部和全局结构.大量文
献证明[13-14],特征与样本的局部和全局结构信息可
以提升不同问题下的特征选择性能.
综上所述,本文提出一种自适应图学习的特征选

择算法.首先,通过对权重矩阵施加低秩约束对输入
特征之间以及输出目标之间的相关性进行解耦,以
便更为准确地学习到原始数据集中不同的相关性信

息.其次,引入对样本的全局和局部结构的自适应图
学习,减少噪声和离群点对特征选择模型性能的影
响,进一步增加所选择特征集的稳定性和抗噪性.再
次,考虑不同目标输出间的统计相关性信息,设计基
于输出相关性的流形正则化约束,使得模型在特征
选择中能充分考虑不同目标间的全局相关性,进一步

提升特征选择模型在MTR中的性能效果.最后,提出
一种交替迭代优化算法对不同的参数矩阵依次迭代

求解,并从理论上证明其收敛性.在8个不同领域的
MTR公开数据集上的实验验证了所提出特征选择算
法在MTR问题下的可行性和有效性.

1 相关工作

多目标特征选择是近年来研究的一个新领域.
以嵌入式方法为例, Yuan等[15]基于多层多输出结

构提出了一种嵌入式的稀疏结构特征选择 (sparse
structural feature selection, SSFS)模型,对目标函数、回
归矩阵以及结构矩阵联合施加稀疏性约束,更好地进
行特征选择. Sechidis等[16]提出了一种用于多标签分

类和MTR的特征选择方法.该方法计算高阶目标交
互,并考虑特征之间的相关性、冗余性和互补性,保
证得到的特征子集可以具有较少的冗余和较高的相

关性. Zhu等[17]提出一种结合稀疏特征选择和低秩

线性回归的嵌入式方法来选择原始特征的最佳子集

进行回归建模. Zhang等[18]利用低秩约束寻找输出

变量之间的相关性,并通过在系数矩阵上施加ℓ2,1范

数正则化来进行特征选择.近年来,不同过滤式多目
标特征选择方法也相继被提出. Hashemi等[19]提出

了一种融合多准则决策的多目标特征选择方法,基
于VIKOR算法来衡量输入特征与输出目标集之间的
相关程度,并以此为依据对特征进行排序. Petković
等[20]基于预测聚类树集成以及RReliefF方法拓展得
到了两组多目标特征的得分,通过融合两组方法的特
征得分得到最佳的特征排名.
实际上,当多标签分类特征选择方法可以输出连

续型变量时,其同样可用于MTR任务中. Fan等[21]提

出一种基于标签相关性以及特征冗余的有监督特征

选择方法,其利用低维嵌入来挖掘不同标签的相关
性,并通过保持原始标签空间中的全局和局部结构
来提升特征选择的性能. Xu等[22]通过最大化特征方

差和特征与标签之间的依赖性进行特征提取,进而在
多标签分类问题中取得更好的性能表现. Zhang等[23]

提出一种流形正则化的嵌入式多标签特征选择方法,
其基于原始特征空间构造低维嵌入,以便更好地适
应标签分布和捕捉局部的标签相关性. Zhu等[24]引

入流形正则化对标签的全局及局部相关性进行挖掘

来提升多标签学习的性能.从上述研究中可以看出,
在特征选择中,维持样本在全局和局部的相似结构不
仅可以为特征选择提供相应的补充信息,还有利于模
型对各种关系的学习,如输入特征之间的相关结构,
输出特征之间的依赖关系以及输入输出之间的关联
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关系[25].现有针对MTR的特征选择模型鲜有同时考
虑上述信息,因此本文试图在同一框架中利用上述信
息进行多目标特征选择,并观察其特征选择的性能表
现.

2 算法描述

2.1 基于低秩学习的多目标回归

给定MTR训练集{(xi,yi)}ni=1,记X = [x1, . . . ,

xn]
T ∈ Rn×d代表特征矩阵,则Y = [y1, . . . ,yn]

T ∈
Rn×q为对应的目标矩阵,其中yi = [yi,1, . . . , yi,q]

T为

xi对应的输出向量,则多输出Ridge回归的目标函数
如下:

min
W,b

∥XW + 1nb
T − Y ∥2F + α∥W ∥2F . (1)

其中:W ∈ Rd×q为回归系数矩阵, b ∈ Rq为偏置向

量,α为正则化参数.为了对输入变量进行特征选择,
通过对W施加ℓ2,1正则化约束,使学习得到的W具

有行稀疏性,进而实现对输入特征的选择.可以得到
如下目标函数:

min
W,b

∥XW + 1nb
T − Y ∥2F + α∥W ∥2,1. (2)

显然,式 (2)并未考虑到不同输出之间存在一定的耦
合关系,其仅仅是单输出结构的简单拓展,且仅基于
系数矩阵W难以同时对MTR数据集中输入与输出
以及不同输出之间的相关关系进行准确的学习和

描述.因此,通过对W 施加一个低秩假设,即W =

AB,A ∈ Rd×r, B ∈ Rr×q,且r ⩽ min(d, q).式 (2)
变成

min
A,B,b

∥XAB + 1nb
T − Y ∥2F + α∥AB∥2,1. (3)

矩阵A可以看成是将原始的d维特征线性转换至一

个r维的潜变量空间,然后利用矩阵B实现对潜变量

空间与输出空间之间的关系学习.利用潜变量空间
嵌入,矩阵A和B分别表示输入特征之间的冗余关

系以及不同输出间的耦合关系,进而对原始的输入输
出以及输出间的相关性进行解耦.进一步地,利用低
秩假设可以得到更为鲁棒的特征选择结果,进而减少
冗余特征以及异常变量对特征选择结果的干扰.

2.2 基于样本局部结构信息的自适应图学习

在MTR问题的特征选择中,希望特征选择后样
本能够保持与特征选择之前一样的局部结构,这样不
仅保证了原始数据中的结构信息不丢失,且更有利
于后续的建模学习.现有研究大多通过学习样本间
的近邻图矩阵S来获取样本的局部分布结构和信息,
给定特征矩阵X和其对应的权重矩阵W ,依据文献
[26]可以得到如下目标函数:

min
W

n∑
i,j=1

∥xT
iW − xT

jW ∥22si,j . (4)

其中:W ∈ Rd×d,S = [si,j ] ∈ Rn×n,元素si,j表示样

本xi与xj的相似度.传统方法往往基于高斯核函数
来计算不同样本之间的相似度,即当样本xi为样本

xj的k近邻时,样本间相似度为

si,j = exp
(
− ∥xi − xj∥22

2σ2

)
, (5)

其中σ为核参数.虽然式 (5)被广泛使用,但是其仍然
存在一定局限性: 1)学习到的相似关系是基于原始
数据得到的,当原始数据中存在一定水平的噪声和冗
余特征时,难以学习到正确的样本近邻关系; 2)样本
间相似结构的学习与特征选择模型之间是相互独立

的,即使两者在学习中都达到了最优,其最终仍然可
能只是次优的结果; 3)相似度值对近邻参数k和核参

数σ十分敏感,当算法复杂度较高时,调参仍然会造
成较大的时间成本.

为了更好地学习到原始数据中蕴含的真实近邻

关系,同时减少需要调整的参数数量,将系数矩阵与
相似关系矩阵同时进行学习,并通过迭代优化的手段
逐步求解不同参数,使模型在特征选择过程中可以同
时考虑到真实样本中的特征关系以及局部的结构信

息,进而自适应地学习到正确的样本近邻关系,而不
是仅依据高斯核函数计算一个固定的图矩阵.因此,
设计如下的目标函数:

min
S,W

n∑
i,j=1

(∥xT
iW − xT

jW ∥22si,j + γ∥si∥22).

s.t. ∀i, 1Tsi = 1, si,i = 0.si,j ⩾ 0, j ∈ N (i);

si,j = 0, j /∈ N (i).
(6)

其中: γ为非负正则化参数; si为相似矩阵S的第 i列,
通过引入∥si∥22来避免平凡解;N (i)表示第 i个样本

的近邻集合;1Tsi = 1可以提升模型对冗余和噪声的

鲁棒性.结合式(3)和(6)得到如下目标函数:

min
S,A,B

n∑
i,j=1

(∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j + γ∥si∥22).

s.t. ∀i, 1Tsi = 1, si,i = 0.si,j ⩾ 0, j ∈ N (i);

si,j = 0, j /∈ N (i).
(7)

基于式(7)可以保证学习得到最终的模型输出中
的近邻关系与原始数据中保持一致,其有利于后续对
不同输出相关结构的学习.同时,保留原始样本间的
近邻关系,更有利于减少冗余或不相关特征的影响.
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2.3 基于输出相关性的结构矩阵优化

在MTR问题中,由于不同输出目标间的相关关
系未知,将输出间的相关性引入至学习过程中,可以
更加充分地考虑到不同输出间的相关性对特征选择

的影响.因此,考虑样本在输入空间中的几何分布结
构的同时,还将目标空间中的结构信息纳入模型中,
如不同输出目标之间的相似度信息.采用常用的余
弦相似度来衡量不同目标向量间的相似性,其计算公
式如下:

s̃i,j =
⟨yi,yj⟩
∥yi∥∥yj∥

, (8)

其中yi和yj分别为第 i个和第 j个目标向量.式 (8)
衡量了第 i个目标向量与第j个目标向量在输出空间

中的相似度.对系数矩阵B而言,当目标输出向量yi

与yj之间越相似时,其对应的权重向量bi和bj也应

当具有一定的相似性.基于以上假设可以得到如下
的目标函数:

min
B

q∑
i,j=1

∥bi − bj∥22s̃i,j . (9)

式(9)可以鼓励相似的目标输出在其对应的权重向量
也保持相似性,其优势在于可以使特征选择模型在监
督学习中更加充分地利用不同目标输出间的相似性

信息,进而提升MTR任务的特征选择性能.

2.4 目标函数建立

结合式 (3)、(7)和 (9),得到基于自适应图学习的
多目标特征选择算法的目标函数如下:

min
A,B,S,b

∥XAB + 1nb
T−Y ∥2F + α∥AB∥2,1+

β
( n∑

i,j=1

∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j + γ∥si∥22
)
+

λ

q∑
i,j=1

∥bi − bj∥22s̃i,j .

s.t. ∀i, 1Tsi = 1, si,i = 0.si,j ⩾ 0, j ∈ N (i);

si,j = 0, j /∈ N (i).
(10)

其中α、β、γ和λ为非负正则化参数.目标函数 (10)
可以分为 3个部分: 1)针对权重矩阵的低秩稀疏学
习; 2)样本输出局部相关结构学习; 3)基于输出相关
性的结构矩阵优化.相较于传统低秩稀疏回归模型,
式 (10)更加充分地考虑了回归模型在拟合多元输出
时的局部结构相似性,同时利用原始数据中不同目标
间的相似结构对结构矩阵B进行了优化,使得模型
在有监督学习过程中可以充分利用原始数据中的目

标相关性,保证基于所选特征子集进行回归建模时保

存原始数据中蕴含的相关性信息,有利于后续MTR
建模的性能提升.
由于式 (10)并未对b约束,依据KKT条件,对式

(10)求b的偏导并令其为0,得到b的最优值为

bT =
1

n
(1TnY − 1TnXAB). (11)

将式(11)的结果代入(10),则目标函数可以简化为

min
A,B,S

∥H(XAB−Y )∥2F + α∥AB∥2,1+

β
( n∑

i,j=1

∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j + γ∥si∥22
)
+

λ

q∑
i,j=1

∥bi − bj∥22s̃i,j . (12)

s.t. ∀i, 1Tsi = 1, si,i = 0.si,j ⩾ 0, j ∈ N (i);

si,j = 0, j /∈ N (i).

当学习到最优的参数矩阵A、B和S时,通过计算
AB中行向量(AB)i的ℓ2范数,对其进行降序排列可
以得到相应特征的重要度排名,进而实现对MTR任
务的特征选择.

3 基于交替优化策略的求解优化

虽然目标函数 (12)对于所有参数矩阵并不是联
合凸的 (如A、B和S),但是不同矩阵在其他参数矩
阵固定时其优化是一个凸问题,可通过交替优化的方
式迭代求解交替优化的方式迭代求解.

3.1 固定S求A和B

当固定矩阵S时,目标函数退化为

min
A,B

∥H(XAB−Y )∥2F + α∥AB∥2,1+

β
n∑

i,j=1

∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j+λ
q∑

i,j=1

∥bi − bj∥22s̃i,j .

(13)

根据KKT定理,将 ∥AB∥2,1改写为 tr(BTATDAB),
则式(13)可以简化为

min
A,B

∥H(XAB − Y )∥2F + αtr(BTATDAB)+

βtr(BTATXTLXAB) + λtr(BL̃BT). (14)

其中:L和 L̃分别为 si,j和 s̃i,j所对应的拉普拉斯矩

阵;D ∈ Rd×d为对角矩阵,其第i个对角元素为

Di,i =
1

2∥(AB)i∥22
, i = 1, 2, . . . , d. (15)

同样地,固定矩阵B,并对式 (14)求A的偏导,令
偏导为0后有

A∗ = P−1XTHY BT(BBT)−1, (16)
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其中P = XTHX+αD+βXTLX .同理,固定矩阵
A可以得到如下优化问题:

min
A

tr(BTATPAB − 2BTATXTHY )+

λtr(BL̃BT). (17)

令其对B的偏导为0,可以得到如下等式:

ATPAB + λBL̃ = ATXTHY . (18)

显然,式(18)的形式是标准Sylvester方程AΘ+ΘB =

C,其存在闭式解. Θ对应于未知矩阵B,有A =

ATPA,B = λL̃, C = ATXTHY ,B可以通过求解
Sylvester方程得到.综上所述,矩阵A和B的求解过

程如算法1所示.
算法1求解参数矩阵A和B.
input:输入矩阵X ∈ Rn×d,输出矩阵Y ∈ Rn×q,

正则化参数α、β和λ,近邻数k和秩值r;
output: A ∈ Rd×r,B ∈ Rr×q.
step 1:初始化D = I ∈ Rd×d;
step 2: repeat
step 2.1:依据式(16)计算矩阵A;
step 2.2:依据式(18)计算矩阵B;
step 2.3:依据式(15)计算矩阵D和P ;
until收敛.

3.2 固定A和B求S

固定矩阵A求B,则式(12)退化为

min
S

n∑
i,j=1

(∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j + γ∥si∥22).

s.t. ∀i, 1Tsi = 1, si,i = 0. (19)si,j ⩾ 0, j ∈ N (i);

si,j = 0, j /∈ N (i).

首先,利用欧氏距离计算所有训练样本的k近邻样本

集合,若样本j并不属于样本 i的近邻集合,则设置其
对应的si,j = 0.由于不同的si相互独立,可以并行求
解.因此将式(19)改写为

min
1Tsi=1,

si,i=0,si,j⩾0

n∑
j=1

(∥xT
iAB − xT

jAB∥22si,j + γs2i,j).

(20)

记矩阵G = [g1, . . . , gn] ∈ Rn×n中的元素 gi,j =

∥xT
iAB − xT

jAB∥22,则可以将式(22)改写为

min
1Tsi=1,si,i=0,si,j⩾0

1

2

∥∥∥si + 1

2γ
gi

∥∥∥2

2
. (21)

记标量ψ和向量η ⩾ 0分别为约束条件1Tsi = 1和

si,j ⩾ 0对应的拉格朗日乘子,则问题 (21)对应的拉
格朗日函数为

L(si, ψ,η) =
1

2

∥∥∥si + gi
2γ

∥∥∥2

2
− ψ(1Tsi − 1)− ηTsi =

1

2

n∑
j=1

(
si,j +

gi,j
2γ

)2

−ψ
( n∑

j=1

si,j − 1
)
−

n∑
j=1

ηjsi,j .

(22)

通过KKT条件,可以得到

si,j +
gi,j
2γ

− ψ − ηj = 0,

n∑
j=1

si,j = 1,

si,jηj = 0,

ηj ⩾ 0.

(23)

根据式(23)计算可以得到

si,j =
(
− gi,j

2β
+ ψ

)
+
,

ψ =
1

k
+

1

2kβ

k∑
j=1

gi,j ,

其中 gi,1, gi,2, . . . , gi,n为升序排列的数列.为了使si

中有k个非零的元素,可以使si,k > 0和si,k+1 = 0,
进而得到−gi,k

2β
+ ψ > 0和−gi,k

2β
+ ψ ⩽ 0,则有

γ >
(
kgi,k −

k∑
j=1

gi,j

)/
2,

γ ⩽
(
kgi,k+1 −

k∑
j=1

gi,j

)/
2.

(24)

令γ =

kgi,k+1 −
k∑
j

gi,j

2
,则可以得到si,j最终的解析

解

si,j =


gi,k+1 − gi,j

kgi,k+1 −
k∑

j=1

gi,j

, j ⩽ k;

0, j > k.

(25)

最终提出的特征选择算法的求解步骤如下所示.
算法2 基于交替优化的多目标回归特征选择.
input:矩阵X ∈ Rn×d,Y ∈ Rn×,q,正则化参数

α、β和λ,近邻参数k和低秩参数r;
output: A ∈ Rd×r,B ∈ Rr×q,S ∈ Rn×n.
step 1:依据式(5)得到所有样本的k近邻样本集.
step 2:令W为单位矩阵,依据式 (6)计算近邻样

本的相似度,得到初始化的相似度矩阵S.
step 3: repeat
step 3.1:依据算法1更新矩阵A和B;
step 3.2:依据式 (25)更新相似度矩阵S中的元

素si,j ;
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step 3.3:更新相似度矩阵S所对应的拉普拉斯

矩阵L;
until收敛.
step 4:计算矩阵AB的行向量 (AB)i的 ℓ2范数,

对其进行降序排列,即得到输入特征的重要度排序.

3.3 算法复杂度分析

在每次迭代中,算法 1的主要计算复杂度来
源于对 P−1XTHY BT(BBT)−1 的计算以及对

Sylvester方程的求解,其所对应的计算复杂度分别为
max{O(r3),O(d3),O(ndq),O(dqr)}和O(q3).算法2
的主要计算复杂度来源于对矩阵G的计算,其计算
复杂度为max{O(n2d),O(n2q)}.由于r ⩽ min(d, q),
n, d ≫ r, q,且实验发现算法2在不同数据集上均可
以在30次迭代内收敛,所提出的多目标特征选择算
法的计算复杂度为max{O(d3),O(nd2)}.

4 实验与结果分析

4.1 数据集

参考相关文献[15-16],在8个高维实际数据集上测
试所提出的算法,所有数据集均来自公开数据库网
站Mulan[27].不同数据集的详细信息如表 1所示,N
表示数据集的样本数量, d表示样本的输入特征数, q
表示样本的输出目标数, #-fold表示在此数据集上采
用的交叉验证折数.考虑数据集Rf1和Rf2中存在一
定的数据缺失,本文采取特征均值进行相应的缺失填
充.

表 1 实验所用数据集特征信息

数据集 N d q #-fold

Atp1d 337 411 6 10
Atp7d 296 411 6 10
Oes10 403 298 16 10
Oes97 334 263 16 10
Rf1 9 125 64 8 2
Rf2 9 125 576 8 2
Scm1d 9 803 280 16 2
Scm20d 8 966 61 16 2

4.2 对比方法

本文选择如下所示的不同嵌入式多目标特征选

择方法与所提方法进行性能对比,以验证所提算法的
适用性和有效性.

1)MTFS[28]:通过 ℓ2,1范数正则化来对权重矩阵

施加行稀疏约束.
2) RFS[29]:通过对损失函数和权重矩阵施加 ℓ2,1

范数正则化来提升多目标特征选择模型的鲁棒性.
3) SSFS[15]:通过低维嵌入构建多层回归结构,并

对损失函数、权重和结构矩阵采取联合ℓ2,1范数正则

化.
4) HLMR-FS[17]:在传统稀疏线性回归中引入了

超图拉普拉斯正则化项来保持样本间的关联结构,通
过低秩约束寻找不同目标变量间关联结构.

5) LFR-FS[18]:通过低秩约束来捕捉不同目标间
的相关性,并通过在损失函数以及回归矩阵上设计
ℓ2,p范数正则化,利用正交子空间的学习使得多个输
出之间共享相同的低秩数据结构.
为检验本文方法的有效性,首先考虑将未经过

特征选择的原始数据集进行MTR建模,并将其作为
评价基准,对比上述主流多目标特征选择方法以及
本文所提出的方法在测试数据集上的性能提升.为
保证不同方法在实验中的一致性,首先利用特征选
择方法得到原始数据集中特征的重要度排序,依据
排序来选择相应的特征子集.然后,采用多目标核
岭回归 (multi-target kernel ridge regression,mKRR)[30]

方法来衡量特征选择方法在不同目标输出上的性

能表现.对于mKRR方法,采用高斯核函数作为相
应的核函数,且核参数与正则化参数的设置范围为
{10−3, 10−2, . . . , 103}.对不同的数据集,选择70%的
样本作为训练集,剩下的则作为测试集.在训练集中
通过交叉验证来确定相应的模型最优参数.考虑部
分样本集 (如Rf1、Rf2、Scm1d和Scm20d)的样本规
模较大,若交叉验证的折数较多则会造成较大的时间
成本,因此其采用两折交叉验证,其余样本集则采取
10折交叉验证.为了保证实验结果的可靠性,所有数
据集上的性能结果均通过10次实验后取均值得到.

4.3 评价指标

为了衡量特征选择后MTR模型mKRR在不同
目标上的综合性能表现,采用如下指标:平均相对均
方根误差 (average relative root mean squared error,
aRRMSE)[1].给出aRRMSE的计算公式为

aRRMSE =

1

q

q∑
i=1

√√√√Ntest∑
j=1

(y
(j)
i − ŷ

(j)
i )2

/Ntest∑
j=1

(y
(j)
i − yi)

2, (26)

其中:Ntest为测试集的规模, y(j)i 和 ŷ
(j)
i 分别为测试集

中实例 j在目标 i上的真实值和预测值,yi为训练集

中样本在第 i个目标上的平均输出值. aRRMSE衡量
了模型在所有目标输出上的预测结果相对于训练样

本均值的均方误差,其越小说明模型在测试集上的性
能表现越好.

4.4 实验结果分析

图1显示了不同数据集上不同特征选择方法的
aRRMSE值.依据特征选择方法得到的特征排序来
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选择特征子集. Atp1d和Atp7d选择60、70、80、90、
100、110个特征进行多目标回归建模; Oes10、Rf2、
Scm1d选择60、80、100、120、140、160个特征进行回
归建模; Oes97选择40、60、80、100、120、140个特征
进行建模; Rf1选择10、15、20、25、30、35个特征进行
回归建模; Scm20d选择20、25、30、35、40、45个特征
建模. Baseline表示采用原始特征进行回归建模.
同时,为了验证本文所提方法和其他对比方法在

数据集上的性能结果是否存在显著性差异,依据特
征选择方法对不同数据集上的最优aRRMSE值进行
排序,进而计算得到不同方法在所有数据集上的平均
排名.然后,通过显著性水平α = 0.05的Friedman检

验[31],其中原假设表示本文所提方法与比较方法之
间的性能并无显著性差异.若拒绝原假设,则进一步
利用Bonferroni-Dunn检验[32]作为后验检验来进一

步分析和比较不同算法在排名上的差异性,并计算对
应的临界差异 (critical difference, CD)作为不同方法
之间是否具有差异性的评判标准,其计算公式如下:

CD = qα

√
n(n+ 1)

6T
. (27)

其中:n为比较的算法数量,T为用于实验的数据集
数量.在显著性水平为α = 0.05时,对应的 qα =

2.498,因此有CD = 2.41(n = 6, T = 8).基于
aRRMSE指标所对应的排名如图2所示.
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图 1 不同数据集上特征选择方法的aRRMSE
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critical difference = 2.41
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图 2 Bonferroni-Dunn检验下基于aRRMSE的算法排名

从图1和图2可以看出,对于不同数据集,选择数
量合适的特征子集可以获得较原始特征集更好的效

果,这说明对于多目标回归问题,通过有效的特征选
择方法不仅可以提升模型的计算效率,同时可以提升
模型在不同输出上的综合性能.随着选择的特征规

模增加,模型的回归性能并不一定会得到提升.相反,
多数情形下,如Oes97、Rf1、Scm20d等数据集,回归
性能反而会随着选择特征的数量增加而下降.这说
明在原始特征集中存在一定的冗余特征或噪声,会显
著地降低回归建模的性能.
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图 3 不同数据集下算法的收敛曲线
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在多数情形下, SSFS、HLMR-FS、LFR-FS和所提
方法较MTFS和RFS可以获得更低的aRRMSE值,这
说明对于多目标特征选择而言,利用低秩约束回归系
数矩阵可以在一定程度上提升多目标特征选择的性

能.相较于其他方法,本文所提方法能够保证其在多
数情形下表现出较好的回归性能.这得益于所提方
法不仅利用低秩约束来降低冗余特征对回归模型的

影响,其同时考虑了不同样本在特征输入空间中的结
构信息和不同输出之间的相似信息,进而在特征学习
的过程中可以更加充分地利用训练集原始特征中的

内在信息来提升多目标回归的性能.所提方法无论
特征数量如何变化,其性能可以在多数情形下优于基
于完整的原始特征建模的性能.这说明所提方法在
进行特征选择和排序时可以很好地考虑冗余特征所

带来的影响,即使有部分冗余特征被纳入选择的特征
子集时,在其挑选的特征子集上仍然可以维持较好的
性能表现.

4.5 算法收敛性分析

类似于其他方法研究[15,17-18,33],本文在对模型算
法的收敛性进行理论证明后,绘制了算法在不同数据
集上进行迭代更新时的目标函数收敛曲线,如图3所
示.可以看出Atp1d、Atp7d和Rf1可以在20次迭代内
收敛至最优,其余数据集则可以在30次迭代内收敛,
且在前几次迭代中目标函数收敛得非常迅速.这说
明所提交替优化算法在求解目标函数的过程中可以

快速收敛和求解,在不同领域的数据集上具有较好的
适应性,这进一步说明了所提多目标特征选择方法的
有效性.

5 结 论

本文提出了一种基于自适应图学习的嵌入式特

征选择算法,针对MTR进行有监督特征选择.为了更
加准确地选择出合理的特征子集,本文所提出的特征
选择算法同时考虑了原始数据集中的3种关系:样本
与样本之间的关系,输入与目标间的关系以及目标之
间的关系.考虑原始数据集中存在特征冗余和噪声,
传统基于热核函数度量样本相似度的方法难以学习

到正确的样本相似结构,在传统的稀疏低秩MTR模
型中引入了基于样本局部结构信息的自适应图学习

项;同时,为了更好地探索目标间的相关关系,构建了
基于输出相关性的结构矩阵优化项,进而使得回归矩
阵在稀疏低秩的学习过程中能够更加充分地考虑目

标间相关性.通过充分的实验,验证了本文所提方法
相较于其他主流的多目标特征选择嵌入式算法具有

更加优越的性能表现.
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