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一种基于模特征的增量式张量Tucker分解方法

渠超洋, 韩建军†

(华中科技大学计算机科学与技术学院，武汉 430000)

摘 要: 随着数据量的爆炸式增长,边缘计算在大数据处理中的作用愈加重要.现实应用中产生的数据通常建模
表示成高阶增量式张量的形式,增量式张量Tucker分解是一种高效挖掘高阶海量数据中隐藏信息的方法.针对传
统增量式张量分解忽视张量模特征对分解过程的影响、分解结果不能较好保留原始数据特征的问题,提出一种基
于模特征的增量式张量 Tucker分解方法 ITTDMC (incremental tensor tucker decomposition based on mode
characteristics).首先,用模长增量决定增量因子矩阵更新顺序,以此降低更新顺序带来的重构误差;其次,根据模熵
变化比决定增量因子矩阵更新权重,使分解结果更准确保留各模特征;然后,将过往时刻的模特征和更新参数记录
在指导张量中,遇到模特征相似的增量数据时直接使用来指导张量中参数的更新,避免重复计算,降低时间开
销;最后,在合成和真实数据集上进行大量的实验,实验结果表明 ITTDMC在模特征明显的数据集上能显著降低
(最高可达29%)增量式张量的重构误差.
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An incremental tensor tucker decomposition method based on model
characteristics
QU Chao-yang, HAN Jian-jun†

(School of Computer Science and Technology，Huazhong University of Science and Technology，Wuhan 430000，China)

Abstract: With the explosive growth of data volume, edge computing plays an increasingly important role in big data
processing. In general, the data generated by real applications is modelled and represented as high-order incremental
tensors. Recently, the incremental tensor tucker decomposition is deemed as an efficient approach to extract the
information inherent in those high-order massive data. As the traditional incremental tensor decomposition usually
ignores the influence of tensor model characteristics on the decomposition process, it is rather difficult for the
decomposition results to preserve the overall characteristics of the original data. To address these issues, we propose an
incremental tensor tucker decomposition method ITTDMC (incremental tensor tucker decomposition based on mode
characteristics) based on mode characteristics. First, the update order of the increment factor matrix is determined by the
increase of mode length, for reducing the reconstruction error caused by the update order. Next, the update weight of the
incremental factor matrix is computed according to the changing ratio of the mode entropy, such that the decomposition
results enable to maintain the characteristics of each module more accurately. Furthermore, the previous model
characteristics and update parameters are recorded in a guide tensor. When the incremental data with similar model
characteristics needs to be processed, the corresponding update parameters of the guide tensor can be directly employed
to reduce the computational costs. Extensive experiment results on the synthetic and real data sets exhibit that the
ITTDMC can greatly reduce the reconstruction error of incremental tensor (up to 29%) for those data sets with strong
model characteristics.
Keywords: big data；incremental tensor；Tucker decomposition；mode characteristics；mode length increment；
mode entropy

0 引 䀰

张量分解作为具有强大数据压缩和信息挖掘能

力的高阶数据处理方法[1],常用于边缘计算进行模型

压缩和相关性分析[2],通过优化数据处理算法在边缘
设备性能受限时提高边缘计算的性能.此外,张量分
解在信号处理[3]、计算机视觉[4]、图像压缩、知识发
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现[5]等领域也有较为广泛的应用.
在云边端协同环境中,边缘节点采集到的通常是

海量的增量式数据[6-8].为减轻云端节点压力,可由边
缘设备负责数据收集和张量分解的任务,将蕴含数据
特征的分解结果传输给云端节点;云端节点负责根
据张量分解结果进行数据分析以及数据共享.
由于张量分解结果保留原始数据特征的程度直

接决定其应用价值,保留原始数据特征的程度越大,
云端数据分析的结果可靠性越高.因此,云边端协同
中增量式张量分解的优化目标应为提高分解结果保

留原始数据特征程度,采用重构张量与原始张量的误
差作为度量标准,误差越小,分解结果价值越高.
针对实时增长的张量数据,全量式张量分解会产

生较大的存储成本和时间开销[9].增量式张量分解摒
弃了全量式张量分解每次重新计算的弊端,利用前一
时间点的张量分解结果和新增数据计算最新的分解

结果[10],降低了计算复杂度,极大地提高了时间效率.
最初对增量式张量的研究局限于流张量[11-16],

此类算法无法处理多模爆炸性增长的张量数据.文
献 [17-19]将增量式张量分解拓展到多模增长领域,
但都面临误差较大的问题.文献 [20]在指定数据集
上准确率更高.文献 [21]通过递归更新因子矩阵降
低重构误差.这些改进算法都忽略了数据特征的影
响,误差改进效果较差.另外,当前许多基于特征信息
的张量分解算法存在较大的局限性.文献 [22-23]仅
针对全量式张量,文献 [24]需要集成辅助生物信息,
文献 [25]需要数据集中有少量显性数据.且基于数
据特征的增量式张量分解方法忽略了过往时刻的数

据特征,导致时间开销巨大.
本文的主要工作如下:
1) 提出一种基于模特征的增量式张量 Tucker

分解方法 (incremental tensor tucker decomposition
based on mode characteristics, ITTDMC).该方法借助
模特征指导增量式张量的分解过程,显著降低了重构
误差,更有利于挖掘数据的隐藏信息.

2) 用模长增量决定增量因子矩阵更新顺序.增
量因子矩阵的依次更新带来的重构误差不可避免,但
可通过比较增量因子矩阵大小决定更新顺序,以此尽
量降低此部分重构误差.

3)利用模熵变化比决定增量因子矩阵更新权重.
增量数据导致的模熵变化比能合理反映各模对分解

结果的影响,以其作为增量因子矩阵的更新权重使每
模更准确反映原始数据的特征.

4)用指导张量记录过往时刻的模长增量和更新

权重.当出现模长增量相似的增量数据时直接复用
指导张量中更新权重,减少重复计算.

1 理䇪基⹰

1.1 张量基本操作定义

本节主要介绍与本文相关的张量基本操作[26-27].
定义1 (张量矩阵化) N阶张量χ ∈ RI1×...×IN ,

In ∈ N∗表示χ在第n模上的长度. χ在模n上的矩阵

化结果为X(n),二者元素一一对应. χ(i1, i2, . . . , iN )

模n展开后对应Xn中的X(n)(in, j), j由χ中下标确

定,具体计算如下:

j =

N∑
k=1,k ̸=n

(ik − 1)jk + 1, jk =
k−1∏

m=1,m̸=n

Im. (1)

定义2 (张量矩阵模积) N阶张量χ∈RI1×...×IN ,
矩阵A ∈ RM×In ,χ与A在第n模上的模态积 y =

χ×nA, y ∈ RI1×...×M×···×IN . y中元素具体计算如下:

y(i1 . . .m . . . iN ) =

In∑
in=1

χ(i1 . . . in . . . iN )A(m, in).

(2)

1.2 张量Tucker分解

Tucker分解核心思想是将张量表示为核心张量
和各模上因子矩阵乘积的形式.对于N阶张量χ ∈
RI1×...×IN ,核心张量G ∈ RR1×...×RN代表不同模间

的交互程度,Ri ∈ N∗表示χ在模 i上的秩,因子矩阵
Ui ∈ RIi×Ri代表第 i模上的主成分. χ的Tucker分解
表示为

χ ≈ G×1 U1 · · · ×N UN = [G;U1, . . . , UN ]. (3)

2 基于模特征的增量式张量分解方法

基于模特征的增量式张量分解方法 ITTDMC主
要由两部分组成:提取模特征完善指导张量和用指
导张量指导增量式张量分解.下面将介绍本算法需
要提取的特征以及指导张量的作用,并分析模特征发
挥作用的方式.

2.1 提取模特征完善指导张量

ITTDMC采用模长增量和模熵变化比作为模特
征指导增量式张量分解,将过往时刻的模特征记录在
指导张量中以复用之前的计算结果.提取模特征的
过程分为 4个步骤:增量式子张量划分,计算模长增
量,查找指导张量和完善指导张量.

2.1.1 增量式子张量划分

与时刻 t − 1的N阶张量χt−1相比,时刻 t的N

阶张量χt可能在各个模都有增长.将χt沿着各模按

χt−1的模长切分,图1给出了当N为3时对χt划分的
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结果.每个子张量都由一个长度为N的0、1序列组成
的下标唯一标识,下标全为0的子张量与χt−1相同,
剩余子张量为增量子张量.
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图 1 3阶增量张量划分

根据下标中1的个数,将增量子张量分为两类:

C1 = {χt
10...0, χ

t
01...0, . . . , χ

t
00...1},

C2 = {χt
11...0, χ

t
10...1, . . . , χ

t
01...1, χ

t
11...1}.

其中:C1中增量子张量下标中只有一个1,此类增量
子张量只与对应模增量因子矩阵的计算有关,用于初
始化增量因子矩阵;C2中增量子张量在多个模上均

有增量,用于更新增量因子矩阵.用 subi表示参与更
新第i模增量因子矩阵的增量子张量集合,有

subi = {χt
0...1...0, . . . , χ

t
1...1...1}.

不难发现 subi中增量子张量下标第 i位一定为1. C2

中增量子张量出现在多个 subi中,说明C2中增量子

张量参与多个增量因子矩阵的更新.

2.1.2 计算模长增量

增量式张量各模的模长增量客观反映了该模的

变化程度.时刻 t − 1与时刻 t张量第 i模的长度分

别用 lent−1
i 和 lenti表示,张量时刻 t第 i模的模长增量

inclenti可由下式获得:

inclenti = lenti − lent−1
i . (4)

2.1.3 查找指导张量

维护一个过往时刻张量各模模长增量和增量因

子矩阵更新权重的3阶指导张量.该张量的3个模分
别为:时间-特征参数-模.计算完整特征参数前查找
指导张量判断是否与过往某时刻增量数据相似.
对于N阶张量,指导张量中下标为(t0, k, i)的值

表示时刻 t0第 k个特征参数在第 i个模上的值.记
录在指导张量中的特征参数共有2N个: 1个模长增
量, 2N − 1个增量子张量在更新增量因子矩阵时的更

新权重.指导张量在时间模针对某时刻 t0的切片是

一个大小为2N × N的二维矩阵,表1展示了该矩阵
对应的表结构,第1列为特征参数名称,第2行为模名

称,其余部分与切片矩阵中值一一对应,表示特征参
数在某个模上的取值.表中更新权重αi

i1i2...iN
表示用

χt
i1i2...iN

更新第i模增量因子矩阵时的权重.

表 1 指导张量在时刻t0的切片

特征参数 模1 模2 模 i 模N

模长增量 inclent01 inclent02 inclent0i inclent0N

χt
10...0对应更新权重 α1

10...0 α2
10...0 αi

10...0 αN
10...0

χt
01...0对应更新权重 α1

01...0 α2
01...0 αi

01...0 αN
01...0

χt
i1...iN

对应更新权重 α1
i1...iN

α2
i1...iN

αi
i1...iN

αN
i1...iN

χt
11...1对应更新权重 α1

11...1 α2
11...1 αi

11...1 αN
11...1

模长增量反映增量数据对该模影响程度,可近似
认为模长增量相近时,增量数据也相似.为复用指导
张量数据,对每次增量数据按时间模遍历指导张量,
判断当前时刻模长增量 inclenti是否与过往某时间点
t0模长增量 inclent0i 相似.判断标准如下:

(inclenti − inclent0i )
2 ⩽ θ(inclent0i )

2
, (5)

其中θ为固定的模长增量相似因子.如果两时刻在所
有模上模长增量都满足式 (5),则认为它们的增量数
据相似.若存在时刻 t0与当前时刻的增量数据相似,
则直接使用时刻t0的更新权重,无需重新计算.

2.1.4 完善指导张量

若在2.1.3节中发现 inclenti与之前任一时刻的模
长增量都不相似,则需将当前时刻的特征参数以二维
参数矩阵形式添加到指导张量中.

ITTDMC采用模熵变化比作为计算更新权重的
指标.数据集中各模的熵变化值反应此模上值分布
情况变化,各模上熵变化值之比反映了不同模变化对
最终分解结果影响的程度.更新权重计算过程如下:

1) 计算各模熵变化量.若时刻 t数据集第 i模上

数据去重后集合为S,则张量该模上熵为

entropyti = −
lenti∑
j=1

pti(Sj)log2p
t
i(Sj), (6)

其中pti(Sj)表示S中的第j个数据在第 i模上出现的

频率.模熵变化量为当前时刻张量第 i模熵与前一时

刻张量第i模熵差值的绝对值,即

incentropyti = |entropyti − entropyt−1
i |. (7)

2) 计算各个增量子张量中模熵变化值之比.对
于在多个模上都有增量 (下标中有不止一个1)的增
量子张量,采用模熵变化比表示其在不同增量因子矩
阵的计算过程中发挥的不同作用.对于C2中的增量

子张量χt
i1i2...iN

,其在第j模上的熵变化比为
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ψj
i1...iN

=
incentropytj × ij

N∑
k=1

incentropytik × ik

. (8)

其中:ψj
i1...iN

表示C2中χt
i1...iN

在第 j模上的熵变化

比;ψj
i1···iN分母是增量子张量下标中所有值为1的模

对应的模熵变化值之和,若增量子张量下标在第 i模

上值为1,则分子是第i模的熵变化值,否则为0.
3) 计算增量子张量更新增量因子矩阵时的权

重.采用不同增量子张量针对某个模的模熵变化比
比值作为更新对应模增量因子矩阵的权重.更新第
j模增量因子矩阵时需使用C1中第 j个增量子张量

χt
0...1...0和 subj中所有增量子张量,这些增量子张量
更新增量因子矩阵时的更新权重计算方式如下:

αj
0...1...0 =

1

1 +
∑

(i1...in...iN )∈ϕj

ψj
i1...in...iN

,

αj
i1...iN

=
ψj
i1...iN

1 +
∑

(i1...in...iN )∈ϕj

ψj
i1...in...iN

. (9)

其中:ϕj表示 subj中所有增量子张量的N维下标

集合;αj
0...1...0表示C1中只在第 j模上增长的增量

子张量在更新第 j模的增量因子矩阵时所占的权

重; αj
i1···iN表示 subj中的增量子张量所得到的增量

因子矩阵在更新第j模的增量因子矩阵时所占的权

重.由式 (8)可得,若χt
0...1...0表示只在第j模上增长的

增量子张量,则ψj
0...1...0的值为1,式 (9)分子分母中1

由此而来.得出更新权重后,将更新权重与2.1.2节中
的模长增量组成二维矩阵添加到指导张量中.

2.2 指导张量指导增量式张量分解

得到指导张量后,根据指导张量中特征参数指导
增量式张量分解.此过程主要分为初始化增量因子
矩阵、更新增量因子矩阵、合并增量因子矩阵和计算

核心张量4个步骤.

2.2.1 初始化增量因子矩阵

用C1初始化增量因子矩阵U ′
i ,计算如下:

U ′
i = (χt

0...1...0)(i)((U
t−1
N )

T ⊗ . . .⊗ (U t−1
i+1 )

T⊗

(U t−1
i−1 )

T ⊗ . . .⊗ (U t−1
1 )

T
)(Gt−1

(i) )
†
, (10)

其中χt
0...1...0表示C1中只在第i模上有增长的增量子

张量.由式 (10)可得,初始化U ′
i的过程中U ′

i彼此间互

不影响,此过程与顺序无关.

2.2.2 更新增量因子矩阵

用C2更新U ′
i以得到完整增量因子矩阵.在更新

U ′
i时,需固定其他增量因子矩阵,用 subi中增量子张

量、其他增量因子矩阵和上一时刻因子矩阵U t−1
i 完

成U ′
i的更新.由于更新后的U ′

i参与其他增量因子矩

阵更新过程,必须考虑增量因子矩阵更新顺序.
U ′

i带来的重构误差与其所包含数据量的大小

正相关,为减缓重构误差累积速度,应按照U ′
i包含数

据量大小的非递减顺序更新U ′
i . U ′

i列固定,行数为
inclenti,U ′

i包含数据量大小vti的计算如下:

vti = inclenti ×Ri. (11)

其中:Ri是模 i因子矩阵列数,也是核心张量在第 i模

的长度,此值在运行之初确定,保持不变.假设vti的大

小关系为vt1 < . . . < vti < . . . < vtN ,则增量因子矩阵
更新顺序为U ′

1, . . . U
′
i , . . . , U

′
N .

按照更新顺序依次更新增量因子矩阵.更新U ′
i

时只需用到在第 i模上有增量的增量子张量,即 subi
中增量子张量.对于 subi中每一增量子张量,计算其
用于更新U ′

i的增量因子矩阵,计算方法如下

U ′′
j =

U
t−1
j , χt

i1...iN
∈ subj ;

U ′
j , otherwise.

U ′
i1...iN ,i =

(χt
i1...iN

)
(i)
{(U ′′

N )
T ⊗ . . .⊗ (U ′′

i+1)
T⊗

(U ′′
i−1)

T ⊗ . . .⊗ (U ′′
1 )

T}(Gt−1
(i) )

†
. (12)

其中:U ′
i1...iN ,i为χt

i1...iN
用于更新U ′

i的增量因子矩

阵,χt
i1...iN

∈ subi.
得到所有用于更新U ′

i的增量因子矩阵后,根据
指导张量中对应权重更新U ′

i ,更新公式如下:

U ′
i = αi

0...1...0U
′
i +

∑
(i1···iN )∈ϕi

αi
i1...iN

U ′
i1...iN ,i. (13)

其中:ϕi表示 subi中所有增量子张量的N维下标集

合;αi
0...1...0,αi

i1...iN
分别表示初始化的U ′

i和U ′
i1...iN ,i

在最终增量因子矩阵中所占权重,二者均可由指导
张量在相似时刻的切片矩阵或2.1.4节中计算结果获
得.其他增量因子矩阵更新过程与U ′

i类似.

2.2.3 合并因子矩阵

当前时刻的因子矩阵U t
i由U t−1

i 和U ′
i按列拼接

组成.但此时U t
i可能不满足酉矩阵的形式,需对其进

行MGS处理得到列正交的因子酉矩阵.

2.2.4 计算核心张量

将式 (2)优化为各个子张量与部分因子矩阵转
置模乘的形式.按照U t−1

i 和U ′
i的行数将列正交的U t

i

按行分为U t
i,0和U t

i,1.核心张量的计算过程如下:

Gt =
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(i1···iN )∈ϕ

χt
i1...iN

×1 (U
t
1,i1

)
T
. . .×N (U t

N,iN
)
T
=

Gt−1 ×1 {(U t
1,0)

T
U t−1

1 } . . .×N {(U t
N,0)

T
U t−1

N }+∑
(i1...iN )∈ϕ′

χt
i1...iN

×1 (U
t
1,i1

)
T
. . .×N (U t

N,iN
)
T
. (14)

其中:ϕ表示由0, 1组成的所有N维下标集合,ϕ′表示

ϕ中去除值全为0的下标后剩余下标集合.

3 实验分析

本章对 ITTDMC算法进行实验测试,并与已有
的增量式张量分解方法对比.

3.1 实验设置

实验的相关设置包括实验环境、数据集、比较算

法和评价算法的性能指标.

3.1.1 实验环境

实验程序由python3.8编写.实验测试环境为一
台浪潮英信服务器,服务器的配置为:英特尔至强
CPU处理器Silver 4210R、32GB内存和2.2T硬盘.

3.1.2 数据集

用于实验的数据集具体情况如表2所示.

表 2 实验测试数据集统计信息

数据集 各模模长 初始时刻各模模长 初始时刻张量秩

Ersatz (158, 328, 400) (76, 180, 00) (3, 3, 3)

MovieLens (370, 1 388, 1000) (183, 583, 500) (38, 197, 204)

Air Quality (182, 327, 253, 998) (84, 177, 122, 500) (34, 64, 42, 170)

Book (1 257, 660, 800) (1 249, 653, 400) (347, 134, 129)

3.1.3 对比算法

1) eOTD[19]:增量式张量Tucker分解通用方法,
按照固定的顺序和比例更新增量因子矩阵.

2) RI-NTD[21]:使用递归策略更新因子矩阵,通
过牺牲时间降低了一定的重构误差.

3) ITTDMC-OO:只改变模更新顺序的 ITTDMC
算法,用于验证 ITTDMC在增量因子矩阵更新顺序
和更新权重两方面的修改对降低重构误差均有效果.

3.1.4 性能指标

1) 重构误差[19].张量分解是NP-hard问题[21],求
其最优解较为困难且现实意义不大.采用重构误差
作为度量标准以得到次优解,不仅计算方便且更能
反应与原始数据相似度.时刻t的重构张量 χ̂t可由式

(2)得到.重构误差error(χ̂t, χt)表示 χ̂t与时刻 t真实

张量χt之间的误差,误差越小,分解结果越能保留原
始数据信息, error(χ̂t, χt)计算方式如下:

error(χ̂t, χt) =
∥χt − χ̂t∥2F

∥χt∥2F
. (15)

2) 运行时间.根据增量数据和前一时刻分解结
果获得当前时刻分解结果所用时间.运行时间越小
越能满足实时性要求.

3.2 实验结果及分析

本节将展示并分析4种算法在不同数据集上的
测试结果.

3.2.1 合成数据集

图2给出了4种算法在合成数据集Ersatz上随着
时间模模长的增长重构误差和运行时间的变化情况.
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图 2 合成数据集Ersatz上的实验结果

综合分析图2可得: Ersatz数据集每次增量数据
在各模上均有明显增长,模长增量和模熵变化值能较
好反映模特征变化情况, ITTDMC-OO和 ITTDMC误
差降低效果明显.由图2(b)可知,当出现相似增量数
据时,无需重复计算更新权重, ITTDMC的运行时间
降至与ITTDMC-OO相差无几.

Ersatz数据集上实验结果表明,当模特征变化
明显时,改变更新顺序和更新权重均效果较好.
ITTDMC在消耗较少时间的同时降低了更多重构误
差.

3.2.2 真实数据集

在真实数据集上进行测试分析.图3和图4分别
展示了MovieLens、Air Quality数据集上的实验结果.
由图3和图4可知,与合成数据集相比,真实数据

集模长更长,秩更大,各模间相关性较弱,所以重构误
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图 3 MovieLens数据集上实验结果
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图 4 Air Quality数据集上实验结果

差较大,运行时间较长.
对比图3、图4可得: Air Quality和MovieLens每

次增量数据带来的模特征变化较为显著, ITTDMC-
OO和 ITTDMC明显降低了重构误差; Air Quality作
为四模张量数据,相似模长增量的判断条件更多,使
用指导张量中过往时刻参数的概率降低.
引入Book数据集对比分析算法在模长增量较

小数据集上的性能,图 5为 Book数据集上实验结
果.分析图 5可得: Book数据集增量数据只在时间
模有明显增长,从增量数据中提取的模特征意义不
大, ITTDMC-OO和ITTDMC降低误差的效果较差.
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图 5 Book数据集上实验结果

真实数据集上的实验结果表明:模特征变化较
大时, ITTDMC-OO性能较好;模特征变化较小时,
ITTDMC-OO虽然牺牲了更多的时间但误差降低效
果微弱.

4 结 䇪

本文针对传统增量式张量分解误差较大的问题,
提出了一种基于张量模特征的增量式张量Tucker分
解方法 ITTDMC.该算法提取模特征指导增量式张
量的解过程,分别用模长增量和模熵变化比指导增
量因子矩阵更新顺序和更新权重.为避免模特征相
似时的重复计算,用指导张量存储过往时刻模长增
量和更新权重,若模长增量与指导张量中过往某时刻
相似,则复用更新权重,提高时间效率;实验结果表明,
当模特征变化较大时, ITTDMC通过牺牲少量时间可
显著降低重构误差.未来工作中,将重点关注如何在
模特征变化微弱时降低重构误差.
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