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求解带约束优化问题的混合式多策略萤火虫算法

吕 莉1†, 潘宁康1, 肖人彬2, 王 晖1, 谭德坤1

(1. 南昌工程学院信息工程学院，南昌 330099；2. 华中科技大学人工智能与自动化学院，武汉 430074)

摘 要: 目前多目标优化算法主要针对如何处理多个目标之间的冲突,对于如何处理约束考虑较少,鉴于此,提出
一种求解带约束优化问题的混合式多策略萤火虫算法 (HMSFA-PC).首先,提出一种改进的动态罚函数策略对约
束优化问题进行预处理,将其转换为非约束优化问题;其次,对萤火虫算法本身进行改进,采用Lévy flights搜索机
制有效地增大搜索范围;接着,引入随机扩张因子改进算法吸引模型,使种群突破束缚,有效避免早熟收敛,提出自
适应维度重组机制,根据不同迭代时期选择差异性较大的个体进行信息交互、相互学习.为检验算法处理无约束
优化问题的性能,将其在基准测试函数上与部分典型算法进行比较;为检验算法处理约束优化问题的性能,将其在
实际约束测试问题中与一些顶尖约束求解算法进行比较.结果表明, HMSFA-PC在处理无约束优化问题时具有收
敛速度快、收敛精度高等优势,并且在动态罚函数的协作下求解实际约束优化问题时仍具有良好的优化性能.
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Abstract: We propose a hybrid multi-strategy firefly algorithm (HMSFA-PC) for solving constrained optimization
problems. Firstly, an improved dynamic penalty function strategy is proposed to preprocess the constrained
optimization problem so as to convert it into an unconstrained optimization problem. Secondly, the firefly algorithm
itself is improved: the Lévy flights search mechanism is adopted to effectively increase the search range; a random
expansion factor is introduced to improve the attraction model of the algorithm so that the population breaks through the
constraint, effectively avoiding premature convergence and maintaining the population convergence; an adaptive
dimensional reorganization mechanism is proposed to maintain the population convergence. The adaptive dimensional
reorganization mechanism is proposed to select individuals with greater variability according to different iteration
periods to interact with information and learn from each other, effectively improving the diversity of the population. To
test the performance of the algorithm in dealing with unconstrained optimization problems, it is compared with some
typical algorithms on the benchmark test function; to test the performance of the algorithm to deal with constrained
optimization problems, it is compared with some top constraint solving algorithms on actual constraint test problems.
The results show that the HMSFA-PC has the advantages of fast convergence and high convergence accuracy when
dealing with unconstrained optimization problems, and still has good optimization performance when solving real
constrained optimization problems with the collaboration of dynamic penalty functions.
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0 引 䀰

约束优化问题 (constrained optimization problem,

COPs)作为优化领域中的重要问题,广泛存在于工程

实际中且求解困难,因此,研究此类问题具有重要实

际意义.寻找COPs的最优解是一项极其严峻的挑战,

需要根据问题的类型以及算法具有的特征正确选择

和使用算法.

相较于大多数基于梯度下降的传统优化算法,群

智能算法具有实现简单、搜索能力强和扩展性强的

特点,已成功应用于无约束多目标优化领域.然而,几

乎所有的群智能算法在算法原理和算法设计上都是

针对无约束优化问题的,没有考虑如何解决含约束

的问题.因此,将群智能算法用于求解COPs很有意

义.群智能算法在求解COPs时除了要解决无约束多

目标优化过程中面临的提高算法搜索能力、避免陷

入局部最优以及合理设置参数等多项要求外,还必须

针对问题的强约束性提高目标函数和约束条件的合

理平衡能力,从而保证算法获得可靠的求解性能和全

局优化效果[1].

2008年, Yang[2]通过对萤火虫群体行为的模仿,

提出萤火虫算法 (firefly algorithm, FA).与其他群智

能算法相比, FA具有参数较少和容易实现等优点,一

经提出便被用于求解不同领域的优化问题[3].鉴于求

解单目标优化问题的有效性, FA被扩展为多目标萤

火虫算法 (multi-objective firefly algorithm,MOFA)[4]

以求解多目标优化问题.正如“无免费午餐定理”所

指出的,没有单一算法可以完美解决所有问题,每个

算法都有各自的优缺点,MOFA也是如此,在寻找问

题最优解的过程中MOFA存在寻优精度低、易陷入

早熟收敛、算法多样性不佳的问题.

为了解决MOFA存在的不足,学者们提出了各
自的改进措施[5-8],这些改进虽然在一定程度上改善
了MOFA的优化性能,但存在如下问题:均未提及对
于约束的处理;没有凸显出萤火虫个体之间的性能
差异,普遍存在“集群学习”现象;算法的分布性和
收敛性存在进一步提升的空间.鉴于此,本文提出
一种求解带约束优化问题的混合式多策略萤火虫

算法(hybrid multi-strategy firefly algorithm for solving
optimization problems with constraints, HMSFA-PC),
通过Lévy flights、随机扩张因子以及自适应维度重
组机制3种策略对算法本身进行改进,在处理COPs
时通过改进动态罚函数策略将实际约束问题进行预

处理,从而将其转换为非约束优化问题进行求解.

1 相关基础⸕䇶

1.1 约束优化问题

求解COPs时算法的性能主要取决于算法本身
和约束处理方法,其本质上是寻求一个决策变量x的

过程,使x最小化目标函数的同时满足对搜索空间线

性和非线性约束[9].不失一般性,其模型可表示为
min F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))T,

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω → Rn,

F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) ∈ Ω → Rm.

s.t. hi(X) ⩽ 0, i = 1, 2, . . . , s;

gj(X) = 0, j = s+ 1, s+ 2, . . . , q. (1)

其中:x为n维决策空间中的决策向量,F (x)为m维

目标空间中的目标向量;hi(X)和 gj(X)分别为第 i

个不等式约束和第j个等式约束.

1.2 多目标萤火虫算法

在MOFA中,亮度和吸引力是两个关键要素.萤
火虫个体所处位置的优劣及其移动的方向由亮度决

定,移动的距离由吸引力决定,通过亮度和吸引力的
不断更新实现目标优化.萤火虫之间的吸引力与其
亮度成正比,而与距离成反比.
萤火虫j对萤火虫i的吸引力定义如下:

βij(rij) = β0e−γ(rij)
2

. (2)

其中:β0为最大吸引力,等于r = 0光源处的吸引力,
通常取β0=1; γ为光吸收系数,一般取γ∈ [0.01, 100];
rij为萤火虫i到萤火虫j的欧氏距离.
解决多目标优化问题,常常利用Pareto支配的概

念确定萤火虫个体之间的吸引关系,以萤火虫 i作为

研究对象,如果萤火虫j ≺ i,表明j为更亮的萤火虫,
此时萤火虫i被更亮的萤火虫j吸引.

MOFA的萤火虫位置更新分为两种情况:
一是如果萤火虫 i寻找到支配解萤火虫j,即j ≺

i,则萤火虫i的位置更新为

xi(t+ 1) = xi(t) + βij(rij) · (xj(t)xi(t)) + αtε
t
i.

(3)

其中: t为当前迭代次数;xi、xj分别为萤火虫 i和j处

的空间位置;βij(rij)为萤火虫i与j之间的吸引力;αt

为常数,一般取α ∈ [0, 1]; εti为由高斯分布、均匀分布
或其他分布得到的随机数向量.
二是如果萤火虫 i未找到支配解萤火虫 j,则萤

火虫i的位置更新公式为

xi(t+ 1) = gt∗ + αtε
t
i, (4)

其中g∗为由多个目标函数以随机加权和的方式转换
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为单目标函数取得的最优值.

1.3 惩罚函数法

约束处理技术主要分为5类:罚函数法[10]、可行

性准则法[11]、约束法[12]、多目标优化法[13]和混合

法[14].罚函数法通过给目标函数增加一个惩罚项,将
COPs转化为无约束优化问题进行求解.相较于其他
4种约束处理技术罚函数法具有执行简单普适性较
高的特点,因此应用广泛,尤其是应用到群智能算法
里处理COPs[15],故本文将改进的萤火虫算法与罚函
数法相结合进行研究.
罚函数法主要通过对目标函数施加惩罚措施构

造出新的目标函数,从而达到将COPs转化为无约束
优化问题的目的.作为惩罚函数法的核心问题,惩罚
因子的选取一直是一个难题,若惩罚因子取值过小则
对不可行解的惩罚不足,导致算法对可行解的搜索受
到局限,反之则对算法收敛到全局最优解产生不利因
素,因此惩罚因子值的合理选取对求解此类COPs至
关重要.

Saha等[16]提出了一种模糊惩罚法,主要通过两
个惩罚项对约束条件进行惩罚:第 1个惩罚项通过
Mamdani模糊推理系统将可行解的比例等信息进行
输入从而得到所需要的惩罚值;第2项则通过可行解
的比例动态调节约束条件和目标函数. Tessema等[17]

提出一种自适应惩罚函数法,依据种群中实时可行
解的比例对惩罚因子的大小进行自适应调节,通过找
出种群中较优的不可行解从而引导种群向可行域移

动. Kusakci等[18]通过将惩罚函数与改进的协方差矩

阵适应进化策略相结合,从而得到具有较高准确性的
解.

2 混合式多策略萤火虫算法

针对MOFA在处理实际约束问题时存在进化后
期收敛速度慢、早熟收敛、难以收敛到最优解、种

群多样性不佳的问题,首先,采用 lévy flights搜索机制
有效地增大搜索范围,增强种群逃逸出局部最优的能
力,有效维护种群的收敛性;其次,为跳出局部最优避
免早熟收敛,在种群迭代过程中加入随机扩张因子,
使种群不断向着最优解逼近;最后,加入提出的自适
应维度重组机制,在算法原有的基础上使种群中差异
性较大的个体进行维度重组,极大地改善了算法的多
样性,有效避免了在迭代过程中由于MOFA采用随机
吸引模型导致种群多样性不佳的问题.

2.1 Lévy flights

Lévy flights的移动步长具有交错移动的特点,属
于非高斯随机过程.在算法中采用Lévy flights搜索

机制可以有效增强种群寻优的探寻范围,使种群更加
逼近真实Pareto前沿[19].

Lévy flights扰动项的计算公式如下:

si =
λ

|υ|1/φ
. (5)

其中λ和υ均服从正态分布λ ∼ N(0, η2λ),

υ ∼ N(0, η2υ).
(6)

ηλ和ηυ定义如下:
ηλ =

{ Γ (1 + φ) sin(πφ/2)
Γ [(1 + φ)/2]2(φ−1)/2φ

}1/φ

,

ηυ = 1,

(7)

其中φ的取值范围为 [1, 2],本文取φ = 1.5.经过
Lévy flights改进后的萤火虫算法位置更新公式 (3)更
新为

xi(t+ 1) = xi(t) + βij(rij) · (xj(t)xi(t))+

αt · Lévy ∼ λ/ | υ |1/φ, (8)

式(4)更新为

xi(t+ 1) = gt∗ + αt · Lévy ∼ λ/|υ|1/φ, (9)

其中Lévy ∼ λ/|υ|1/φ为Lévy flights随机扰动项.

2.2 随机扩张因子

由于MOFA位置更新公式固有的缺陷和Pareto
最优解的局限性,算法极易陷入局部最优.第2.1节经
Lévy flights对位置更新公式进行改进,算法寻优速度
和收敛性虽然有了极大的改善,但是种群集群现象严
重,具体表现为较集中地分布在Pareto前沿某一段区
域,而不是均匀分布于整个前沿上,由此提出一种随
机扩张因子策略以增加萤火虫的移动步长,从而突破
种群束缚,改善算法的分布性.
由于在MOFA中萤火虫位置更新过程中只受到

支配其的萤火虫个体和随机扰动项的影响,不受任
何支配的萤火虫个体仅受到当前最优解和随机扰动

项的影响,使种群很难逃逸出局部最优,集群效应严
重.本文在Lévy flights改进的基础上加入随机扩张
因子 c,并使 c在迭代过程中依据迭代次数的不同改

变相应值的大小, c应保证种群在迭代前期具有较强
的全局探索能力,并且在后期具有较强的局部开发能
力,计算公式如下:

c =


6 · e(t/Maxit), t ⩽ Maxit/2;

e(t/Maxit), t > Maxit/2.
(10)

经改善后,式(8)更新为

xi(t+ 1) = xi(t) + c · βij(rij) · (xj(t)xi(t))+
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αt · Lévy ∼ λ/|υ|1/φ, (11)

式(9)更新为

xi(t+ 1) = gt∗ + c · αt · Lévy ∼ λ/|υ|1/φ. (12)

2.3 自适应维度重组

经前两部分改进,算法的收敛性和分布性都有了
不同程度的提高,但是仍存在局部最优和多样性较差
的问题.为了充分利用萤火虫个体之间的优良信息,
本文提出自适应维度重组机制,根据个体间的相似度
大小决定是否进行重组操作.每次萤火虫吸引力、位
置、亮度更新后,在萤火虫种群中采用随机选择的方
法从个体中选择比例为pc的个体进行维度重组产生

新个体,选取比例pc的计算公式为

c =


0.25(N − nan)

N
+ 0.25, t ∈ [0, αMaxit];

0.5(N − nan)
N

+ 0.5, t ∈ [αMaxit,Maxit].

(13)

其中:N 为种群数量; nan为非支配解的个数,以保
证选取比例 pc具有较合适的范围;α为随机数,一
般取 0.5;Maxit为最大迭代次数,表示迭代次数在
[0,Maxit/2]和 [Maxit/2,Maxit]时分别采用不同的比
例计算公式,确保种群个体可以以优异的比例进行维
度重组.
确定种群中需要进行维度重组的个体比例后,需

要进行参与重组个体的选择,选择个体时应保证两
个体存在较大的差异性.本文将差异性定义如下:假
设萤火虫个体P和Q在对应维度上的差值为B,维度
总长度为L,个体在此维度上的取值区间为H ,如果
B > H/5且连续存在⩾ (1/3)L个维度,则认为个
体P与Q之间存在较大的差异性,可进行维度重组操
作.选择一段差异性较大的区间进行重组,计算交叉
后子代个体的适应值,如果适应值优于父代个体,则
萤火虫的位置进行更新,否则萤火虫位置保持不变.
为了更便于展示自适应维度重组机制对种群的

改善情况,以二目标问题为例,绘制自适应维度重组
前后个体分布图如图1所示.
f

1

f
2

f
1

f
2

o o

图 1 自适应维度重组前后MOFA搜索机制简化模型

图1中黑色圆圈表示萤火虫个体,黑色曲线表示

Pareto前沿.可以看出在维度重组前虽然经第2.1节
和第 2.2节改进后的萤火虫个体收敛性和分布性均
有了不同程度的提升,但是多样性仍有一定的提升空
间.图1中经曲线连接的两个个体为满足文中设置的
差异性个体,即进行维度重组的两个个体.右图可以
清晰地看出经维度重组后个体的多样性有了进一步

的提高.

2.4 HMSFA-PC算法流程

输入: 决策变量维数D,区间范围 [a, b],种群规
模N ,最大迭代次数Maxit,光吸收系数γ,最大吸引力
β0,初始步长α;
输出: Pareto最优解集.
step 1: 初始化,设置决策变量维度D、区间范围

[a, b],种群规模N ,最大迭代次数Maxit,光吸收系数
γ,最大吸引力β0,以及初始步长α.

step 2:种群初始化,计算每一个目标函数上的适
应值.

step 3:当t ⩽ Maxit时,对萤火虫进行遍历.
step 4: 采用 Lévy flights生成扰动项 Lévy ∼

λ/|υ|1/φ,按照式(10)生成扩张因子.
step 5:萤火虫i与萤火虫j进行比较,若萤火虫个

体j ≺ i,则按照式(11)进行位置更新;如果萤火虫i不

受任何个体支配,则按照式(12)进行位置更新.
step 6:自适应维度重组.对位置更新后的萤火虫

个体进行维度重组操作,比较维度重组前后的个体,
如果重组后的个体适应值优于变异前个体适应值,则
更新萤火虫位置,否则保留萤火虫个体原来的位置.

step 7:确保萤火虫个体位置在界限范围内,如果
不在则强制等于上界或等于下界.

step 8:更新个体的适应值.
step 9: t = t+ 1.
step 10: 若 t > Maxit,则算法运行结束,输出

Pareto最优解集.

2.5 算法时间复杂度分析

设种群具有N个个体,M个目标,变量维数为
D. MOFA采用全吸引模型 (即两层循环)遍历所有
个体,其时间复杂度为O(N)2. HMSFA-PC在MOFA
的基础上添加Lévy flights、 随机扩张因子和自适
应维度重组.设对个体进行Lévy flights所需要的时
间为 h(D),计算随机扩张因子需要的时间为 g(D),
由于求解的个体维数相比种群中的个体数要小得

多,h(D)和 g(D)远小于N ;维度重组包括两层循环,
第1层循环为遍历种群中Pareto等级为1的个体,设
该个体为K,第2层循环为遍历个体的所有维度.综
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上, HMSFA-PC的时间复杂度为 (h(D) + g(D)) ×
O(N)2 + O(K × D),由于K < N ,D < N ,
比较可得HMSFA-PC与MOFA的时间复杂度在同
一数量级上. HMSFA-PC虽然增加了部分计算量,但
HMSFA-PC能以较少的迭代次数收敛到Pareto前沿,
相较MOFA更具有实际意义.

3 约束处理

处理COPs时存在非线性约束、约束区域不连
续等挑战,求解COPs的关键在于如何处理可行解与
不可行解的关系.由第1.3节所述,选取罚函数法作为
约束的处理方法,即对于约束优化问题,通过罚函数
进行预处理,将其转化为非约束优化问题从而进行求
解,但惩罚因子的取值依赖于所优化的问题,难以选
取.为此,本文在原有的罚函数法基础上提出一种新
的动态罚函数策略,惩罚因子根据种群中的可行解比
例和进化代数动态变化[20].为方便设计,文中等式约
束和不等式约束均用相同的惩罚因子,则优化问题为

minP (X) = minF (X) + µH(X). (14)

其中: minF (X) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))T为各个

目标函数;

H(x) =

s∑
j

Vj(gj(x)) +

q∑
j=s+1

Vj(hj(x))|hj(x)|,

Vj(gj(x))和Vj(hj(x))均为指示函数,且有

Vj(gj(x)) =

1, gj(x) > 0;

0, gj(x) ⩽ 0.
(15)

Vj(hj(x)) =

1, |hj(x)| > ε;

0, |hj(x)| ⩽ ε.
(16)

这里: gj(x)和hj(x)分别为等式约束条件和不等式约

束条件, ε为精度要求,当V (x) < ε时,无约束优化问
题和COPs的解是等价的.惩罚因子按如下方式进行
选取:

µ(t) = 10
(δ2−δ1)×(npop−nan)

Maxit−t +δ1 . (17)

其中: t为种群当前迭代次数;Maxit为种群最大迭代
次数; δ1、δ2为本文自定义的常数,在此选 δ1 = 1、

δ2 = 3.符合期望,即在进化初期采用较小的惩罚系
数有利于种群勘探;在进化后期或当种群的可行解
比例大于设定的阈值时采用较大的惩罚系数,有利于
种群的开发,以此平衡种群的勘探能力和开发能力.

4 实验与结果分析

4.1 无约束优化问题

为了检验处理无约束优化问题时算法的优化性

能,将HMSFA-PC与 5种典型的多目标优化算法在

ZDT、Deb、Viennet和DTLZ系列函数上进行实验验
证,包括基于Pareto优势的算法MOPSO[21]、PESA-
II[22]、 MOFA[4]以及基于分解的算法NSGA-III[23]、
MOEA/D[24].

为综合评估所有算法的收敛性和多样性,选用
IGD指标在ZDT、Deb、Viennet和DTLZ系列多目标
测试函数集上实现6种对比算法的结果测试论证,并
采用Friedman检验对各算法进行排名分析.为确保
算法对比的公平性,各算法种群规模设置为100,每个
测试函数评估10 000次,为平衡随机性,各算法在每
个函数上独立运行30次.算法参数设置与相应文献
保持一致.

表 1给出了 HMSFA-PC与 5种典型的多目标
优化算法 (multi-objective evolutionary algorithm,
MOEA)在 18个测试问题上的 IGD性能评价指标的
平均值、标准差和程序运行的运行时间 (单位 s),同
时列出了不同算法在测试函数集上获得的最优值总

数.此外,表1倒数第2行运用Friedman检验给出各算
法优化结果的秩平均值,针对 IGD指标,秩平均值越
小表示算法的性能越优.最后一行为各算法优化性
能的平均排名,其中加粗数据表示最优结果.

根据表 1,从算法的综合性能角度进行分析,
HMSFA-PC在 18个测试问题共有 15次取得了最好
的优化效果, PESA-II取得2次, NSGA-III和MOEA/D
均取得1次.可以看出,在ZDT、Deb、Viennet测试问
题中, HMSFA-PC均取得了最好的优化结果.值得注
意的是,在求解DTLZ1时,此测试函数具有多模态
的特点导致从决策空间到目标空间的映射并不总

是一一对应,所以HMSFA-PC在求解此问题时有较
大的困难. 6种对比算法在 18个测试问题上取得的
最优值个数表明, HMSFA-PC在综合性能上优于其
余算法,结果充分展示出改进策略对算法寻优过程
的改进作用非常明显.根据“世上没有免费的午餐”
定律,很多改进算法在追求算法精度的同时,势必会
牺牲算法的时间或空间.由表1可见,在算法运行时
间方面,MOPSO略优于其他对比算法, HMSFA-PC、
MOFA和PESA-II不分上下,MOEA/D和NSGA-III相
较于其他算法运行时间虽然保持在同一数量级,但是
明显有了不同程度的增加.值得一提的是,MOPSO
虽然在算法运行时间方面略优于HMSFA-PC,但是
精度方面要比HMSFA-PC差得多.

从 Friedman检验结果可见, HMSFA-PC获得的
秩平均值最小,排名第1,且远小于其他5种对比算法,
这表明在6种算法中, HMSFA-PC的综合性能最好.
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表1 HMSFA-PC与5种经典MOEA在 IGD上的实验结果与运行时间 单位: s

测试函数 结果 MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA HMSFA-PC

均值 1.01e+00 1.96e-02 1.48e-01 3.55e-02 6.43e-02 3.83e-03
ZDT1 标准差 2.36e-01 3.56e-03 6.73e-02 3.08e-02 1.17e-02 1.21e-05

运行时间 3.80e+00 9.73e+00 3.26e+01 1.42e+01 1.82e+01 1.83e+01

均值 1.79e+00 8.18e-02 5.50e-01 1.26e-01 1.98e-01 3.76e-03
ZDT2 标准差 2.24e-01 1.06e-01 9.79e-02 7.99e-02 6.13e-02 2.22e-05

运行时间 4.30e+00 4.55e+01 2.17e+01 1.32e+01 1.95e+01 1.75e+01

均值 4.83e-01 1.71e-01 2.34e-01 1.34e-01 4.87e-02 4.63e-03
ZDT3 标准差 2.57e-01 2.33e-02 7.49e-02 2.63e-02 9.44e-03 1.03e-04

运行时间 2.03e+00 3.88e+01 3.24e+01 1.13e+01 1.88e+01 2.30e+01

均值 1.72e+01 4.59e-01 6.58e-01 2.21e-01 4.08e-01 5.85e-03
ZDT4 标准差 3.77e+00 2.90e-01 1.84e-01 6.59e-02 9.48e-02 1.97e-04

运行时间 3.15e+00 4.13e+01 2.08e+01 1.17e+01 1.83e+01 2.06e+01

均值 4.76e-01 2.20e-01 8.49e-02 2.63e-02 4.06e-01 3.10e-03
ZDT6 标准差 7.01e-01 6.89e-02 2.66e-02 1.54e-02 1.34e-01 1.90e-05

运行时间 2.59e+00 4.49e+01 2.17e+01 1.36e+01 2.02e+01 2.29e+01

均值 8.47e-03 1.47e-02 1.10e-02 8.50e+00 1.15e-02 3.77e-03
Deb1 标准差 8.21e-04 7.74e-03 1.80e-03 8.37e-04 1.40e-03 5.24e-05

运行时间 1.07e+01 4.17e+01 3.53e+01 2.85e+01 1.74e+01 1.74e+01

均值 7.75e-03 2.45e-02 3.42e-02 1.02e-02 1.83e-02 4.11e-03
Deb2 标准差 9.65e-04 1.15e-02 1.51e-02 1.57e-03 3.46e-03 4.49e-05

运行时间 6.63e+00 4.11e+01 3.32e+01 1.63e+01 1.82e+01 1.61e+01

均值 7.52e-03 1.31e-02 1.52e-02 8.09e-03 9.32e-03 3.86e-03
Deb3 标准差 1.09e-03 4.79e-03 6.50e-03 1.04e-03 1.61e-03 1.86e-05

运行时间 8.62e+00 3.37e+01 3.51e+01 3.52e+01 1.86e+01 1.70e+01

均值 1.34e-01 1.71e-01 2.04e-01 1.39e-01 1.59e-01 1.16e-01
Viennet1 标准差 3.89e-03 1.17e-02 5.12e-03 7.36e-03 5.77e-03 1.23e-03

运行时间 1.03e+01 3.52e+01 3.62e+01 3.87e+01 1.72e+01 1.78e+01

均值 1.80e-02 3.78e-02 1.10e-01 1.88e-02 2.92e-02 1.17e-02
Viennet2 标准差 1.04e-03 1.24e-02 9.26e-04 7.89e-04 3.44e-03 3.27e-04

运行时间 5.14e+00 3.73e+01 3.28e+01 2.18e+01 1.81e+01 1.73e+01

均值 4.66e-02 1.65e+00 1.99e+00 5.42e-02 1.53e+00 3.69e-02
Viennet3 标准差 4.62e-03 4.22e-01 6.02e-02 5.30e-03 8.33e-01 1.16e-03

运行时间 5.95e+00 3.83e+01 3.57e+01 1.99e+01 1.79e+01 1.60e+01

均值 2.16e-01 2.33e-01 7.29e-01 1.89e-01 2.39e-01 1.57e-01
Viennet4 标准差 1.42e-02 4.93e-02 1.04e-01 1.72e-02 2.88e-02 3.16e-03

运行时间 1.25e+01 3.74e+01 2.79e+01 2.67e+01 1.78e+01 1.80e+01

均值 9.94e-02 5.49e-02 5.49e-02 6.69e-02 7.02e-02 5.86e-02
DTLZ2 标准差 5.42e-03 2.07e-04 2.46e-04 3.86e-03 1.75e-03 1.06e-03

运行时间 9.73e+00 3.64e+01 3.39e+01 2.50e+01 1.77e+01 1.84e+01

均值 1.29e+02 8.71e+00 1.89e+01 8.88e+00 3.82e+01 4.13e-01
DTLZ3 标准差 7.95e+01 3.19e+00 1.03e+01 3.79e+00 1.15e+01 7.20e-02

运行时间 3.85e+00 4.45e+01 3.37e+01 1.31e+01 1.83e+01 1.75e+01

均值 4.67e-01 2.49e-01 4.38e-01 6.44e-02 6.98e-01 5.74e-02
DTLZ4 标准差 2.76e-01 2.51e-01 3.46e-01 1.68e-03 1.56e-01 7.08e-04

运行时间 4.10e+00 3.75e+01 3.35e+01 2.45e+01 1.78e+01 1.73e+01

均值 1.61e-02 1.38e-02 3.27e-02 1.25e-02 5.35e-01 5.14e-01
DTLZ5 标准差 7.75e-03 1.36e-03 4.15e-04 2.62e-03 6.52e-02 4.35e-02

运行时间 1.06e+01 3.85e+01 3.47e+01 2.56e+01 1.73e+01 1.67e+01

均值 2.69e+00 1.81e-02 1.08e-01 1.45e-02 7.90e+00 5.37e-01
DTLZ6 标准差 9.01e-01 1.81e-03 2.40e-01 2.47e-03 4.84e-01 1.33e-01

运行时间 1.03e+01 3.78e+01 3.53e+01 2.41e+01 1.86e+01 1.84e+01

均值 9.71e-01 2.16e-01 2.09e-01 1.07e-01 1.05e-01 6.43e-02
DTLZ7 标准差 1.65e-01 7.82e-02 2.73e-02 1.49e-02 7.76e-03 3.53e-02

运行时间 8.14e+00 3.73e+01 2.57e+01 2.19e+01 1.81e+01 1.67e+01

总计 0 1 1 2 0 15
秩 4.22 3.64 4.58 2.78 4.28 1.50

最终排名 4 3 6 2 5 1
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为了更直观地展现所提出算法与各经典对比算

法的综合性能,限于篇幅,从18种测试函数中选取2
个典型的测试函数绘出IGD指标箱线图如图2所示.
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图 2 6种MOEA在2个典型MOP上的 IGD指标箱线图

由图 2可以清晰地看出: HMSFA-PC无论是在
2目标测试问题 ZDT3上还是在 3目标测试问题
DTLZ7上,收敛稳定性和收敛精度明显比其他 5种
典型的MOEA优秀,表明在种群寻优的过程中可以
以更高的速度和精度逼近Pareto前沿;在DTLZ7中,
PESA-II和MOFA的收敛稳定性与收敛精度相差
不大,值得一提的是无论是在 ZDT3还是在DTLZ7
中,MOPSO相较于其他几种对比算法在收敛精度和
收敛稳定性方面均有明显的差距.

4.2 实际约束问题

为了检验在处理实际约束优化问题时算法的

优化性能,本节将HMSFA-PC在 IEEE CEC2021的
29个实际约束优化问题上进行实验验证.选用文
献 [25]求解实际约束问题的 7种算法,包括ToP[26]、
TiGE2[27]、cNSGAIII[28]、cMOEA/D[28]、CCMO[29]、

cARMOEA[30]以及AnD[31],在CEC2021测试函数集

的机械设计问题 (21个)、化学工程问题 (3个)以及工
艺、设计和合成问题 (5个)中进行对比分析.为公平
起见,本节所有算法种群大小、评估次数和运行次数
均按文献 [25]设置.测试函数的定义、表达式、性质
等详见文献 [25]. HMSFA-PC的实验结果如表2所示,
其余7种对比算法的结果取自文献 [25].对实际约束
优化问题进行实验时采用文献 [25]所设计的排名方
案-绩效得分 (performance score)对各算法进行分析
排名,结果如表3所示.

表2 HMSFA-PC在CEC2021测试问题中
RCM01∼RCM29上的实验结果

测试函数 最优值 均值 标准差

RCM01 6.06e-01 6.04e-01 2.50e-03

RCM02 3.93e-01 3.92e-01 1.29e-05

RCM03 9.05e-01 9.00e-01 2.23e-04

RCM04 8.63e-01 8.63e-01 2.43e-04

RCM05 4.35e-01 4.36e-01 2.15e-04

RCM06 2.75e-01 2.74e-01 2.08e-02

RCM07 3.48e-01 2.48e-01 5.92e-04

RCM08 2.87e-02 2.86e-02 7.61e-05

RCM09 4.10e-01 4.09e-01 1.97e-04

RCM10 8.49e-01 8.48e-01 3.87e-05

RCM11 9.88e-02 9.80e-02 4.98e-04

RCM12 5.72e-01 5.71e-01 2.11e-04

RCM13 9.05e-02 8.68e-02 6.98e-03

RCM14 6.18e-01 6.20e-01 5.08e-04

RCM15 0 0 0

RCM16 7.64e-01 7.64e-01 9.12e-05

RCM17 3.61e-01 2.89e-01 4.01e-02

RCM18 4.05e-01 3.98e-01 4.12e-05

RCM19 0 0 0

RCM20 1.77e-01 1.73e-01 1.82e-08

RCM21 3.17e-02 3.17e-02 7.34e-07

RCM22 5.98e+00 2.18e+00 1.13e-02

RCM23 9.99e-01 9.99e-01 4.41e-17

RCM24 1.24e+00 9.82e-01 2.32e-02

RCM25 2.42e-01 2.42e-01 4.02e-06

RCM26 1.49e-01 1.48e-01 2.54e-04

RCM27 3.07e+00 3.06e+00 6.52e-16

RCM28 1.00e+00 1.00e+00 0

RCM29 7.88e-01 7.87e-01 9.32e-04

表3 各算法在CEC2021测试问题中RCM01∼RCM29上的对比结果

结果 ToP TiGE2 cNSGAIII cMOEA/D CCMO cARMOEA AnD HMSFA-PC

总计 4 1 3 1 1 5 2 18

绩效得分 0.284 5 0.620 7 0.267 2 0.633 6 0.3190 0.271 6 0.405 2 0.194 0

最终排名 4 7 2 8 5 3 6 1
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由表 3可见,在 29个测试函数上, HMSFA-PC获
得了次数最多的最优值,为 18次, cARMOEA获得
了 5次, ToP获得了 4次, cNSGAIII获得了 3次, AnD
获得了 2次,其余算法均获得了 1次.值得注意的
是,在问题 RCM15 (spring design)和 RCM19 (multi-
product batch plant)上,所提出算法并没有给出有
效解,原因可能是此问题的约束边界取值波动较
大,动态惩罚系数对于求解此问题并没有给出较
好的取值范围,但是在 RCM22 (Haverly’s pooling
problem)和 RCM28 (two reactor problem)测试问题
上,众多对比算法在没有解的情况下HMSFA-PC给
出了最优解.根据 performance score得分情况可以
看出, HMSFA-PC的平均值最小,排名第 1,其次为
cNSGAIII,最差为 cMOEA/D.综合来看,在求解实际
约束问题时HMSFA-PC表现出更好的优化性能,具
有较优的实际意义.

5 结 论

针对实际约束优化问题,本文提出了一种求解带
约束优化问题的混合式多策略萤火虫算法.通过引
入Lévy flights搜索机制增大种群的寻优空间,提升
算法全局遍历能力;在Lévy flights基础上加入随机
扩张因子缓解种群在寻优过程中的集群效应,有效
避免种群陷入局部最优;加入提出的自适应维度重
组机制,在算法原有的基础上使种群中差异性较大的
个体进行维度重组,从而充分利用种群原有信息,极
大地改善了算法的多样性;最后结合改进后的动态
罚函数法高效处理实际约束问题.利用18个基准测
试函数和29个工程实际约束优化问题验证HMSFA-
PC的性能,综合实验结果表明, HMSFA-PC具有较好
的全局寻优和局部勘探能力,种群的多样性也得到
了极大提高,无论是在18个基本的测试函数上还是
在 29个工程实际约束优化问题上, HMSFA-PC相较
于对比算法表现出更好的寻优能力和综合性能.然
而,在求解问题的过程中发现, HMSFA-PC在处理多
模态优化以及约束区间波动较大的问题上存在一定

的缺陷,需进一步提升算法的寻优能力,并且时间复
杂度相较于原算法有了一定程度的增加.未来将进
一步优化算法并结合不同的策略处理高维实际约束

优化问题.
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