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摘 要: 针对一类具有执行器饱和的切换系统,提出一种基于组合非线性反馈控制 (CNF)的事件触发控制方法,
以达到在保证系统性能的同时减少网络带宽占用的目的.首先,为了降低系统资源成本,构造事件触发机制来判
断是否对系统当前状态进行采样,设计组合非线性反馈控制来提高系统的暂态性能;然后,利用多Lyapunov函数
方法得到饱和切换系统在驻留时间切换信号下渐近跟踪问题的充分条件,同时证明事件触发最小的时间间隔大
于零,从而避免芝诺 (Zeno)行为;最后,通过仿真实例验证所提出方法的有效性.
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Event-triggered control for saturated switched system based on composite
nonlinear feedback
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Abstract: For a class of switched systems with actuator saturation, the event-triggered control method with composite
nonlinear feedback (CNF) controllers is proposed to ensure system performance while reducing network bandwidth
consumption. Firstly, in order to reduce the cost of system resources, event-triggered conditions are constructed to
determine whether to sample the current state of the system, and a composite nonlinear feedback control is designed to
improve the transient performance of the system. Then, using the multi-Lyapunov function method sufficient conditions
for the practical stability of switched saturated systems under switching signals satisfying dwell time are derived, and it
is proved that the minimum time interval for event triggering is greater than zero, avoiding the Zeno behaviour. Finally, a
simulation example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
Keywords: saturated switched systems；event-triggered control；composite nonlinear feedback；dwell time；asymptotic
tracking

0 引 䀰

作为一类重要的混杂系统,切换系统是由一组连
续或离散时间子系统和切换规则[1]组成.在过去的
几十年中,切换系统因其具有重要的理论意义而备受
关注,很多系统都可以建模为切换系统,例如电力系
统[2]、飞行控制系统[3]和网络化控制系统[4]等.与此
同时,切换系统的稳定性也得到了广泛研究,其研究
方法主要有共同Lyapunov函数法[5]、单Lyapunov函
数法[1]和多Lyapunov函数法[6]等.关于切换系统的

许多问题得到了很好的解决,如切换正性化[5]、H∞

控制[6]和事件触发控制[7]等.
通常,在时间触发下的控制系统中,信号采样和

控制器执行是周期进行的.传感器、控制器和执行器
之间存在着大量的信息交互,可能会导致信息负载和
资源浪费.为了克服传统周期采样控制方法的不足,
事件触发控制应运而生.事件触发的基本思想是,只
有在满足预先设定好的触发条件时系统才进行采样

和控制输入更新.一些学者将事件触发机制运用到
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网络化控制系统[8]中,单一模态系统的事件触发机制
设计已有很多研究结果,如非线性系统[9]、多智能体

系统[10]等.近年来,多模态切换系统的事件触发控制
问题也得到了广泛的研究,如异步切换系统的事件触
发控制[11]、切换仿射系统的事件触发控制[12]等.

为了保证系统具有较快响应速度的同时产生较

小的超调量,一种组合非线性反馈 (CNF)控制方法被
首先应用于二阶线性系统的跟踪控制研究中.在此
之后,经过不断地发展和探索, CNF控制方法被应用
于更一般的系统,如无人直升机飞行系统[13]、无人

驾驶车辆控制系统[14]等.文献 [15]将CNF控制方法
应用到饱和非线性系统中,以实现饱和系统的渐近跟
踪.文献 [16]基于CNF控制方法研究了切换系统的
跟踪控制问题.然而,由于事件触发时刻和切换时刻
耦合不清等特点,基于CNF控制方法的切换系统事
件触发控制具有很大难度,至今尚未见到相关报道.

基于上述分析,本文考虑基于CNF的饱和切换
系统事件触发控制问题.本文的主要贡献如下: 1)首
次提出基于CNF的多模态切换系统事件触发控制,
通过计算事件触发间隔的最小正下界,避免芝诺行
为; 2)基于事件触发机制设计子系统的CNF控制器;
3)利用多Lyapunov函数方法在满足驻留时间的一类
切换信号下,提出保证饱和切换系统渐近跟踪的充分
条件,且具有良好的暂态性能; 4)通过涡扇发动机的
仿真实例验证本文方法的有效性.

1 问题描述

考虑以下具有执行器饱和约束的切换系统:

ẋ(t) = Aσx(t) +Bσsat(u(t)),

y(t) = Cx(t). (1)

其中:x(t) ∈ Rn和u(t) ∈ R分别是系统状态和控制

输入; y(t) ∈ R是控制输出;A、B、C是合适维度的矩
阵;饱和函数sat(u(t))可定义为

sat(u(t)) = sgn(u(t))min{umax, |u(t)|}, (2)

umax表示控制输入的最大阈值.切换信号是关于时
间的右连续分段函数σ(t) : [0,∞) → Im = {1, 2,
. . . ,m},可通过以下切换序列来表示:

Σ = {x0; (i0, l0), . . . , (iq, lq), . . . ,
∣∣iq ∈ Im, l ∈ N}.

(3)

其中: l0是初始时间,x0是初始状态,N是非负整数
集合, (iq, lq)表示在 [lq, lq+1)区间内第 iq个子系统运

行.本文假设切换系统的状态不会在切换时刻发生
跳变.

假设1 (Ai, Bi)是可控的.

假设2 (Ai, Bi, C)是右可逆的且在虚轴上没有

不变零点.
定义1 [17] 对于任意切换信号σ(t), t > τ > 0,

Nσ(τ, t)定义为σ(t)在时间区间(τ, t)上的切换次数,
如果存在正常数τα > 0,满足不等式

Nσ(τ, t) ⩽
t− τ

τa
, (4)

则称正常数τα > 0为驻留时间.
引理1 [15] 定义ϕ(u) = sat(u) − u为死区函数.

如果向量u和v属于集合Ψ(||u− v||, umax) = {u, v ∈
Rm, ||u − v|| ⩽ umax},则对于任意对角正定矩阵
T ∈ Rm×m使得以下不等式成立:

ϕT(u)T (ϕ(u) + v) ⩽ 0. (5)

引理2 [18] 假设存在正定对称矩阵P、正标量c,
定义ε(P, c) = {x ∈ Rn;xTPx ⩽ c},如果定义域为D

的函数 ẋ(t) = f(x(t))满足

fT(x(t))Px(t) + xT(t)Pf(x(t)) < 0,

ε(P, c) ⊂ D, (6)

则ε(P, c)是函数 ẋ(t) = f(x(t))的渐近稳定域.
本文的控制目标是构造CNF事件触发控制器,

使得控制输出y渐近跟踪阶跃参考输入 r,且保证系
统具有较快的响应速度和较小的超调.

2 主要结果

本节首先设计CNF控制器,使得控制输出y渐近

跟踪参考输入 r;其次,利用多Lyapunov函数方法得
到闭环系统在满足驻留时间的一类切换信号σ(t)下,
渐近跟踪参考输入 r的充分条件;最后,计算事件触
发时间间隔的正下界,避免Zeno行为.

2.1 CNF控制器设计

为了更好地跟踪参考输入r,本文设计CNF控制
器如下:

u(t) = Fix+Gir − ρ(r, y(t))BT
i Pi(x(t)− xe). (7)

其中: CNF控制器 u(t) = uL + uN由线性控制器

和非线性控制器组成,线性控制器uL = Fix(t) +

Gir可以提高系统的响应速度,非线性控制器uN =

−ρ(r, y(t))BT
i (x(t) − xe)具有较大的阻尼比,并且可

以减少由线性控制器引起的超调; r是参考输入;xe

是系统的平衡状态;Fi和Gi分别是合适维度的矩阵.
选择状态反馈增益矩阵Fi使得下面条件成立:

1)Ai +BiFi是Hurwitz的;
2)C(sI −Ai −BiFi)

−1Bi具有特定的期望性质,
即有一个小的阻尼率.
合适维度的矩阵Gi和Hi可分别由以下公式计

算得到:
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Gi = −[C(Ai +BiFi)
−1Bi]

−1, (8)

Hi = [1− Fi(Ai +BiFi)
−1Bi]Gi. (9)

向量Gei由下式给出:

Gei = −(Ai +BiFi)
−1BiGi. (10)

假设3 令xe = Geir = Gejr, ∀i, j ∈ Im,即本文
假设每个子系统都有一个共同的平衡点.
注1 ρ(r, y(t))是关于y局部Lipschitz的任意非

负函数, ρ(r, y(t)) ∈ [0, ρ∗]且ρ∗是正标量.本文选择
如下形式的ρ(r, y(t)):

ρ(r, y(t)) = β|e−α|y(t)−r| − e−α|y(0)−r||, (11)

其中β > 0和α > 0为可调参数.当ρ(r, y(t))= 0时,
CNF控制器变成线性反馈控制部分uL = Fix(t) +

Gir,在这种情况下,闭环系统的控制输出仍能渐近跟
踪参考输入r.然而,其暂态性能要逊色于在CNF控
制器下闭环系统的暂态性能,详细内容参见文献[16].
为了节省通信资源,缓解信道拥塞,本文基于

CNF控制设计事件触发条件为

δ(x(t)− xe)
TPi(x(t)− xe) ⩽ eT(t)Pie(t). (12)

其中: δ是正标量;Pi是正定对称矩阵; ρ是ρ(h(t), r)

的简写;误差e(t) = x(tk)− x(t),x(tk)表示触发时刻
tk的系统状态, k = 0, 1, . . . ; t0 = 0.系统在tk时刻保

持控制输入u(tk)不变,直到下一个触发器更新控制
输入.因此,事件触发策略总是满足

tk+1 = inf{t > tk|δ(x(t)− xe)
TPi(x(t)− xe) =

e(t)TPie(t)}.

令φ = φ(u(tk)) = sat(u(tk)) − u(tk)和状态误

差变量 x̃(t) = x(t)− xe,可得闭环系统

˙̃x(t) = (Ai + B̃i)x̃(t) + B̃ie(t) +Bφ, (13)

事件触发机制下的CNF控制器

u(tk) = F̃ie(t) + F̃ix̃(t) +Hir. (14)

其中: B̃i = BiFi − ρBiB
T
i , F̃i = −ρBT

i + Fi.

2.2 事件触发跟踪控制

下面利用多Lyapunov函数方法得到控制输出y

渐近跟踪参考输入r的充分条件.
定理1 考虑在事件触发策略 (12)下,具有CNF

控制器的闭环系统 (13).对于任意δi ∈ (0, 1),令cδi >

0 是满足 |Fix| ⩽ umax(1 − δi)的最大正标量,对于
所有x ∈ Xδi ,Xδi = {x : xTPix ⩽ cδi},给定正
标量 ρ∗和 σ̄,存在正定对称矩阵Wi ∈ Rn×n,矩阵
Yi ∈ Rm×n,对角矩阵Si ∈ Rm×m满足以下不等式:


Xi BiYi−ρ∗BiB

T
i Wi BiSi+ρ∗WiBi−Y T

i

∗ −Wi ρ∗WiBi − Y T
i

∗ ∗ −2Si

< 0,

(15)

Pi ⩽ µPj , i ̸= j, ∀i, j ∈ Im. (16)

阶跃输入r和初始状态x0分别满足

x̃0 := (x0 − xe) ∈
m∩
i=1

Xδi , |Hir| ⩽ umax.

其中:Xi = (Ai−ρ∗BiB
T
i )Wi+Wi(Ai−ρ∗BiB

T
i )

T+

BiYi + Y T
i BT

i + σ̄Wi,Wi = P−1
i .则闭环系统(13)在

满足驻留时间τa ⩾ τ∗
a = lnµ/λE的切换信号下,控

制输出y可以渐近跟踪参考输入r.
证明 选取如下形式的多Lyapunov函数:

V (t) = Vi(t) = x̃(t)TPix̃(t). (17)

考虑到事件触发时刻与切换时刻之间可能存在

耦合,本文分以下两种情况进行讨论.
情况 1 在切换间隔内没有事件触发发生,即

tk ⩽ lq < lq+1 ⩽ tk+1.
定义 eET(t)为在任何相邻的执行间隔处最新

采样状态与当前采样状态之间的误差,即 eET(t)
∆
=

etk(t), t ∈ [lq, lq+1).令v(tk) = (−ρBT
i + Fi)x̃(t) +

(−ρBT
i +Fi)eET(t),则 x̃(t)属于Ψ(u−v, umax ).根据

引理1,可得

ϕTTi[ϕ+ F̃ix̃(t) + F̃ieET(t)] ⩽ 0. (18)

然后,对Vi(t)求导,有

V̇l(t) = 2x̃(t)TPi(Ai +BiFi − ρBiB
T
i )x̃(t)+

2x̃(t)Pi(BiFi − ρBiB
T
i )eET(t) + 2x̃(t)PiBi.

将式(13)与(18)结合,可得以下不等式:

V̇l(t) ⩽

2x̃T(t)Pi(Ai +BiFi − ρBiBi
T)x̃(t)+

(x̃(t)PiBiϕ)
T + x̃(t)Pi(BiFi − ρBiB

T
i )eET(t)+

x̃(t)PiBiϕ+ [x̃(t)Pi(BiFi − ρBiBi
T)eET(t)]

T−

2ϕTTiϕ
TTi − 2ϕTTi(−ρBT

i + Fi)x̃(t)−

2ϕTTi(−ρBT
i + Fi)eET(t).

其中

Ωi =


PiÃi + ÃT

i Pi + σ̄Pi PiΞi PiBi + Γi

∗ −Pi Γi

∗ ∗ −2Ti

 ,

Ξi = BiFi − ρBiB
T
i , Γi = (ρBi − FT

i )Ti,

Ãl = Ai +BiFi − ρBiB
T
i .

为了方便使用线性矩阵不等式求解Ωi,令Wi =
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P−1
i ,Si = T−1

i ,Yi = FiWi;将Ωi右乘对角正定矩阵

diag{Wi,Wi, Si},得到定理1中的式(15).
对于第 i个子系统,令λΩi

= λmin(−Ωi),λPi
=

λmax(Pi), ς(t) = [x̃(t)T eET(t) ϕ]T,可得以下不等
式:

V̇l(t) ⩽ λΩi
ς(t)Tζ(t) ⩽

− λΩi

λPi

x̃(t)TPix̃
T(t) ⩽ −λΩi

λPi

Vi(t).

令λE = min
{λΩi

λPi

}
, ∀i ∈ Im可得

V̇l(t) ⩽ −λEVi(t). (19)

情况 2 在切换间隔内有事件触发发生, tk ⩽
lq < tk+1 < . . . < tk+m′ ⩽ lq+1,其中 tk, tk+1, . . . ,

tk+m′ (m′ ∈ N+)代表切换时刻.误差eET(t)可分段

表示为

eET(t) =


etk(t), t ∈ [lq, tk+1];

...

etk+m′(t), t ∈ [tk+m′ , lq+1].

根据式 (12)、(16)和 (19),也可以在各子区间上建
立以下不等式:

Vi(t) ⩽



e−λE(t−lq)Vi(lq), t ∈ [lq, tk+1];

e−λE(t−tk+1)Vi(tk+1), t ∈ [tk+1, tk+2];

...

e−λE(t−tk+m′ )Vi(tk+m′), t ∈ [tk+m′ , lq+1].

(20)

因误差变量 eET(t)是分段连续且有界的,故Vi(t)在

区间 [lq, lq+1]上是连续的.在区间 [lq, lq+1]上,式 (19)
可由(20)得到.
此外,由式(16)可得

Vi(lq)(lq) ⩽ µVi(lq−)(l
−
q ), (21)

因此,由式(20)和(21)可得

Vi(t) ⩽ µe−λE(t−lq)Vi(l−q )(l
−
q ) ⩽

µe−λE(t−lq)e−λE(lq−lq−1)Vi(lq−1)(lq−1) ⩽

µ2e−λE(t−lq−1)Vi(lq−1
−)(lq−1

−) ⩽
...

µNσ(l0,t)e−λE(t−l0)Vi(l0)(l0) ⩽

e−λE(t−l0)+
t−l0
τa

ln µVi(l0)(l0) ⩽

e−a(t−l0)Vi(l0)(l0), (22)

其中a = λE − lnµ

τa
> 0.

由式 (17)可知,显然容易找到常数 b1和 b2,使得

b1x̃(t) ⩽ Vi(t) ⩽ b2x̃(t)成立.通过计算可得

x̃(t) ⩽
√

b2
b1

e− a
2 (t−l0)∥x̃0(t)∥. (23)

显然,由式 (23)可知闭环系统 (13)是指数稳定的.因
此,可得 lim

t→∞
x̃(t) = 0, lim

t→∞
x(t) = xe, lim

t→∞
y(t) =

lim
t→∞

Cxe = −C(Ai + BiFi)
−1BiGir = r.即系统控

制输出y(t)能够渐近跟踪参考输入r. 2
2.3 排除Zeno行为

本节通过计算事件触发间隔的最小正下界来避

免Zeno行为的发生.
定理2 考虑在事件触发策略 (12)下,具有CNF

控制器的闭环系统 (13),事件触发间隔tk+1 − tk的最

小下界T为

T =


1

γ
ln

(γ
θ
· −δb2∥x̂(tk)∥+ Λ(tk)

b1 − δb2
+ 1

)
, a ̸= 0;

−δb2∥x̂(tk)∥+ Λ(tk)

θ(b1 − δb2)
, a = 0.

(24)

其中

γ = ∥Ai∥, θ = ∥Ai∥∥x(tk)∥+ ∥Bi∥umax,

Λ(tk) =
√

δ2b22∥x̂(tk)∥2 + (b1 − δb2)κ(tk),

κ(tk) = −δb2∥x̂(tk)∥2∥x̂(tk)∥ = ∥x(tk)− xe∥,

0 < δ < b1/b2, T = tk+1 − tk.

证明 假设子系统 i在区间 [lq, lq+1]上被激活,
对误差e(t)求导,可得

d
dte(t) ⩽ ė(t) ⩽ ∥Aix(t) +Bisat(u)∥ ⩽

∥Aix(t)∥+ ∥Bisat(u)∥ ⩽

∥Ai∥∥x(tk)− e(t)∥+ ∥Bi∥umax.

令γ = ∥Ai∥, θ = ∥Ai∥∥x(tk)∥+ ∥Bi∥umax,则微

分方程的解
d
dte(t) = γe(t) + θ为

e(t) =


θ

γ
(eγ(t−tk) − 1), a ̸= 0;

θ(t− tk), a = 0.

(25)

如果触发条件 (12)成立,则系统的状态将被采
样,触发器的输出被更新,并且误差e(t)变为零;否则,
系统的采样状态保持不变.令∥x̂(tk)∥ = x(tk) − xe,
因此,误差e(t)总能满足以下不等式:

e(t) ⩽
√

δ
b2
b1
x̃(t)2. (26)

令κ(tk) = −δb2∥x̂(tk)∥2.当 t → ∞时,κ(tk)趋
近于零,因此κ(tk)在有限时间内大于零.令Λ(tk) =√
δ2b22∥x̂(tk)∥2 + (b1 − δb2)κ(tk),则有

e(t) ⩽ −δb2∥x̂(tk)∥+ Λ(tk)

b1 − δb2
. (27)
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由式 (25)和 (27)可得时间间隔T = tk+1 − tk.若
a ̸= 0,则

T =
1

γ
ln

(γ
θ
· −δb2∥x̂(tk)∥+ Λ(tk)

b1 − δb2
+ 1

)
;

若a = 0,则

T =
−δb2∥x̂(tk)∥+ Λ(tk)

θ(b1 − δb2)
.

因此,由条件0 < δ < b1/b2,可以获得事件触发间隔
的最小下界T > 0,从而避免了Zeno行为.

本文提出的结果是在闭环系统实现输出跟踪性

能条件下的事件触发机制,在实现跟踪的前提下,通
过触发控制达到了节约网络通信资源的目的. 2
注2 与单模态系统相比,切换系统的各子系统

具有一个共同的平衡状态xe,对多模态CNF控制问
题的研究具有更大的挑战性.本文采用多Lyapunov
函数方法,给出一类满足驻留时间的切换信号,并且
对控制器和切换信号进行联合设计,当系统中只存在
一个子系统时,本文方法可以退化成文献 [15]单模态
的情况.

注3 文献 [16]给出的是时间驱动的CNF切换
控制方法,而本文所提出的是基于事件驱动的CNF
切换控制方法.与文献 [16]相比,本文方法能够减少
一些不必要的信息传输,从而达到节约通讯资源的目
的.

3 仿真实例

下面给出一个涡扇发动机模型[19]来验证本文所

提出方法的有效性.
文献 [19]考虑燃料流量饱和波动和马尔可夫参

数跳变过程δt取Im = {1, 2}.涡扇发动机的模型可
以描述为系统 (1).其中:x = [∆Nf ,∆Nc]

T = [Nf −
Nfe, Nc−Nce]

T是系统状态;u = ∆Wf = Wf−Wfe是

控制输入,与风扇速度Nf和核心速度Nc有关;Nfe和

Nce是两种不同飞行条件FC05和FC06的平衡点.参
数矩阵为

A1 =

[
−3.730 1 1.400 1

0.475 2 −4.558 6

]
, B1 =

[
0.0231

0.065 7

]
,

A2 =

[
−2.913 0 1.306 2

0.787 1 −3.445 2

]
, B2 =

[
0.023 9

0.072 3

]
,

C = [1 0].

给定各子系统参数µ = 1.2, δ = 0.3,α = 1,β =

1,参考输入阶跃信号r = 1,系统的平衡状态为xe =

[1 2.978]T.通过计算可得τ∗
a = lnµ/λE = 0.361 0.

通过求解定理1中的式(15),可得

W1 =

[
0.20 0.05

0.05 0.38

]
, W2 =

[
0.19 0.06

0.06 0.36

]
,

Y1 = [0.06 0.23], Y2 = [0.06 0.24],

S1 = 0.52, S2 = 0.57.

显然,定理1的条件满足,因此,在满足驻留时间
τ∗
a = lnµ/λE = 0.361 0切换信号下,控制输出y可以

渐近跟踪参考输入 r.图 1∼图 4分别显示了仿真模
拟的结果.图1显示了切换信号,每个子系统的激活
时间都大于最小驻留时间 τ∗

a .从图2中可以看出,控
制输出y能较快地渐近跟踪参考输入 r,且具有较小
的超调量.
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图 2 输出跟踪
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图 3 时间触发时刻与间隔
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图 3和图 4分别表示时间触发机制和事件触发
机制下的触发次数和触发阈值.在时间触发机制下,
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在 [0,10] s内有98个采样时刻,而在同一时间间隔内,
事件触发机制只有73个采样时刻.相比之下,事件触
发可以更好地节约通信资源,表明式 (12)中所设计的
事件触发方案是可行的.

4 结 论

本文基于组合非线性反馈控制器,研究了饱和切
换系统的事件触发控制.采用多Lyapunov函数方法,
在满足驻留时间的一类切换信号下,得到了控制输出
渐近跟踪参考输入的充分条件.此外,通过计算获得
了事件触发的最小正下界,避免了芝诺行为.未来的
研究将继续探讨网络化切换系统的事件触发安全问

题.
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