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有量化输入的受干扰磁悬浮系统的鲁棒自适应渐近跟踪控制
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摘 要: 研究磁悬浮系统在非线性建模下的两个问题:时变有界扰动产生的系统振荡和通信网络传输导致的数据
丢失.首先,借助于同胚坐标变换对磁悬浮系统不可控的高度非线性进行抑制;然后,在控制中分别利用自适应律
和指数衰减项来消除外部风阻和内部噪声电压,并将指数衰减项与量化分解方法相结合弥补量化误差带来的影
响.所构造的连续鲁棒自适应反馈控制器解决了有量化输入和受干扰磁悬浮系统的渐近跟踪问题.最后,用仿真
结果验证了控制策略的有效性.
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Abstract: This paper investigates two problems in magnetic levitation systems based on nonlinear modeling: The
oscillation caused by time-varying disturbance and the loss of the date when the information transmits over a
communication network. Firstly, the uncontrollable nonlinearity of magnetic levitation systems is dominated by
homeomorphic coordinate transformation. Then, this paper not only introduces the adaptive law and the exponential
decay term to eliminate external wind resistance and internal noise voltage respectively, but also combines the
exponential decay term with the quantization decomposition method to compensate for the effect of quantization error.
The continuous robust adaptive feedback controller is constructed to solve the asymptotic tracking problem of magnetic
levitation systems with quantized input and disturbances. Finally, the simulation results show the effectiveness of the
proposed control strategy.
Keywords: magnetic levitation systems with disturbances；quantized input；robust adaptive；asymptotic tracking

0 引 䀰

近年来,磁悬浮技术在航天领域显示了巨大的应
用前景[1],如高精度的磁悬浮控制力矩陀螺具有无接
触、无摩擦、长寿命等优点.然而,磁悬浮系统却具有
典型的非线性和易受到干扰的特点,使得其高性能控
制是一个极具挑战性的课题.为此,专家学者们提出
了PID控制[2]、自适应控制[3]、饱和控制[4]、滑模控

制[5]等多种控制策略.值得注意的是,这些丰硕的成
果除了研究高度非线性和强不稳定性之外,还揭露了
磁悬浮系统在有限的通信通道中传递时信息丢失的

问题.针对这3个特点和问题,本文首先在保证较高
准确性的前提下将磁悬浮系统化为非线性模型.其
次,在受外部风阻和内部时变噪声电压干扰的影响
下,如何使得系统的状态一致有界,并保证跟踪误差
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收敛于零是本文的主要研究内容.此外,本文将量化
输入引入磁悬浮系统中,这是在磁悬浮系统非线性建
模下未研究过的课题.
线性化是处理磁悬浮系统高度非线性的最常用

方法,文献 [6]采用泰勒展开并忽略高阶项的方法,保
证了磁悬浮系统的有限时间收敛且输出被限制在规

定的区域内.然而,线性化的解析模型[6-8]会导致理

论与实验结果的误差较大,且鲁棒性较差.因此,采取
非线性建模的方法成为了关注的重点.文献 [9]设计
了基于非线性扰动观测器的鲁棒控制器保证系统输

出能渐近跟踪给定的参考信号,但由于扰动观测器的
设计需要较高的假设条件,在实际中很难保证.受文
献 [10-11]启发,本文将引入一个指数衰减项来处理
时变扰动,放宽现有结果对扰动施加的限制条件.

针对电子控制系统与被控系统通过有限的通信

互联的问题,引发了关于量化的研究[12-14].文献 [12]
给出了有量化输入的一类非线性不确定系统可稳定

的充分条件,但稳定性依赖于控制信号的选择.文献
[13]提出了一种选择量化器参数的方法,但该方法仍
然依赖于系统的全局有界性这一前提.文献 [14]运
用量化器扇区有界的特性来选择量化器参数,放宽了
系统全局有界性的条件.但这些研究成果[12-14]只能

保证系统状态的有界性.因此,本文改进了量化补偿
方法,保证磁悬浮系统的跟踪误差渐近收敛于零.
最后,从3个方面总结本文的主要工作.
1)研究带有量化输入的受干扰磁悬浮系统的鲁

棒自适应渐近跟踪控制.与文献 [2-5]相比,本文将量
化输入引入磁悬浮系统,解决了系统在有限的通信通
道中传递时信息丢失的问题.此外,进一步改进了文
献 [13]中量化输入的处理方式,结合新型指数衰减项
实现了磁悬浮系统的渐近跟踪.

2)利用同胚坐标变换对磁悬浮系统进行非线性
建模,抑制了高度非线性所带来的影响,使得本文方
法优于现有文献[6].

3) 同时考虑了外部风阻和内部时变噪声电压
对磁悬浮系统的影响,放宽了对内部噪声电压的约
束.提出了运用新型无穷小函数消除扰动误差的新
思路,使得本文方法优于现有文献[9].

1 问题᧿䘠与亴备知䇶

1.1 问题描述

磁悬浮系统的简化结构如图1所示,其组成成分
包括固定的电磁线圈、铁球、激光传感器、功率放大

器和控制器.它的运动学模型为

mg + fr(t)− F (i(t), δ(t)) = mδ̈(t). (1)

其中:m和g分别代表铁球的质量和重力加速度; δ(t)
为电磁铁与铁球之间的悬浮间隙; i(t)为瞬时电
流;F (i(t), δ(t))表示向上的连续可微的电磁力; fr(t)
表示铁球在运动过程中受到的风阻,是关于铁球速度
的非线性函数,即fr(t) = θδ̇2(t), θ未知.
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图 1 磁悬浮系统的简化结构

电磁力通常表示为

F (i(t), δ(t)) =
µ0N

2S

4

i2(t)

δ2(t)
≜ k

2

i2(t)

δ2(t)
. (2)

其中:µ0为真空磁导率,N为电磁铁线圈的线圈匝
数,S为电磁极磁导横截面积.根据电磁感应定律及
基尔霍夫定律,激励电压为

u(t) = Ri(t) +
k

δ(t)

di(t)
dt

− ki(t)

δ2(t)

dδ(t)
dt

+ d(t). (3)

其中:R为电磁线圈的等效电阻; d(t)是由于通信网
络中存在负载不平衡,设备开和关瞬间的电涌波叠加
在原始波形上被合成的时变噪声电压.需要强调的
是,与磁悬浮系统相连的共享通信通道的带宽和承载
力有限,在短时间内只能传输有限量的数据,这会导
致传输过程中发生拥堵、数据缺失等现象.考虑传感
器自身精度等限制,将具有高精度和低通信速率的迟
滞量化器引入拟研究系统,能够避免信息损失.将量
化的激励电压Q(u(t))代入式 (3),并结合式 (1)和 (2),
不确定受干扰磁悬浮系统的动力学模型为

mg + θδ̇2(t)− F (i(t), δ(t)) = mδ̈(t),

F (i(t), δ(t)) =
k

2

i2(t)

δ2(t)
,

Q(u(t)) = Ri(t) +
k

δ(t)

di(t)
dt

− ki(t)

δ2(t)

dδ(t)
dt

+ d(t).

(4)

控制目标为: 1)设计输入激励电压,保证悬浮铁
球的运动轨迹 δ(t)能够渐近跟踪给定的参考信号

yr(t); 2)铁球的悬浮间隙、运动速度和直流激励电
流是全局一致有界的.为实现控制目标,需要如下假
设条件.
假设1 d(t)满足: |d(t)| ⩽ Θ, ∀t ⩾ 0,Θ为一未
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知常数.
假设2 yr(t)满足: y(i)r 有界, i = 0, 1, 2, 3.
注1 文献 [9]通过设计扰动观测器估计不确定

的内部扰动,但连续可微性的假设条件在实际中较难
实现.文献 [15]应用投影算法设计了一种新型的扰
动观测器,但要求扰动及其导函数有界.假设1放宽
了文献 [9, 15]对扰动的约束条件且保证跟踪误差渐
近收敛于零.

1.2 预备知识

首先,介绍一种经典的非对称迟滞量化器[13]

Q(u) =

uksgn(u),
uk

1 + σ
< |u| ⩽ uk, u̇ < 0;

uk(1 + σ)sgn(u), uk < |u| ⩽ uk

1− σ
, u̇ < 0;

0, 0 ⩽ |u| < u

1 + σ
, u̇ < 0;

uksgn(u), ui < |u| ⩽ uk

1− σ
, u̇ > 0;

uk(1 + σ)sgn(u),
uk

1− σ
< |u| ⩽ uk(1 + σ)

1− σ
, u̇ > 0;

0,
u

1 + σ
⩽ |u| < u, u̇ > 0;

Q(u(t−)), u̇ = 0,

(5)

其中:u > 0,uk = ϱ1−ku, k = 1, 2, . . ., ϱ =
1− σ

1 + σ
.

0 < σ < 1.
注2 迟滞量化器是量化级别不相等的非均匀

量化器,可以最大限度地减少通信中的平均速率,且
易于实现.此外,不相等的量化级别使得当Q(u(t))从

一个值转换到另一个值时先停留一段时间, 这可以
看作是一种给量化控制系统增加迟滞的方法,能够
很好地避免传统控制方法 (如PID控制[2]以及滑模控

制[7])引起的系统抖振.
为了处理量化器的量化参数,给出如下引理.
引理1 [16] 如下不等式成立:

|Q(u)− u| ⩽ σ|u|+ u, (6)

其中σ和u定义见式(5).
引理2 [16] 给定任意的连续函数x(t)和连续函

数ε(t),且满足ε(t) > 0, ε(t) → 0, t → ∞,则下面的
不等式成立:

|x(t)| < ε(t) +
x2(t)√

x2(t) + ε2(t)
, ∀t ⩾ 0, (7)

Y (t) =

√
x2(t)

x2(t) + ε2(t)
⩽ 1, ∀t ⩾ 0. (8)

引理3 [17] 对于任意一个给定的连续实值函数

Ψ(x1, x2),x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rm,存在4个非负光滑函数
Ψ1, Ψ2, Ψ3, Ψ4,使得不等式

|Ψ(x1, x2)| ⩽ Ψ1(x1) + Ψ2(x2),

|Ψ(x1, x2)| ⩽ Ψ3(x1)Ψ4(x2)

成立.其中:Ψ3(x1) ⩾ 1, Ψ4(x2) ⩾ 1.

2 主要结果

定理1 若带有量化输入的磁悬浮系统 (4)满足
假设1和假设2,则存在一个连续的输入电压u(t)使

得:
1)悬浮间隙δ(t),悬浮铁球的速度 δ̇(t)和激励电

流i(t)在 [0,+∞)上是一致有界的.
2) lim

t→+∞
[δ(t)− yr(t)] = 0.

证明 定理的证明分为控制器设计和理论分析.
1)控制器设计.首先,引入第1次坐标变换

x1 = δ, x2 = δ̇, x3 = i, (9)

可以将式(4)转化为
ẋ1 = x2,

ẋ2 = g +
θx2

2

m
− kx2

3

2mx2
1

,

ẋ3 =
x1

k
Q(u)− Rx1x3

k
+

x2x3

x1
− x1

k
d(t).

(10)

需要注意的是,不会出现δ = 0的情况.若δ = 0,则由
式 (4)的第2个式子可知,电磁力F = +∞,这会导致
悬浮铁球被吸附于电磁铁的上表面,无法继续进行实
验.接着,引入第2次坐标变换

ξ1 = x1, ξ2 = x2, ξ3 = g − kx2
3

2mx2
1

. (11)

通过式(11),不难得到其逆坐标变换为

x1 = ξ1, x2 = ξ2, x3 =

√
2m

k
ξ21(g − ξ3). (12)

其中: k ̸= 0,m ̸= 0.因为式 (11)和 (12)都是连续的,
所以(11)是一个同胚坐标变换. 系统(10)可以转化为

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = ξ3 +
θξ22
m

,

ξ̇3 =
Rx2

3

mξ1
− x3

mξ1
Q(u) +

x3

mξ1
d(t).

(13)

控制设计将由此展开.首先,引入包含虚拟控制
器的新坐标变换,即

z1 = ξ1 − yr,

z2 = ξ2 − α1(ξ1, yr, ẏr),

z3 = ξ3 − α2(ξ1, ξ2, θ̂, yr, ẏr, ÿr).

(14)
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其中: θ̂是未知参数θ的估计,α1和α2是待设计的、有

一定光滑性的函数.
为了确定α1,定义函数V1 =

1

2
z21 +

1

2γ1
θ̃2,其中

θ̃ = θ − θ̂, γ1 > 0是已知常数.那么,函数V1沿系统

(13)的时间导数为

V̇1 = z1(z2 + α1 − ẏr)−
1

γ1
θ̃
˙̂
θ. (15)

选择

α1 = −c1z1 + ẏr, (16)

其中c1 > 0是已知常数.将式(16)代入(15),有

V̇1 = −c1z
2
1 + z1z2 −

1

γ1
θ̃
˙̂
θ. (17)

为了确定α2,引入函数V2 = V1 +
1

2
z22 .结合式

(17),给出V2沿系统(13)的时间导数为

V̇2 =

z2

(
z1 + z3 + α2 +

θ̂ξ22
m

− ∂α1

∂ξ1
ξ2 −

∂α1

∂yr
ẏr − ÿr

)
−

c1z
2
1 +

θ̃

γ1

(
γ1

z2ξ
2
2

m
− ˙̂
θ
)
. (18)

选择

α2 = −z1 − c2z2 −
θ̂ξ22
m

+
∂α1

∂ξ1
ξ2 +

∂α1

∂yr
ẏr + ÿr,

(19)

τ1 = γ1
z2ξ

2
2

m
, (20)

其中c2 > 0是已知常数.则式(18)可以转化为

V̇2 = −c1z
2
1 − c2z

2
2 + z2z3 +

θ̃

γ1
(τ1 − ˙̂

θ). (21)

为确定实际控制u,选择V3 = V2+
1

2
z23 +

1

2γ2
Θ̃2,

其中γ2 > 0, Θ̃ = Θ − Θ̂.不难推导出 V̇3满足

V̇3 =

z3

(
z2 +Rx3ζ −

∂α2

∂θ̂

˙̂
θ −

2∑
i=1

∂α2

∂ξi
ξ̇i−

2∑
j=0

∂α2

∂y
(j)
r

y(j+1)
r

)
− c1z

2
1 − c2z

2
2 − z3ζQ(u)+

z3ζd(t) +
θ̃

γ1
(τ1 − ˙̂

θ)− 1

γ2
Θ̃

˙̂
Θ, (22)

其中ζ =
x3

mξ1
.由引理2可得

z3ζd(t) ⩽ |z3ζ|Θ ⩽ Θε(t) +
(z3ζ)

2Θ√
(z3ζ)2 + ε2(t)

. (23)

定义τ2 = τ1−γ1
z3ξ

2
2

m

∂α2

∂ξ2
,并将式(23)代入(22),

推导出

V̇3 =

− c1z
2
1 − c2z

2
2 − c3z

2
3 +Θε(t)− z3ζQ(u)+

(τ2 − ˙̂
θ)
( θ̃

γ1
+ z3

∂α2

∂θ̂

)
+

Θ̃

γ2
(µ− ˙̂

Θ)+

z3

(
z2 +Rx3ζ −

∂α2

∂ξ1
ξ2 −

∂α2

∂ξ2

(
ξ3 +

θ̂ξ22
m

)
−

τ2
∂α2

∂θ̂
−

2∑
j=0

∂α2

∂y
(j)
r

y(j+1)
r + z3HΘ̂ + c3z3

)
. (24)

其中: c3 > 0,H =
ζ2√

(z3ζ)2 + ε2(t)
,µ = γ2z

2
3H .设

计自适应律为

˙̂
θ = τ2 = γ1

(z2ξ22
m

− z3ξ
2
2

m

∂α2

∂ξ2

)
,

˙̂
Θ = µ = γ2

(z3x3

mξ1

)2 1√(z3x3

mξ1

)2

+ ε2(t)

.
(25)

由引理1可知

− z3ζQ(u) ⩽ |z3ζ|(σ|u|+ u)− z3ζu. (26)

将式(25)和(26)代入(24)可得

V̇3 =

− c1z
2
1 − c2z

2
2 − c3z

2
3 + |z3ζ|σ|u| − z3ζu+

Θε(t) + z3

(
z2 +Rx3ζ −

∂α2

∂ξ1
ξ2 −

∂α2

∂ξ2

(
ξ3 +

θ̂ξ22
m

)
−

τ2
∂α2

∂θ̂
−

2∑
j=0

∂α2

∂y
(j)
r

y(j+1)
r + z3HΘ̂ + c3z3

)
+ |z3ζ|u.

(27)

由引理2可知下列不等式成立:

z3HΘ̂ ⩽ |Θ̂ζ|, |z3ζ|u ⩽ ε(t) + |uz3ζ|. (28)

选择实际控制器为

u(ξ, θ̂, Θ̂, ȳr) =
1

1− σ
sgn(z3ζ)h(ξ, θ̂, Θ̂, ȳr). (29)

其中: ȳr = [yr, ẏr, ÿr, y
(3)
r ]T,h(ξ, θ̂, Θ̂, ȳr)是光滑函数,

且满足0 ⩽ ω ⩽ h.通过引理3确定h的存在性,且

ω =
∣∣∣1
ζ

∣∣∣(|z2|+ c3|z3|+ |Rx3ζ|+
∣∣∣∂α2

∂ξ1
ξ2

∣∣∣+
∣∣∣∂α2

∂ξ2

(
ξ3 +

θ̂ξ22
m

)∣∣∣+ ∣∣∣ 2∑
j=0

∂α2

∂y
(j)
r

y(j+1)
r

∣∣∣+
∣∣∣τ2 ∂α2

∂θ̂

∣∣∣+ |Θ̂ζ|+ |uζ|
)
. (30)

分析z3ζ > 0, z3ζ < 0和z3ζ = 0的情况,不难推出

|z3ζ|σ|u| − z3ζu = −|z3ζ|h. (31)

最后,将式(28)∼ (31)代入(27)得
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V̇3 ⩽ −
3∑

j=1

cjz
2
j + (1 +Θ)ε(t), (32)

其中

V3 =
1

2

3∑
i=1

z2i +
1

2γ1
θ̃2 +

1

2γ2
Θ̃2.

2) 理论分析.首先,借助于文献 [18]中引理1,可
知在 [0,+∞)上磁悬浮系统的解是存在惟一的.

下面分析解的有界性和收敛性.根据引理2,定
义ε(t) = e−t,并在式 (32)的两端从0到t积分,容易得
到

V3(t) ⩽ V3(0) +
w t

0
(1 +Θ)e−tdt ⩽ V3(0) + 1 +Θ.

(33)

设M0 = V3(0) + 1 +Θ,则对于t ⩾ 0,下式成立:
|zi(t)| ⩽

√
2M0 < +∞, i = 1, 2, 3;

|θ̂(t)| ⩽ |θ|+ |θ̃(t)| ⩽ |θ|+
√
2γ1M0 < +∞;

|Θ̂(t)| ⩽ |Θ|+ |Θ̃(t)| ⩽ |Θ|+
√
2γ2M0 < +∞.

(34)

结合假设2可知, |ξ1(t)| ⩽ |z1(t)|+ |yr(t)| ⩽
√
2M0 <

+∞.因此, ξ1(t)在 [0,∞)上是有界的.据此不难证明
|ξ2(t)|和 |ξ3(t)|在 [0,∞)上也是有界的.通过式 (29)
以及光滑函数的有界性,能够推出

|u(ξ(t), θ̂(t), Θ̂(t), ȳr(t))| ⩽
1

1− σ
h < +∞. (35)

这表明u是一致有界的.式 (13)表明 |ξ̇1(t)| < +∞,
|ξ̇2(t)| < +∞.下面证明 |ξ̇3(t)| < +∞.结合引理1,
并将式 (12)代入 (13),容易推出 |ξ̇3(t)|是有界的.由控

制设计可知 | ˙̂θ| ⩽
∣∣∣γ1 z2ξ22

m

∣∣∣+ ∣∣∣γ1 z3ξ22
m

∂α2

∂ξ2

∣∣∣ < +∞.应

用假设2,可以验证 żi(t)(i = 1, 2, 3)的有界性.另一
方面,在式(32)的两端从0到∞积分,可得w +∞

0
z2i (s)ds ⩽ V3(0) +

w +∞

0
(1 +Θ)e−sds ⩽ M0.

(36)

根据Barbalet’s引理,可以导出 lim
t→+∞

zi(t) = 0.进一
步地,由式(14)可得 lim

t→+∞
[δ(t)− yr(t)] = 0,这意味着

铁球能够渐近跟踪到参考信号yr(t),且跟踪误差渐
近收敛于零.另外,由式 (11)知悬浮间隙δ(t),悬浮铁
球的速度 δ̇(t)和电流i(t)在 [0,+∞)上一致有界. 2

注3 下面从3个角度分析控制设计的难点.
1)首先,如何将磁悬浮系统转化成可控的非线性

模型极具挑战.本文的贡献之一在于引入了同胚坐
标变换(11)和(12),得到了可控的非线性模型.

2)其次,考虑了外部风阻和内部时变噪声电压的
干扰因素.本文的独到之处在于引入了自适应律和

指数衰减项分别消除外部风阻和内部时变噪声电压

产生的系统振荡,放宽了内部时变噪声电压的约束.
3)最后,通过选择合适的量化参数处理方法,保

证了系统的跟踪误差渐近收敛到零而不是一个紧

集.针对控制设计式 (26)中出现的量化参数u,本文
通过引理2对量化参数做出如式 (28)的处理,从而消
除了量化参数带来的误差影响.

3 仿真实验

为了验证本文所提出的控制设计方案对于磁

悬浮系统 (10)的控制效果.采用Simulink进行数值仿
真,其中磁悬浮系统的各参数如表1所示.

表 1 磁悬浮系统参数

参数 标称值 参数 标称值

重力加速度g/(m/s2) 9.8 线圈匝数N /r 2 450

真空磁导率µ0/(H/m) 4π × 10−7 线圈电阻R/Ω 13.8

磁导截面积S/m2 9π × 10−4 铁球质量m/kg 0.05

不难计算k = 0.01.选择参数c1 = c2 = c3 = 10,
γ1 = 5, γ2 = 0.01, θ = 0.02,σ = 0.2,u = 0.02.为
了更好地控制效果,选择跟踪信号yr(t) = 0.01 sin t.
假设非常值内部噪声电压为d(t) = 5 sin t + e−2t.选
择磁悬浮系统的初始值分别为 [x1(0), x2(0), x3(0),

θ̂(0), Θ̂(0)]T = [0.01, 0.01, 0.5, 0.05, 0.2]T, [x1(0),

x2(0), x3(0), θ̂(0), Θ̂(0)]T = [0.02, 0.01, 0.5, 0.05,

0.2]T.仿真图2∼图7验证了理论结果的正确性和控
制设计的合理性.

0 1 2 3 4 5

-0.01

0.01

0

0.02

0.03

0.2 0.6 1.0

0.02

0.01

0

t /s

δ( ) under the proposed adaptive controlt
δ( ) under the sliding mode controlt

[7]

y t tr( ) = 0.01sin

δ
/

(
)

(
)

m
t

y
t

,
r

图 2 悬浮间隙δ(t)在第1组初值下的跟踪轨迹
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图 3 悬浮间隙δ(t)在第2组初值下的跟踪轨迹
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图 4 铁球运动速度 δ̇(t)的轨迹
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图 6 θ̂(t)和Θ̂(t)的轨迹
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图 7 输入u(t)和量化输入Q(u(t))的轨迹

4 结 论

本文解决了有量化输入的受干扰磁悬浮系统的

鲁棒自适应渐近跟踪问题.利用同胚坐标变换建立
非线性模型,提出了运用自适应律和指数衰减项消除
外部风阻和内部时变噪声电压的方法,并将量化分解
方法和指数衰减项相结合弥补了量化误差带来的影

响,从而消除了时变扰动产生的系统振荡和信息传递
过程中的数据丢失.最终,构造的连续鲁棒自适应反
馈控制器实现了磁悬浮系统的渐近跟踪控制.
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