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摘 要: 网络结构对实现网络完全能控有很大的影响,在不增加驱动节点的前提下,仅基于网络结构来优化复杂
网络的能控性具有重要意义.基于此,提出一种将静态对称网络划分成由多个快照 (每个快照是一个静态网络)组
成的动态时变网络的方法,利用时变网络的优势减少驱动节点提高网络能控性;给出由多个快照组成时变对称网
络能控性的判据,快照的最优划分,驱动节点数量与快照数量的关系;通过实际例子说明该划分方法的应用过程,
并在模型网络和真实网络进行仿真验证,结果表明通过时间分段的方法可以有效减少对称网络中驱动节点的数
量,提高网络能控性.
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Improving controllability of symmetric network based on time
segmentation
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Abstract: Network structure has a great impact on the realization of complete network control. Therefore, it is of great
significance to optimize the controllability of complex networks only based on network structure without adding drive
nodes. This paper proposes a method of dividing a static symmetric network into a dynamic time-varying network
composed of multiple snapshots (each snapshot is a static network), which uses the advantages of the time-varying
network to reduce the number of driving nodes and improve the network controllability. The controllability criteria of
the time-varying symmetric network composed of multiple snapshots, the optimal partition of snapshots, and the
relationship between the number of drive nodes and the number of snapshots are given. The application process of the
partition method is illustrated by an actual example, and the simulation results are verified in the model network and the
real network. The results show that the method of time segmentation can effectively reduce the number of driving nodes
in the symmetric network and improve the network controllability.
Keywords: symmetric network；controllability；time-varying network；maximum matching；undirected cactus

0 引 䀰

现实世界中的许多复杂系统可以用复杂网络来

描述,复杂系统的各个组成部分可以抽象为节点,它
们之间的联系可以抽象为边,如交通网络可以看作各
个车站通过车站间的线路相互连接形成的网络[1-3],
类似的还有新陈代谢网络、社交网络、疾病传播网

络[4-5]等.因此,复杂网络为研究复杂系统提供了一
种新的描述方式和分析工具[6].对复杂网络进行研究
的最终目的是控制网络的行为,从而使其更好地为人
类社会服务,复杂网络的能控性受到越来越多学者的

关注.
在复杂网络能控性问题的研究中,可以通过控制

所有节点达到控制整个网络的目的,但在现实中过于
耗费资源,因此需要找到最少的驱动节点以确保网
络的能控性.许多学者针对此方面进行了研究. Liu
等[7]提出了最大匹配算法来寻找有向复杂网络的最

小驱动节点数; Yuan等[8]引入了精确能控性理论来

确定一组最小的驱动节点集,使得具有任意结构和链
路权重的网络实现完全能控; Nepusz等[9]提出复杂

网络的边动态理论,分析了其结构能控性和最小驱动
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节点选择,发现驱动节点数量由联合度分布决定.
上述工作主要研究了控制整个网络系统的最小

驱动节点集的确定方法,现实网络系统的驱动节点
集是由网络结构决定的,一般对于一个真实网络系
统是很难增加驱动节点的,例如神经系统中作为驱
动节点的感觉神经元数量和功能是由人体机制预

先决定的.因此,人们需要在不增加驱动节点的情况
下,对网络结构做出一些优化策略来提高网络系统
的能控性. Wang等[10]通过向网络中增加连边来减少

使网络能控时所需的驱动节点数; Zhang等[11]研究

了添加边、 删除边和删除输入 3种关于最小成本
结构扰动的问题,以使网络系统在结构上能控或不
能控; Chanekar等[12]通过研究发现,增加边或修改边
的权重可以改善网络的能控性.但上述方法并不适
用于所有类型的网络,有些真实网络的结构很难改
变.以蛋白质网络[13]为例,不同蛋白质之间的相互
作用代表网络中的边,这些是由生物机制事先确定
的,因此,还需要新的方法来提高网络的能控性. Cui
等[14]提出一种时间分段方案,将静态网络转换为由
一组时间片段组成的时变网络,利用时变网络的优势
提高原始网络的能控性.

文献 [14]给出的通过时间分段的方法提高网络

的能控性,考虑的是网络中所有的参数是任意且相互

独立的情况.但对于现实网络系统中普遍存在的对

称网络,其系统的参数具有对称约束,如从扩散MRI

数据重建的一类结构性脑网络[15]等.然而对于对称

网络如何按照某种方案在不增加驱动节点的前提下,

进行时间分段提高能控性的问题尚未得到解决.因

此,本文在文献 [14]的基础上,将有向网络中的相关

结论拓展到对称网络,并提出对称网络的时间分段算

法来提高对称网络的能控性.同时,本文还研究对称

网络在时间分段后形成的对称时变网络的快照数量

与驱动节点数量之间的关系,将文献 [14]中的算法由

一个驱动节点拓展到多个驱动节点,更加适用于真实

网络.本文通过时间分段的方法将对称网络划分为

由一组快照组成的时变对称网络,这些快照聚合后仍

然是原始的对称网络.为防止芝诺现象[16]的产生,每

个快照持续有限的时间.本文的主要内容安排如下:

第1节主要介绍系统的网络模型和预备知识;第2节

讨论由多个无向仙人掌快照组成的时变对称网络的

能控性和最优性,并研究时变对称网络中驱动节点数

量与快照数量之间的关系;第3节提出对称网络按无

向仙人掌结构进行时间分段的算法;第4节在实际网

络中进行仿真,对提出的结果进行验证;最后,总结全

文,分析本文的不足之处,并对未来工作进行展望.

1 预备知识和问题描述

1.1 网络系统模型

将一个时变网络看作是由M个静态网络按固定

的时间序列切换得到的,这样的时变网络称为时序网

络[16].从 t0时刻开始,每个 t ∈ [tk−1, tk−1 + ∆t]时间

段作为一个静态子网络.其中,∆t表示每一个静态子

网络的持续时间段即时间窗口,将一个时间片段的静

态网络称为动态网络的一个快照 (snapshot).时序网

络动态方程为

ẋ(t) = Akx(t) +Bkuk(t). (1)

其中:x(t)和u(t)(与静态网络相同)分别表示节点的

状态向量和控制输入;Ak ∈ Rn×n和Bk = (bij)N×R

分别表示第 k个静态子网络的邻接矩阵和输入矩

阵.将与输入节点连接的状态节点称为受控节点,不

具有共同输入节点的受控节点称为驱动节点.

假设时变网络的初始状态x(t0) = 0,考虑状态

节点从初始时间 t0 = 0到最终时间 tf = tM的所有

可能轨迹,则时变网络的能控空间表示为

Ω = ⟨AM |B⟩+
M−1∑
m=1

m+1∑
j=M

eAj∆tj ⟨Am|B⟩. (2)

其中: ⟨Am|B⟩ =

N−1∑
i=0

Ai
mR(B)表示快照m的能控空

间,R(B) = {Bv|v ∈ Rp}表示B的列空间.时变网络

的能控性矩阵C(t0, tf )如下所示:

C(t0, tf ) =

[A(tf − 1)A(tf − 2) . . . A(t0 + 1)B(t0);

. . . ;A(tf − 1)B(tf − 2);B(tf − 1)]. (3)

若具有N 个节点的时变网络的能控子空间

Ω = RN ,则时变网络是能控的.这意味着在有限

的时间 [t0, tf ]内,系统可以到达状态空间RN的任意

状态.同样,当网络系统的能控性矩阵C(t0, tf )满足

rank(C(t0, tf )) = n时,时变网络是能控的.
图1展示了4个节点的时变网络,按照不同时间

间隔得到的快照 (静态网络)情况.图1(a)展示了时变
网络4个节点之间的连接随时间变化情况,每条直线
对应一个节点,假设 ti与 ti+1(i = 1, 2, . . . , 8)的时间

间隔均为∆t,如果两个节点在某个时刻存在连接关
系,则将它们用线连接.分别以时间间隔2∆t、4∆t、

8∆t对时变网络进行划分,分别得到4、2、1个快照,连
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接情况如图1(b)、1(c)、1(d)所示.
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图 1 时变网络快照划分示意图

1.2 问题描述

对于如图1所示的时变网络,假设节点1为固定
的驱动节点,则B = [1 0 0 0]T,当以时间间隔
2∆t对时变网络进行划分时(图1(b)),对应的4个快照
G(Ai, B)(i = 1, 2, 3, 4),能控子空间为Ω = ⟨A4|B⟩+
M−1∑
m=1

m+1∑
j=4

eAj∆tj ⟨Am|B⟩,将邻接矩阵Ak和B代入,计

算得dim(Ω1) = 2,因此时变网络是结构不能控的.当
以时间间隔4∆t对时变网络进行划分时 (图1(c)),对
应的 2个快照G(Ai, B), i = 1, 2,它的能控子空间
为Ω = ⟨A2|B⟩ + eA2∆t2⟨A1|B⟩,同样代入计算得
dim(Ω1) = 4,因此时变网络是结构能控的.而当时间
间隔足够长时,他们对应的静态网络是相同的.

从上面的例子可以看出,对于一个时变网络,以
不同的时间间隔对网络进行划分快照对网络能控性

是有影响的.那么对于同一个时变网络,如何划分快
照才能使时变网络是能控的,最少可分成几个快照
呢?因此,本文研究在驱动节点固定不变的情况下,对
于时变对称网络给出快照划分的方法,以及最优的快
照数量.

1.3 预备知识

将对称网络系统表示为无向图G = (V,E).其
中:V 是网络的节点集, E是网络的边集. G = (V,E)

中有m个不同的状态节点 v1, v2, . . . , vm,这些节点
通过连接构成一组边 (v1, v2)(v2, v3) . . . (vm−1, vm),
将这组边称为状态路径,其中节点 v1和 vm都是根

节点.若将一个输入节点与状态路径的根节点相
连,形成新的路径称为输入路径.将一条状态路径的
两个根节点 v1和 vm相连,形成的路径为 (v1, v2) . . .

(vm−1, vm)(vm, v1), m ⩾ 3,并将其称为环.若环与环
之间没有公共节点,则将其称为不相交环.当状态路
径中仅包含一个节点时称为退化路径,包含两个节点
时可称为退化环.基于路径和环的定义,下面介绍状
态仙人掌(又称为无向仙人掌)和输入仙人掌的定义.
定义1 [17] 状态仙人掌是指由一条状态路径和

若干个新的不相交环 (可能为退化环)组成的网络.
输入仙人掌是指单个输入节点连接到状态仙人掌的

状态路径的端点 (从而形成一个输入路径)后形成的
网络.
输入仙人掌如图 2所示,G1是一条状态路径,

G2、G3、G4是3个不相交的环.其中,G2由奇数个节

点组成,称为奇环.

G
3

G
2

!"
#$

G
1

G
4

图 2 输入仙人掌

下面介绍结构能控性定理及其图论解释.首先
介绍扩张的定义.
定义 2 [18] 若有向图G = (V,E)中存在一个

节点子集S ⊂ V ,V 中指向集合S中节点的数量小

于S中节点的数量,则G = (V,E)中存在扩张,记为
T (S) < S.其中,T (S)表示V 中指向集合S中节点的

节点集合.
定义3 [18] 不可达节点是指无法从输入节点通

过有向路径到达的节点.
引理1 [18] 考虑一个网络系统,若它的结构矩阵

(A,B) ∈ Rn×(n+1)可以表示为

(A,B) = [PAP−1 PB] = [P1 P2]
T, (4)

则网络系统(A,B)中包含扩张.其中:P1 ∈ Rk×(n+1)

(k ⩾ 1), P2 ∈ R(n−k)×(n+1),P1有不超过k−1个非零

列(即P1的其余列均仅有固定的零项).
引理2 [18] 以下2个陈述是等价的:
1)网络系统G(A,B)是结构能控的;
2) G(A,B)不包含不可达节点也不包含扩张.
当网络中存在扩张或不可达节点时,输入信号无
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法通过某个路径影响这些节点,无法实现对这些节点
的控制,故此网络是不完全能控的.

2 时变对称网络能控性

从图1的例子可以看出,对于一个时变网络采用
不同的时间间隔进行分段,得到的快照数和网络能控
性是不同的,而对应的静态网络是相同的.在保证网
络能控性的前提下,采用哪种分段方式可以得到最少
的快照数?针对这个问题,本节具体研究如何将对称
网络划分成多个快照,并从理论上证明划分的最优方
法.首先给出时变对称网络的能控性判据.
定理1 若时变对称网络系统 (A,B)满足以下

两个条件,则时变对称网络系统(A,B)结构能控:
1)每个快照Gm(Am, B)(m = 1, . . . ,M)中的可

达节点形成的网络可以由一个无向仙人掌所张成;
2)在时变网络系统(A,B)中,每个节点都是可达

的.
证明 首先由条件2)可知,在时变对称网络系

统(A,B)中每个节点都是可达的,即每一个节点至少
能被一个无向仙人掌覆盖.

假设由快照组成的时变网络系统(A,B)中包含

扩张,根据引理1有以下式子:

[A1, A2, . . . , An, B] = [P1 P2]
T, (5)

其中P1 ∈ Rp×k有不超过p − 1个非零项.因此,存在
第m个快照的矩阵对 [Am, B]如下所示:

[Am, B] = [Pm1 Pm2]
T. (6)

在快照m中,不可达节点对应的系统矩阵Am中的行

和列均为零,将这些为零的行和列去除之后, [Am, B]

的子矩阵 [A1
m, B1]如下所示:

[A1
m, B1] = [P 1

m1 P 1
m2]

T. (7)

[A1
m, B1]表示在快照m中可达节点组成的网络.由

条件 1)可知,每个快照Gm(Am, B)中的可达节点

形成的网络是由一个无向仙人掌所张成,因此
Gm(Am, B)是结构能控的,即Gm(Am, B)中不包含

扩张,这与之前的假设矛盾,即由快照组成的网络中
不包含扩张. 2

注1 判断时变网络的能控性,可以通过计算能

控子空间Ω = ⟨AM |B⟩ +
M−1∑
m=1

m+1∑
j=M

eAj∆tj ⟨Am|B⟩的

维数来判断其能控性,这种方法需要列出每个快照的
系统矩阵和输入矩阵.假设节点数和快照数分别为
N和M ,A、B均为N × N阶矩阵.对于节点数量多、
结构复杂的网络,N和M的取值较大,导致计算比较

繁琐.因此本文从网络的拓扑结构出发,研究时变对
称网络系统(A,B)结构能控时的条件,无需计算就可
以判断网络的结构能控性.
注2 文献 [14]针对有向网络给出了快照划分

方案,实现由快照组成的时变网络是结构能控的,但
这种方法并不适用于本文所研究的对称网络.文献
[14]首先利用广度优先搜索算法[19]进行黑白染色

(染色规则:初始节点为白色,与其直接相连的节点染
为黑色,再将黑色节点的相邻节点染为白色,以此类
推直至所有节点都已染色),将网络转化为二分图,用
Kuhn-Munkres[20]算法求解加权最大匹配,从而实现
有效划分.文献 [14]中的方法不能将存在奇环的对
称网络转换为二分图,例如图2是一个包含奇环G2

的对称网络,假设其中一个节点为黑色,则另外两个
相邻节点都会染成白色,使染色出现矛盾,无法将所
有的节点分为两类,进而无法将图2转化为二分图.
因此这种方法无法用于对称网络的时间分段中,同样
也无法改善对称网络的能控性.综上所述,本文提出
了定理1,可将有向网络中的相关结论拓展到对称网
络,能避免上述问题.
时间分段方法可以将一个时变网络通过不同的

分段方式得到不同的快照数,快照数越少意味着控制
网络需要的成本越低,划分的方法越优.基于此,本文
提出如下定理.

定理2 对于一个对称网络 (A,B),存在某个时
间分段方法将其拆分成一组快照Gm̄(Am̄, B)(m̄ =

1, 2, . . . , M̄),且由这些快照组成的时变对称网络是
结构能控的.若可以找到一组快照Gm(Am, B)(m =

1, 2, . . . ,M)均是由无向仙人掌构成,并且这组快照
能覆盖对称网络(A,B)中的每个节点,则此时的快照
数M最小(即M ⩽ M̄ ).
证明 给定一个对称网络(A,B),按照某个时间

分段方法拆分可以得到不同的快照组Gm̄(Am̄, B)

(m̄ = 1, 2, . . . , M̄).假设当拆分得到的快照Gm(Am,

B) (m = 1, 2, . . . ,M)均是由无向仙人掌构成时,得
到的快照数为M .当每个快照都是由无向仙人掌构
成且这些无向仙人掌能覆盖网络中所有的节点时,由
定理1可知,由这些快照组成的时变对称网络是结构
能控的.
假设快照数M不是最小的,即M > M̄ ,则此时

至少需要M̄ + 1个无向仙人掌才能覆盖网络中所有

的节点.假设由前M̄个无向仙人掌组成的节点集为

C,则网络中至少存在一个节点v不在前M̄个无向仙

人掌中,即∃v ̸∈ C,否则网络中会存在扩张导致网络
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结构不能控.已知由快照组成的时变对称网络系统
是结构能控的,因此网络中不存在扩张,节点v在前

M̄个无向仙人掌中,即v ∈ C.这与假设矛盾,因此快
照数M是最小的. 2

注3 静态的不能控对称网络划分成多个快照,
并且每个快照都是一个无向仙人掌时,并不要求对称
网络的每条边仅在这些无向仙人掌中出现一次,因此
这种时间分段方法仅能保证分段后快照的数量是唯

一确定的,而这些快照的组合是不唯一的.
上述研究证明了在不同的时间分段方法中,将对

称网络按照无向仙人掌结构进行时间分段得到的快

照数是最少的.在此基础上,下面的定理3进一步研
究了按照无向仙人掌结构进行时间分段后,时变对称
网络中驱动节点数量和快照数量的关系.
定理3 考虑一个静态对称网络,设实现该网络

结构能控所需最少驱动节点的数量为n,将该静态对
称网络按时间进行分段得到n2个快照,若每个快照
具有无向仙人掌结构,且实现每个快照结构能控的驱
动节点数为n1,则n1 = n/n2(n、n1、n2均为整数).

证明 假设在进行时间分段后,每个快照都是由
n1个无向仙人掌所张成,则根据对称网络的结构能
控性可知,每个快照中所需的驱动节点数为n1.此时,
经过时间分段后划分得到n2个快照,则整个网络需
要n1 × n2个驱动节点和n2个快照才能实现结构能

控.在时间分段过程中可以保证每个快照中都具有
n1个相同的驱动节点,此时时变对称网络仅需n1个

驱动节点和n2个快照来实现结构能控.因此,与原静
态对称网络实现结构能控所需最少驱动节点的数量

n相比,驱动节点数量满足n1 = n/n2. 2
注4 对于某些现实的网络系统,按照定理3的

结论可以根据具体情况选择驱动节点的个数后设计

快照数,实现网络结构能控.

3 时变对称网络快照划分方法

对称网络的时间分段是将一个对称网络划分成

由多个快照组成的时变对称网络,并通过对每个快照
的控制来实现整个网络的结构能控性.在上一节中,
提出了当时变对称网络(A,B)的每个快照都是由无

向仙人掌构成时, (A,B)是结构能控的.因此,可以通
过寻找能够覆盖对称网络中所有节点的无向仙人掌

的集合来实现对时变对称网络的划分.本节提出一
种基于无向仙人掌结构的对称网络的时间分段算法,
具体步骤如下.

算法1 对称网络的时间分段算法.

step 1:无向图分类.给定一个对称网络G(A),通
过广度优先搜索算法 (BFS)[19]进行黑白染色来分
类.首先,任意取出一个节点将其染成黑色,并将它的
所有邻居节点染成相反的颜色 (白色).重复染色的步
骤,直至将所有的节点都进行染色 (此时所有的节点
都为黑色或白色).如果G(A)中存在某个节点的邻居

节点的颜色与它本身的颜色相同 (均为黑色或白色),
则说明G(A)中存在奇环,记为G1,反之记为G2.

step 2:寻找最大匹配.
1) G1中的最大匹配:首先将网络的每个奇环分

别当成一个节点,形成新的网络Ḡ1,再通过匈牙利算
法[21]找出 Ḡ1中的最大匹配.然后分别将奇环展开,
找出奇环中的匹配,则 Ḡ1中的匹配和奇环中的匹配

的并集为G1的最大匹配.
2) G2中的最大匹配:对网络直接利用匈牙利算

法[21]寻找最大匹配,确定匹配边和未匹配节点.
step 3:构造无向仙人掌.找出网络中的最大匹配

后,根据未匹配节点和匹配边构造无向仙人掌,分为
以下两种情况:

1) G(A)中存在未匹配节点,个数记n,并标记未
匹配节点为u1, u2, . . . , un(需要n个不相交的无向仙

人掌才能覆盖网络中的所有点).具体操作过程是,在
未匹配节点集u1, u2, . . . un中任意选择一个节点um

作为n个无向仙人掌的状态路径的根节点,并令剩余
的未匹配节点u1, . . . , um−1, um+1, . . . , un分别作为

n − 1个无向仙人掌的状态路径上的节点,其余的匹
配边作为环,以此构造n个不相交的无向仙人掌.

2) G(A)中没有未匹配节点,则仅需一个无向仙
人掌即可覆盖网络中的所有节点.可以通过选择任
意匹配边作为状态路径,其他匹配边作为环来构造一
个无向仙人掌.

step 4:构造快照.由每一个无向仙人掌构成的网
络图构造一个快照,快照数与无向仙人掌个数相同.

上述算法将对称网络划分成由多个快照组成的

时变对称网络.如果一个对称网络G(A)中包含n个

未匹配节点,当对称网络按时间分段算法划分得到
n2个快照时,则每个快照中包含n1 = n/n2个无向仙

人掌,也可以通过对称网络的时间分段算法实现.
对称网络按无向仙人掌进行时间分段算法的整

个过程可以分成n个阶段,每个阶段从未匹配节点开
始寻找增广路径,最多把整个图遍历一次,并且每个
节点最多被包含于n个奇环中.综上所述,算法的总
复杂度为O(n3),其中n为对称网络中的节点总数.
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4 仿 真

4.1 具有一个驱动节点的网络

考虑一个对称网络G(A)如图3(a)所示,该网络
包含27个节点, 65条边,对该网络应用上述时间分段
算法进行快照划分.首先,根据step 1通过节点染色的
方法 (选择节点1作为初始染色节点,为黑色)确定网
络的奇环如图3(b)所示,共有4个奇环,图中分别用不
同的颜色表示,记为G11、G12、G13、G14.根据step 2,
对G1中的奇环进行处理,将G11、G12视为一个点

(G12经处理后得到的点包含于G11中),G13、G14分别

视为一个点,形成新的网络Ḡ1,如图3(c)所示,并发现
Ḡ1中的最大匹配为 (17, 19)(11, 27)(12, 13)(23, 25).下
一步将G11、G12、G13、G14分别展开,并寻找每个
奇环中的匹配.其中:G11的匹配边为 (2, 9)(5, 6),G12

的匹配边为 (3, 7)(8, 18),G13的匹配边为 (16, 22),G14

的匹配边为 (20, 21)(4, 15)(10, 14).因此,G(A)中的未

匹配节点为节点1、24和26.按照step 3,根据G(A)存

在的未匹配节点数量,确定需要3个不相交的无向仙
人掌才能覆盖网络中的所有节点.选择未匹配节点
集{1, 24, 26}中的节点1作为3个无向仙人掌的状态
路径的根节点,并令剩余的未匹配节点24和节点26
分别作为两个无向仙人掌的状态路径上的节点,其
余的匹配边作为环,以此构造3个不相交的无向仙人
掌.根据 step 4构造快照,将G(A)划分成3个快照,每
个快照都由一个无向仙人掌构成,如图4所示.在每
个快照中,红色的节点表示可达节点,红色的空心节
点表示在该快照之前的其他快照中的可达节点,红色
的边表示该快照中的边.
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图 4 实例分析1

根据对称网络的结构能控性[15]可知,当仅有节
点1作为驱动节点时,上述对称网络是结构不能控的,
需要3个驱动节点才能实现结构能控.通过时间分段
的方法,该网络仅需要一个驱动节点 (选择节点1作
为驱动节点)和 3个快照就能使原网络实现结构能
控,减少了驱动节点的数量.

4.2 具有多个驱动节点的网络

上述实例介绍了具有一个驱动节点的对称网络

进行时间分段的详细步骤.下面实例2介绍具有多个
驱动节点的对称网络的时间分段,如图5(a)所示.通
过算法可以将其分为4个快照,其中在每个快照中选
取一个固定节点作为驱动节点.同样根据定理3可以
得到如图5(b)和 (c)所示的两个快照,其中在每个快
照中选取节点1和节点26作为驱动节点.

根据对称网络的结构能控性[15]可知,该网络需
要4个驱动节点才能实现结构能控 (可以选择节点1、
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图 5 实例分析2

节点16、节点21和节点26作为驱动节点).仅有节点
1作为驱动节点或节点1和节点26同时作为驱动节
点时,上述对称网络是结构不能控的.通过时间分段
的方法,该网络仅需要一个驱动节点 (选择节点1作
为驱动节点)和4个时间快照,或两个驱动节点 (选择
节点1和节点26作为驱动节点)和两个快照就能使原
网络实现结构能控.因此,时间分段的方法可以减少
网络系统驱动节点的数量,降低控制成本,同时提高
网络的能控性.

4.3 模型网络和真实网络分析

本节将时间分段方法应用于模型网络和真实网

络中进行分析.首先,生成两种典型的网络模型,即
ER随机网络[22]和BA无标度网络[23].生成ER网络
节点个数分别为N1 = 15和N2 = 100,节点间连接
概率为P1 = 0.2和P1 = 0.02 (节点数100的ER网络
在生成过程中有12个孤立节点,本文考虑连通网络
88个节点). BA网络的初始点数是10,每次引入1个
新节点和2条边,按照度大的节点优先连接的原则,
生成节点数分别为50和100的无标度网络.选择4种
真实网络 (http://networkrepository.com/index.php.),包
括 twitter转推网络、动物社交网络、蛋白质网络和城
市局部交通网络,这些网络的规模从几十个到几百个
节点不等.

根据每个网络的数据,采用本文提出的时间分段
算法,得出每个网络按时间分段后的驱动节点数和快
照数如表1所示.对比表1发现,这些网络的每个快照
的驱动节点数和快照数的乘积与原对称网络所需的

最少驱动节点数量 (用文献 [15]的方法求出)相等,验
证了本文的定理3.另外可以看出,划分快照后,需要
驱动节点的数量有所减少.因此,在真实网络中,应用
快照划分算法可以根据实际情况选择合适的驱动节

点数量.

表 1 模型网络和真实网络经时间分段后的

快照数和驱动节点数

网络 节点 边 快照数量 驱动节点数量

ER随机网络1 15 18
1 2

2 1

ER随机网络2 88 98

1 6

2 3

3 2

6 1

BA无标度网络1 100 201

1 12

2 6

3 4

4 3

6 2

BA无标度网络2 50 106

1 4

2 2

4 1

twitter转推网络 96 117

1 32

2 16

4 8

8 4

16 2

32 1

动物社交网络 18 28
1 2

2 1

蛋白质网络 23 54
1 3

3 1

城市局部交通网络 78 143

1 9

3 3

9 1

5 结 论

本文研究了时变对称网络能控性问题.首先,给
出了判断时变对称网络能控性的判据,快照的最优
划分,驱动节点数量与快照数量的关系等结论;其次,
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提出一种时间分段方法,提高了对称网络的结构能控
性;最后,通过模型网络和真实网络进行分析,发现时
间分段的方法能有效减少驱动节点数量,提高网络的
结构能控性.另外,由于网络最大匹配一般不唯一,本
文给出的快照划分也是不唯一的,如何根据网络其他
指标(如鲁棒性、控制能量等)选择最优的快照值得进
一步研究.
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