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摘 要: 基于带惩罚项准则函数,研究受控自回归系统的辨识问题.首先,通过负梯度搜索,极小化带惩罚项的准
则函数,得到计算参数估计的递推关系,并利用一维线搜索确定最佳步长,推导带惩罚项投影梯度辨识算法和带惩
罚项随机梯度辨识算法;然后,为了提高带惩罚项随机梯度算法的收敛速度,使用多新息辨识理论,推导带惩罚项
多新息随机梯度辨识算法;最后,通过仿真实例验证所提出算法的有效性.
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Gradient identification algorithms based on the penalty criterion function
for controlled autoregressive systems
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Abstract: Based on the criterion function with penalty, the identification problem of controlled autoregressive systems
is studied. Through the gradient search, the recursive relationship of parameter estimation is obtained by minimizing the
criterion function with penalty, and the optimal step-size is deducted to obtain the parameter estimation through the
one-dimensional line search. The projection identification algorithm with penalty and the stochastic gradient
identification algorithm with penalty are proposed. By using the multi-innovation theory, a multi-innovation stochastic
gradient identification algorithm with penalty is proposed. The effectiveness of the proposed algorithm is verified by the
simulation.
Keywords: parameter estimation；stochastic gradient；multi-innovation identification；penalty term；criterion
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0 引 言

系统辨识是用系统的输入输出数据建立的数

学模型[1-3].系统辨识理论经过几十年的发展,其理论
和应用成果已广泛应用于电力系统、自适应控制系

统、故障诊断、无线通信系统[4-6].辨识系统领域中,迭
代辨识算法[7]和递推辨识算法[8-10]是两类重要的辨

识方法.迭代辨识算法使用批量数据,随着迭代次数
的增加更新参数估计,算法中的数据长度是不变的且
迭代变量与时间无关,多适用于离线辨识;递推辨识
算法随着时间的推移,边采集数据,边实时更新参数
估计,因此适用于在线辨识.递推算法的思想是当前
时刻的参数估计等于前一时刻的参数估计加上修正

项[11].文献 [12]针对带外加输入的自回归模型,提出
了加权递阶随机梯度算法,该算法的修正项在递推过
程中以加权形式出现;文献 [13]在陀螺去噪方面,提
出了一种随机加权的递推最小二乘方法,利用随机加
权实现了对偏差的估计.
多新息辨识[14]作为系统辨识领域的一个重要分

支,受到了国内外学者的广泛关注.其基本思想是将
标量新息扩展为新息向量或将新息向量扩展为新息

矩阵[15-17].根据系统参数与系统输出响应间的函数
关系,引入多新息辨识理论解决传递函数的辨识问
题,推导出多新息随机梯度算法[18].
在系统辨识领域,准则函数可用来衡量所建立的
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数学模型与待辨识系统的接近程度.对于同一系统
的不同辨识算法而言,准则函数的值越小,对应的模
型与实际系统的接近程度越高.准则函数通常由模
型输出与实际系统输出的误差的平方和构成.本文
针对受控自回归系统,基于带惩罚项的准则函数,首
先,推导带惩罚项准则函数的投影梯度算法和随机梯
度算法;然后,结合多新息辨识理论,提出带惩罚项准
则函数的多新息随机梯度辨识算法;最后,通过数值
仿真从算法性能和模型验证两个方面验证所提出算

法的有效性.

1 系统描述与辨识模型

定义有关符号如下:“X : =A”或“A= : X”表示

A被定义为X;矩阵范数表示为∥X∥2 : = tr [X XT];
上标 T为矩阵的转置; In为 n维的单位阵,其对角
线元素全为 1,其余元素全为 0;1n表示所有元素全

为 1的 n维列向量.考虑如下描述的受控自回归
(controlled autoregressive, CAR)系统:

A(z)y(t) = B(z)u(t) + v(t). (1)

其中: y(t)∈R和u(t)∈R分别为系统的输出序列和输
入序列; v(t)∈R表示均值为0,方差为σ2的随机白噪

声序列;A(z)和B(z)表示单位后移算子 z−1的多项

式,定义为

A(z) : = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . .+ ana
z−na ,

B(z) : = b1z
−1 + b2z

−2 + . . .+ bnb
z−nb .

设阶次na和nb是已知的,记n : = na + nb.参数向量
θ和φ(t)定义如下所示:

θ : = [a1, a2, . . . , ana
, b1, b2, . . . , bnb

]T ∈ Rn,

φ(t) : = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na),

u(t− 1), . . . , u(t− nb)]
T ∈ Rn.

将A(z)和B(z)的表达式代入式(1),得到

y(t) = [1−A(z)]y(t) +B(z)u(t) + v(t) =

φT(t)θ + v(t). (2)

2 带惩罚项的投影梯度辨识算法

梯度辨识方法是一种重要的系统辨识方法,其主
要思路是利用梯度搜索原理,沿着准则函数关于系统
参数的负梯度方向进行搜索,求解极小化准则函数的
参数估计值.相较于最小二乘辨识方法,梯度辨识方
法的计算量较小.
在系统辨识中,当数据乘积矩阵是非奇异的时,

可得到最小二乘解,这就要求输入u(t)为满足强持续

激励条件的至少n阶持续激励信号,为了解决不满足

持续激励条件时的数据乘积矩阵奇异带来的矩阵不

可逆问题,本文提出并推导了准则函数加上惩罚项的
梯度辨识算法.
由辨识模型(2),构造带惩罚项的准则函数为

J1(θ) : =
1

2
[y(t)−φT(t)θ]2 +

λ

2
θTθ,

其中λ为正则化因子.准则函数J1(θ)对参数向量θ

的梯度如下所示:

grad [J1(θ)] : =
∂J1(θ)

∂θ
=

−φ(t)[y(t)−φT(t)θ] + λθ.

设 θ̂(t)为参数向量θ在时刻 t的估计,µ(t)为步长,使
用负梯度搜索,极小化J1(θ),得到如下递推关系:

θ̂(t) = θ̂(t− 1)− µ(t)grad [J(θ̂(t− 1))] =

θ̂(t− 1) + µ(t)[φ(t)e(t)− λθ̂(t− 1)], (3)

其中e(t) : =y(t)−φT(t)θ̂(t−1)∈R为新息.运用一维
线搜索确定最佳步长µ(t),将式 (3)代入J1(θ̂(t)),得
到

g(µ(t)) : = J1(θ̂(t)) =

1

2
[y(t)−φT(t)θ̂(t)]2 +

λ

2
θ̂T(t)θ̂(t) =

1

2
{y(t)−φT(t)[θ̂(t− 1) + µ(t)φ(t)e(t)−

λµ(t)θ̂(t− 1)]}2 + λ

2
[θ̂(t− 1)+

µ(t)φ(t)e(t)− λµ(t)θ̂(t− 1)]T[θ̂(t− 1)+

µ(t)φ(t)e(t)− λµ(t)θ̂(t− 1)].

极小化g(µ(t)),令其导数为0,即
dg(µ(t))
dµ(t)

= −[∥φ(t)∥2e(t)− λφT(t)θ̂(t− 1)]×

[e(t)− µ(t)∥φ(t)∥2e(t) + λµ(t)φT(t)×

θ̂(t− 1)] + λ[φ(t)e(t)− λθ̂(t− 1)]T×

[θ̂(t− 1) + µ(t)φ(t)e(t)−

λµ(t)θ̂(t− 1)] =

− γ(t)[e(t)− µ(t)γ(t)] + e(t)ω(t)−

λ2∥θ̂(t− 1)∥2 + λµ(t)[e(t)∥φ(t)∥−

λ∥θ̂(t− 1)∥]2 =

[−γ(t) + ω(t)]e(t)− λ2∥θ̂(t− 1)∥2+

µ(t)γ2(t) + λµ(t)[e(t)∥φ(t)∥−

λ∥θ̂(t− 1)∥]2 = 0.

由此可求得最佳步长为

µ(t) =
[γ(t)− ω(t)]e(t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2

λ[e(t)∥φ(t)∥ − λ∥θ̂(t− 1)∥]2 + γ2(t)
. (4)
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其中: γ(t)和ω(t)分别定义为

γ(t) : = ∥φ(t)∥2e(t)− λφT(t)θ̂(t− 1) ∈ R,

ω(t) : = λφT(t)θ̂(t− 1) ∈ R.

联立式 (3)和 (4)得到估计参数向量θ的带惩罚项投

影辨识算法(projection algorithm with penalty, P-PJ)为

θ̂(t) = θ̂(t− 1) + µ(t)[φ(t)e(t)− λθ̂(t− 1)], (5)

µ(t) =
[γ(t)− ω(t)]e(t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2

λ[e(t)∥φ(t)∥ − λ∥θ̂(t− 1)∥]2 + γ2(t)
, (6)

e(t) = y(t)−φT(t)θ̂(t− 1), (7)

γ(t) = ∥φ(t)∥2e(t)− λφT(t)θ̂(t− 1), (8)

ω(t) = λφT(t)θ̂(t− 1), (9)

φ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na),

u(t− 1), . . . , u(t− nb)]
T. (10)

带惩罚项的投影辨识算法 (5)∼ (10)计算估计
θ̂(t)的步骤如下.

step 1:初始化:令t=1,给定数据长度L和正则化

常数λ,设置初值 θ̂(0)=1n/p0,u(t− i)=0, y(t− i)=

0 (i = 1, 2, . . . ,max[na, nb]), p0为一个很大的数,如
p0=106.

step 2: 采集输入输出数据u(t)和 y(t),由式 (10)
构造信息向量φ(t).

step 3:由式(8)计算γ(t),由式(9)计算ω(t).
step 4: 由式 (6)计算步长 µ(t),由式 (7)计算标量

新息e(t).
step 5:由式(5)刷新参数估计向量 θ̂(t).
step 6: 若 t < L,则 t增加1,转至 step 2;否则输出

参数估计 θ̂(t),终止递推计算过程.
对于带惩罚项的投影辨识算法 (5)∼ (9),新息

e(t)与残差 v̂(t) :=y(t)−φT(t)θ̂(t)∈R有以下关系:

v̂(t) =

e(t)− µ(t)∥φ(t)∥2e(t) + λµ(t)φT(t)θ̂(t− 1),

e(t) =
v̂(t)− λµ(t)φT(t)θ̂(t− 1)

1− µ(t)∥φ(t)∥2
.

将式(3)代入 v̂(t),得到

v̂(t) = y(t)−φT(t)θ̂(t) =

y(t)−φT(t)[θ̂(t− 1) + µ(t)φ(t)e(t)−

λµ(t)θ̂(t− 1)] =

e(t)− µ(t)∥φ(t)∥2e(t)+

λµ(t)φT(t)θ̂(t− 1).

3 带惩罚项的随机梯度辨识算法

通过上述投影算法可知,对于时不变参数随机系
统,要获得一致参数估计,步长µ(t)必须随数据量增

加而趋于0.取λ = 0时,步长为µ(t) =
1

∥φ(t)∥2
.此时

步长µ(t)只与 ∥φ(t)∥的大小有关.通过调节λ,可控
制参数估计的幅值,使得参数估计的幅值变化趋于平
缓,避免因增益过小使得分母趋于0,或因增益过大步
长减小得太快,影响算法的收敛速度.因此步长可选
择为

µ(t) =
1

r(t)
,

r(t) =

r(t− 1) +
λ[e(t)∥φ(t)∥ − λ∥θ̂(t− 1)∥]2 + γ2(t)

[γ(t)− ω(t)]e(t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2
.

联立式 (5)∼ (10)得到估计参数向量θ的带惩罚项随

机梯度算法(stochastic gradient algorithm with penalty,
P-SG)为

θ̂(t) = θ̂(t− 1) +
1

r(t)
[φ(t)e(t)− λθ̂(t− 1)], (11)

r(t) =

r(t− 1) +
λ[e(t)∥φ(t)∥ − λ∥θ̂(t− 1)∥]2 + γ2(t)

[γ(t)− ω(t)]e(t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2
,

(12)

e(t) = y(t)−φT(t)θ̂(t− 1), (13)

γ(t) = ∥φ(t)∥2e(t)− λφT(t)θ̂(t− 1), (14)

ω(t) = λφT(t)θ̂(t− 1), (15)

φ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na),

u(t− 1), . . . , u(t− nb)]
T. (16)

带惩罚项的随机梯度算法 (11)∼ (16)计算估计
θ̂(t)的步骤如下.

step 1: 初始化:令 t = 1,给定数据长度L,设置初
值 θ̂(0) = 1n/p0, r(0) = 1,u(t − i) = 0, y(t − i) =

0 (i = 1, 2, . . . ,max[na, nb]), p0为一个很大的数,如
p0=106.设置正则化常数λ.

step 2: 采集观测的输入输出数据u(t)和y(t),由
式(16)构造信息向量φ(t).

step 3:由式(14)计算γ(t),由式(15)计算ω(t).
step 4: 由式 (12)计算 r(t),由式 (13)计算新息

e(t).
step 5:由式(11)刷新参数估计 θ̂(t).
step 6: 若 t < L,则 t增加1,转至 step 2;否则输出

参数估计 θ̂(t),终止递推计算过程.
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4 带惩罚项的多新息随机梯度辨识算法

随机梯度算法的优点是大大减少了计算量,但是
收敛速度较慢,为了提高参数估计的收敛速度,利用
多新息辨识理论,推导了带惩罚项的多新息随机梯度
算法,因为多新息随机梯度算法每次计算不仅使用当
前数据和新息,还会使用有限的过去数据和新息,从
而提高参数估计的精度.用正整数 p表征新息长度,
考虑从 j = t − p + 1到 j = t的p个数据,并将堆积
输出向量Y (p, t)和堆积信息矩阵Φ(p, t)定义为

Y (p, t) : = [y(t), y(t− 1), y(t− 2), . . . ,

y(t− p+ 1)]T ∈ Rp, (17)

Φ(p, t) : = [φ(t),φ(t− 1),φ(t− 2), . . . ,

φ(t− p+ 1)] ∈ Rn×p. (18)

将新息标量e(t)=y(t)−φT(t)θ̂(t− 1)扩展为新息向

量,有

E(p, t) = Y (p, t)−ΦT(p, t)θ̂(t− 1).

定义梯度准则函数为

J2(θ) : =
1

2
∥Y (p, t)−ΦT(p, t)θ∥2 + λ

2
θTθ.

准则函数J2(θ)相对于参数向量θ的梯度如下所示:

grad [J2(θ)] : =
∂J2(θ)

∂θ
=

−Φ(p, t)[Y (p, t)−ΦT(p, t)θ] + λθ.

设µ(t)为步长,使用负梯度搜索,极小化J2(θ),得到
如下递推关系:

θ̂(t) = θ̂(t− 1)− µ(t)grad[J2(θ̂(t− 1))] =

θ̂(t− 1) + µ(t)[Φ(p, t)E(p, t)−

λθ̂(t− 1)]. (19)

运用一维线搜索确定最佳步长µ(t),将式 (19)代入
J2(θ̂(t)),得到

g(µ(t)) : = J2(θ̂(t)) =

1

2
∥Y (p, t)−ΦT(p, t)θ̂(t)∥2 + λ

2
θ̂T(t)θ̂(t) =

1

2
∥Y (p, t)−ΦT(p, t)[θ̂(t− 1)+

µ(t)Φ(p, t)E(p, t)− λµ(t)θ̂(t− 1)]∥2+

λ

2
[θ̂(t− 1) + µ(t)Φ(p, t)E(p, t)−

λµ(t)θ̂(t− 1)]T[θ̂(t− 1)+

µ(t)Φ(p, t)E(p, t)− λµ(t)θ̂(t− 1)] =

1

2
∥E(p, t)− µ(t)Γ (t)∥2 + λ

2
[θ̂(t− 1)+

µ(t)Φ(p, t)E(p, t)− λµ(t)θ̂(t− 1)]T×

[θ̂(t− 1) + µ(t)Φ(p, t)E(p, t)−

λµ(t)θ̂(t− 1)].

极小化g(µ(t)),令其导数为0,即
dg(µ(t))
dµ(t)

=

− Γ T(t)[E(p, t)− µ(t)Γ (t)] + λ[Φ(p, t)×

E(p, t)− λθ̂(t− 1)]Tθ̂(t− 1)+

λ[Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)]T×

µ(t)[Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)] =

− Γ T(t)[E(p, t)− µ(t)Γ (t)] +ET(p, t)×

Ω(t)− λ2∥θ̂(t− 1)∥2+

λµ(t)∥Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)∥2 =

[−Γ (t) +Ω(t)]TE(p, t)− λ2∥θ̂(t− 1)∥2+

µ(t)∥Γ (t)∥2 + λµ(t)∥Φ(p, t)E(p, t)−

λθ̂(t− 1)∥2 = 0.

由此可求得最佳步长为

µ(t) =
[Γ (t)−Ω(t)]TE(p, t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2

λ∥Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)∥2 + ∥Γ (t)∥2
.

(20)

其中:Γ (t)和Ω(t)分别定义为

Γ (t) : = ∥Φ(p, t)∥2E(p, t)− λΦT(p, t)θ̂(t− 1) ∈ Rp,

Ω(t) : = λΦT(p, t)θ̂(t− 1) ∈ Rp.

联立式 (17)∼ (20)得到估计参数向量θ的带惩罚项

多新息随机梯度算法 (multi-innovation stochastic
gradient algorithm with penalty, P-MISG)为

θ̂(t) =

θ̂(t− 1) +
1

r(t)
[Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)], (21)

r(t) = r(t− 1)+

λ∥Φ(p, t)E(p, t)− λθ̂(t− 1)∥2 + ∥Γ (t)∥2

[Γ (t)−Ω(t)]TE(p, t) + λ2∥θ̂(t− 1)∥2
, (22)

E(p, t) = Y (p, t)−ΦT(p, t)θ̂(t− 1), (23)

Γ (t) = ∥Φ(p, t)∥2E(p, t)− λΦT(p, t)θ̂(t− 1), (24)

Ω(t) = λΦT(p, t)θ̂(t− 1), (25)

φ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na),

u(t− 1), . . . , u(t− nb)]
T. (26)
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带惩罚项的多新息随机梯度算法 (21)∼ (26)计
算估计 θ̂(t)的步骤如下.

step 1:设 t= 1,给定数据长度L和新息长度p,设
置正则化常数λ.设置初值 θ̂(0) = 1n/p0, r(0) = 1,
u(t − i)=0, y(t − i)=0 (i=1, 2, . . . ,max[na, nb]), p0
为一个很大的数,如p0=106.

step 2: 采集观测的输入输出数据u(t)和y(t),由
式(26)构造信息向量φ(t).

step 3:由式 (17)构造堆积输出向量Y (p, t),由式
(18)构造堆积信息矩阵Φ(p, t).

step 4:由式(24)计算Γ (t),由式(25)计算Ω(t).
step 5: 由式 (22)计算步长 r(t),由式 (23)计算新

息向量E(p, t).
step 6:由式(21)刷新参数估计 θ̂(t).
step 7: 若 t < L,则 t增加1,转至 step 2;否则输出

参数估计 θ̂(t),终止递推计算过程.
对于多新息随机梯度算法新息向量E(p, t)与残

差向量 V̂ (p, t) : =Y (p, t) − ΦT(p, t)θ̂(t)∈Rp具有以

下关系:

V̂ (p, t) = E(p, t)− µ(t)∥Φ(p, t)∥2E(p, t)+

λµ(t)ΦT(p, t)θ̂(t− 1),

E(p, t) =
V̂ (p, t)− λµ(t)ΦT(p, t)θ̂(t− 1)

1− µ(t)∥Φ(p, t)∥2
.

由式(19),得到

V̂ (p, t) = Y (p, t)−ΦT(p, t)θ̂(t) =

Y (p, t)−ΦT(p, t)[θ̂(t− 1)+

µ(t)Φ(p, t)E(p, t)− λµ(t)θ̂(t− 1)] =

E(p, t)− µ(t)[∥Φ(p, t)∥2E(p, t)−

λΦT(p, t)θ̂(t− 1)].

通过比较P-PJ、P-SG与P-MISG算法的增益可以
发现: P-PJ算法的增益过大,对噪声更加敏感,参数估
计精度易受到影响; P-MISG算法相较于P-SG算法,
虽然计算量随着新息长度的增加会逐渐增加,但是能
够提高数据的使用效率,使得收敛速度更快. P-MISG
算法是在同时保障计算量和收敛速度下的折中选择.

5 数值仿真

数值仿真是验证算法的有效性和准确性的重要

方法.考虑如下CAR模型仿真对象:

A(z)y(t) = B(z)u(t) + v(t),

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + a3z
−3 =

1− 0.33z−1 + 0.13z−2 + 0.50z−3,

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 + b3z
−3 =

0.37z−1 + 0.30z−2 + 0.31z−3,

θ = [a1, a2, a3, b1, b2, b3]
T =

[−0.33, 0.13, 0.50, 0.37, 0.30, 0.31]T.

仿真时,系统输入{u(t)}采用0均值且单位方差不相
关的可测随机信号序列, {v(t)}采用0均值方差为σ2

的白噪声序列,在给定模型参数下产生系统的输出序
列{y(t)}.算法在不同新息长度、不同噪声方差、不同
正则化因子下的性能仿真和模型验证如下,以此来验
证所提出算法的有效性和准确性.

1) P-PJ算法的数值仿真.
取σ2 = 0.102时,分别在不同正则化因子下和不

同噪声方差条件下的P-PJ算法对系统进行辨识,不
同正则化因子和方差下参数估计误差随 t变化曲线

如图1和图2所示.
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图 1 P-PJ参数估计误差δ随t变化的曲线 (σ2=0.102)
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图 2 P-PJ参数估计误差δ随t变化的曲线 (λ=0.001)

由图1和图2可见,参数估计误差波动较大,表明
P-PJ算法对噪声敏感.因此,对P-SG和P-MISG算法
在不同新息长度、不同噪声方差和不同正则化因子

条件下进行仿真,并比较它们的性能.
2)不同新息长度下的性能仿真.
当新息长度p = 1时, P-MISG算法退化为P-SG

算法.取σ2 = 0.102,λ= 0.01,新息长度分别为p= 1、

p=2、p=4的P-MISG算法 (21)∼ (26)估计这个系统
的参数,仿真结果如表1、表2和图3所示.
由表1和表2可见,随着数据长度的增加,参数估

计误差逐渐减小.从图3中的曲线可以看出,当p = 4

时参数估计精度高于p= 1和p= 2时,这意味着大的
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表 1 P-SG参数估计和误差 (σ2=0.102,λ=0.01)

k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

100 −0.242 42 0.048 57 0.385 34 0.201 39 0.194 16 0.177 54 34.799 38

200 −0.249 18 0.048 60 0.393 56 0.222 57 0.199 79 0.189 94 31.802 86

500 −0.268 14 0.052 81 0.412 52 0.245 88 0.218 32 0.209 28 26.657 84

1 000 −0.278 41 0.058 98 0.426 19 0.261 06 0.231 86 0.223 35 23.064 01

2 000 −0.286 43 0.062 62 0.435 73 0.274 28 0.241 29 0.233 57 20.378 22

5 000 −0.295 14 0.069 15 0.449 72 0.289 51 0.252 33 0.243 84 17.158 42

真值 −0.330 00 0.130 00 0.500 00 0.370 00 0.300 00 0.310 00

表 2 P-MISG参数估计和误差 (σ2=0.102,λ=0.01)

p k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

2

100 −0.344 39 0.092 29 0.452 38 0.240 19 0.280 64 0.180 52 23.284 32

200 −0.342 20 0.089 59 0.457 54 0.269 95 0.269 65 0.200 42 19.481 84

500 −0.350 72 0.092 56 0.469 30 0.294 53 0.273 45 0.223 34 15.451 45

1 000 −0.351 70 0.098 70 0.477 07 0.309 89 0.277 39 0.238 36 12.678 66

2 000 −0.352 72 0.101 86 0.481 61 0.322 58 0.279 43 0.249 12 10.715 95

5 000 −0.352 13 0.107 47 0.488 06 0.335 12 0.281 91 0.259 01 8.695 35

4

100 −0.326 47 0.120 42 0.490 75 0.355 18 0.301 54 0.312 57 2.446 89

200 −0.320 52 0.122 37 0.488 24 0.364 48 0.296 25 0.308 27 2.185 28

500 −0.326 82 0.121 44 0.492 63 0.368 13 0.295 26 0.312 13 1.551 46

1 000 −0.326 35 0.124 82 0.495 09 0.367 72 0.296 58 0.312 42 1.115 48

2 000 −0.326 99 0.125 72 0.496 22 0.370 22 0.297 08 0.312 48 0.897 85

5 000 −0.327 09 0.127 14 0.497 69 0.371 27 0.298 38 0.310 93 0.622 36

真值 −0.330 00 0.130 00 0.500 00 0.370 00 0.300 00 0.310 00
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图 3 P-SG和P-MISG参数估计误差δ随t变化的曲线

(σ2=0.102,λ=0.01)

新息长度可获得更高的估计精度,且P-MISG算法比
P-SG算法收敛速度快.

3)不同噪声方差下算法的性能仿真.
噪声方差可控制信噪比,为了比较不同噪声方差

对算法估计精度的影响,取新息长度p= 4,正则化因
子λ=0.01,噪声方差分别为σ2=1.002、σ2=0.502和

σ2=0.102的P-MISG算法对系统进行辨识,结果如表
3和图4所示.

表 3 P-MISG参数估计及误差 (p=4,λ=0.01)

σ2 k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

1.002

100 −0.394 88 0.055 33 0.568 67 0.212 44 0.303 12 0.249 94 24.789 15

200 −0.361 51 0.057 62 0.543 64 0.265 47 0.273 53 0.236 39 18.983 03

500 −0.357 08 0.086 95 0.536 85 0.300 15 0.260 30 0.263 44 13.411 01

1 000 −0.334 64 0.100 89 0.519 58 0.309 21 0.265 23 0.275 36 10.260 59

2 000 −0.344 21 0.105 60 0.510 90 0.330 82 0.266 54 0.284 17 7.787 59

5 000 −0.338 61 0.118 72 0.510 81 0.346 31 0.271 79 0.284 03 5.798 86

0.502

100 −0.363 53 0.082 62 0.546 24 0.289 17 0.313 83 0.289 65 13.452 03

200 −0.339 47 0.083 39 0.527 78 0.329 67 0.288 60 0.276 72 9.186 66

500 −0.348 16 0.088 52 0.526 89 0.350 70 0.278 44 0.295 31 7.399 89

1 000 −0.334 70 0.100 71 0.519 93 0.353 44 0.282 21 0.300 17 5.302 00

2 000 −0.336 92 0.104 25 0.515 20 0.366 82 0.283 39 0.303 56 4.262 41

5 000 −0.332 20 0.112 23 0.513 90 0.373 61 0.287 73 0.300 25 3.325 12
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表3 (续)

σ2 k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

0.102

100 −0.326 47 0.120 42 0.490 75 0.355 18 0.301 54 0.312 57 2.446 89

200 −0.320 52 0.122 37 0.488 24 0.364 48 0.296 25 0.308 27 2.185 28

500 −0.326 82 0.121 44 0.492 63 0.368 13 0.295 26 0.312 13 1.551 46

1 000 −0.326 35 0.124 82 0.495 09 0.367 72 0.296 58 0.312 42 1.115 48

2 000 −0.326 99 0.125 72 0.496 22 0.370 22 0.297 08 0.312 48 0.897 85

5 000 −0.327 09 0.127 14 0.497 69 0.371 27 0.298 38 0.310 93 0.622 36

真值 −0.330 00 0.130 00 0.500 00 0.370 00 0.300 00 0.310 00
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图 4 P-MISG参数估计误差δ随t变化的曲线

(p=4,λ=0.01)

由表3和图4可见,噪声方差较小时比噪声方差
较大时的参数估计精度高.因此,噪声也是影响辨识
方法估计精度的关键因素.

4)不同正则化因子下算法的性能仿真.
考虑到正则化因子λ对系统辨识结果的影响,取

新息长度p=4,噪声方差为σ2=0.102,正则化因子分
别为λ= 0.10、λ= 0.05和λ= 0.01下的P-MISG算法
进行辨识,结果如表4和图5所示.

表 4 P-MISG参数估计及其误差 (p=4,σ=0.10)

λ k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

0.10

100 −0.323 80 0.119 63 0.484 01 0.346 05 0.298 98 0.306 15 3.765 50
200 −0.316 72 0.120 49 0.479 63 0.355 63 0.291 90 0.301 89 3.820 02
500 −0.322 76 0.119 19 0.482 82 0.359 30 0.290 52 0.305 61 3.138 63
1 000 −0.322 30 0.122 64 0.484 94 0.359 07 0.291 87 0.306 38 2.776 93
2 000 −0.322 75 0.123 36 0.485 29 0.361 54 0.292 16 0.306 46 2.562 19
5 000 −0.322 98 0.124 99 0.486 79 0.362 78 0.293 40 0.304 96 2.301 41

0.05

100 −0.325 26 0.120 00 0.487 70 0.351 09 0.300 29 0.309 60 3.006 13
200 −0.318 84 0.121 46 0.484 37 0.360 47 0.294 25 0.305 34 2.899 22
500 −0.325 00 0.120 38 0.488 22 0.364 12 0.293 10 0.309 14 2.203 21
1 000 −0.324 54 0.123 79 0.490 53 0.363 81 0.294 45 0.309 66 1.803 51
2 000 −0.325 09 0.124 62 0.491 31 0.366 29 0.294 86 0.309 73 1.554 54
5 000 −0.325 25 0.126 14 0.492 79 0.367 43 0.296 13 0.308 22 1.278 09

0.01

100 −0.326 47 0.120 42 0.490 75 0.355 18 0.301 54 0.312 57 2.446 89
200 −0.320 52 0.122 37 0.488 24 0.364 48 0.296 25 0.308 27 2.185 28
500 −0.326 82 0.121 44 0.492 63 0.368 13 0.295 26 0.312 13 1.551 46
1 000 −0.326 35 0.124 82 0.495 09 0.367 72 0.296 58 0.312 42 1.115 48
2 000 −0.326 99 0.125 72 0.496 22 0.370 22 0.297 08 0.312 48 0.897 85
5 000 −0.327 09 0.127 14 0.497 69 0.371 27 0.298 38 0.310 93 0.622 36

真值 −0.330 00 0.130 00 0.500 00 0.370 00 0.300 00 0.310 00
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图 5 P-MISG参数估计误差δ随t变化的曲线

(p=4,σ2=0.102)

在带惩罚项准则函数中,λ= 0时惩罚项消失,此
时,带惩罚项多新息随机梯度算法退化为多新息随机
梯度算法.取新息长度p = 4,噪声方差为σ2 = 0.102,
正则化因子分别为λ = 0和λ = 0.01的P-MISG算法
进行辨识,结果如表5所示.
由表4和图5可见,λ = 0.01时的参数估计精度

高于λ = 0.10和λ = 0.05时,表明较小的正则化因子
λ可使得步长的变化更加平缓,提高算法的精度.由
表5可见,相较于多新息随机梯度算法, P-MISG算法
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表 5 P-MISG和MISG参数估计及其误差 (σ2=0.102, p=4)

λ k a1 a2 a3 b1 b2 b3 δ/%

0

100 −0.326 81 0.120 57 0.491 56 0.356 21 0.301 93 0.313 39 2.318 46

200 −0.320 96 0.122 65 0.489 25 0.365 51 0.296 81 0.309 06 2.010 56

500 −0.327 29 0.121 75 0.493 76 0.369 15 0.295 84 0.312 93 1.420 30

1 000 −0.326 81 0.125 12 0.496 25 0.368 72 0.297 15 0.313 16 0.984 97

2 000 −0.327 47 0.126 03 0.497 47 0.371 22 0.297 66 0.313 20 0.809 31

5 000 −0.327 55 0.127 42 0.498 93 0.372 24 0.298 96 0.311 64 0.568 92

0.01

100 −0.326 47 0.120 42 0.490 75 0.355 18 0.301 54 0.312 57 2.446 89

200 −0.320 52 0.122 37 0.488 24 0.364 48 0.296 25 0.308 27 2.185 28

500 −0.326 82 0.121 44 0.492 63 0.368 13 0.295 26 0.312 13 1.551 46

1 000 −0.326 35 0.124 82 0.495 09 0.367 72 0.296 58 0.312 42 1.115 48

2 000 −0.326 99 0.125 72 0.496 22 0.370 22 0.297 08 0.312 48 0.897 85

5 000 −0.327 09 0.127 14 0.497 69 0.371 27 0.298 38 0.310 93 0.622 36

真值 −0.330 00 0.130 00 0.500 00 0.370 00 0.300 00 0.310 00

在保证精度的前提下,可解决u(t)不满足持续激励条

件时的数据乘积矩阵奇异带来的矩阵不可逆问题,避
免了病态矩阵无法求逆.

5)模型验证.
使用数据长度从L=Le + 1= 5 001到L=Le +

Lr = 6000的Lr = 1000组输入输出数据进行模型验

证.利用噪声方差σ2 = 0.01,λ = 0.01, t = 5000时P-
MISG算法得到的参数估计作为最终的模型,其对应
的模型输出为

ŷ(t) = φT(t)θ̂(L) =

− 0.327 09y(t− 1)− 0.127 14y(t− 2)+

0.497 69y(t− 3) + 0.371 27u(t− 1)+

0.298 38u(t− 2) + 0.310 93u(t− 3).

通过计算估计模型输出误差均方根(MSE)

MSE(ŷ(t)) =
[ 1

Lr

L+Lr∑
k=L+1

[ŷ(t)− y(t)]2
] 1

2

,

评价估计模型质量,并得到MSE(ŷ(t)) = 0.102 8.图6
给出了MISG算法系统输出和模型输出及其误差随 t

变化情况曲线.
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图 6 系统输出和模型输出及其误差随t变化情况

(p=4,σ2=0.102)

由图6可知,模型预测的输出很接近系统的实际
输出,表明模型输出能够跟踪系统输出,且两者间的
误差与噪声的标准差σ=0.10十分接近,表明估计模
型能够很好地捕捉系统动态.

6 结 论

本文以带惩罚项准则函数为基础,利用负梯度搜
索原理研究了白噪声干扰下的受控自回归系统的辨

识问题.通过极小化带惩罚项的准则函数得到系统
参数估计的递推关系,提出了带惩罚项的投影梯度辨
识算法和带惩罚项的随机梯度算法,并利用多新息辨
识思想,进一步推导了基于带惩罚项准则函数的多新
息随机梯度辨识方法.仿真结果验证了所提出算法
的性能.所提出参数辨识算法可结合其他估计算法,
研究线性和非线性系统的新估计方法,并可推广到有
色噪声干扰的随机系统中.
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