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基于面板数据的灰色点集关联分析模型

翟艳丽†, 罗格格
(华北水利水电大学数学与统计学院，郑州 450046)

摘 要: 针对面板数据样本行为矩阵间的关联性分析,从接近性视角提出基于面板数据的灰色点集关联分析模
型.首先,将样本行为矩阵的二元指标子矩阵投射为空间中的点集,利用对应点的高度差建立对应点集的绝对离
差矩阵,依据此矩阵中数据的平均值和标准差分别建立对应点集的绝对离差平均值关联系数和绝对离差标准差
关联系数,基于此,构建灰色点集关联分析模型;然后,讨论模型的规范性、接近性、正定性、对称性等性质,对比分析
发现,模型不仅不受指标排序的影响,且能够感知样本行为矩阵间数据差距的变化并有效反映其接近性;最后,利
用灰色点集关联分析模型对豫中 4个城市的空气质量进行定量评价,并基于此进行豫中 4个城市的关联聚类,将
豫中划分为3类污染区域,以期为豫中大气污染联防联控的区域划分提供理论支持.
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Grey point set association analysis model based on panel data
ZHAI Yan-li†, LUO Ge-ge

(School of Mathematics and Statistics，North China University of Water Resources and Electric Power，
Zhengzhou 450046，China)

Abstract: Aiming at the correlation analysis between the sample behavior matrices of panel data, a gray point set
correlation analysis model based on panel data is proposed from the perspective of proximity. First, the binary index
submatrix of the sample behavior matrix is projected into the point set in space, and the absolute deviation matrix of the
corresponding point set is established by using the height difference of the corresponding point. Based on the average
value and standard deviation of the data in this matrix, the correlation coefficients of the absolute deviation mean value
and absolute deviation standard deviation of the corresponding point set are established respectively. Based on this, the
grey point set association analysis model is constructed. Then, the properties of the model such as normalization,
proximity, positive definiteness, and symmetry are discussed. Comparative analysis shows that the model is not only
unaffected by index ranking, but also can perceive the changes of data gaps between sample behavior matrices and
effectively reflect their proximity. Finally, the grey point set correlation analysis model is used to quantitatively evaluate
the air quality of four cities in central Henan, and based on this, the correlation clustering of four cities in central Henan
is carried out, dividing them into three types of pollution areas, in order to provide theoretical support for the regional
division of air pollution joint prevention and control in central Henan.
Keywords: panel data；proximity correlation；point set；absolute deviation；average value；standard deviation

0 引 言

自邓聚龙教授首创灰色关联模型[1]以来,学者们
围绕关联模型的构建进行了大量研究,相关成果在多
种社会子系统的因素分析中均有应用[2-3].
灰关联模型的研究范围从一维序列逐步拓展至

面板数据[4],目前,按照研究对象可将基于面板数据
的灰关联模型分为两类:一类将面板数据视为指标

行为矩阵序列,围绕指标行为矩阵建模,如灰色矩阵
关联模型[5]、灰色指标关联模型[6]以及灰色B型关联
模型[7],这类模型主要利用关联度判断各指标对系统
发展的重要程度,常从相似性视角建模;另一类将面
板数据视为样本行为矩阵序列,常从接近性视角针对
样本行为矩阵建模,多用于系统优劣评价,此类模型
研究成果有灰色凸关联模型[8]、新型灰色接近关联模
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型[9]、灰色曲率关联模型[10]以及灰色四面体关联模

型[11]等,其中文献 [8-10]是在固定指标排序的情况下
建模,关联分析结果受指标排序的影响.文献 [9]的模
型不能识别样本行为矩阵量级的变化,当两样本行为
矩阵扩大相同倍数时,它们的关联度不变,这对接近
性关联模型而言不合理.文献[11]将样本行为矩阵投
射为空间四面体,利用四面体有向体积的接近性衡量
样本行为矩阵的关联性,当两个样本行为矩阵对应四
面体的有向体积相等时,它们的关联度为1,然而,对
应四面体有向体积相等并不代表它们的空间位置或

几何外形存在特定的关系,模型不满足正定性,不能
很好地反映样本行为矩阵的关联性.
基于此,本文构建灰色点集关联分析模型.首先,

将预处理后的面板数据表征为样本行为矩阵序列,考
虑到指标的顺序,将样本行为矩阵的二元指标子矩阵
投射为空间中的点集.然后,基于接近性视角,利用对
应点的高度差建立对应点集的绝对离差矩阵,依据绝

对离差矩阵中数据的平均值和标准差分别建立对应

点集的绝对离差平均值关联系数和绝对离差标准差

关联系数,进一步构建对应点集的灰色关联系数和两
个样本矩阵的灰色点集关联度.对比分析发现,模型
不受指标排序的影响,能够很好地感知样本行为矩阵
间数据差距的变化并有效反映其接近性.最后,将模
型应用于实例,突出模型的实用价值.

1 灰色点集的构建

面板数据涉及样本、指标和时间3个维度.设样
本集A = {a0, a1, . . . , aI}(其中: a0为参考样本,其余
为比较样本),指标集B= {b1, b2, . . . , bS},时间集C =

{c1, c2, . . . , cT }.记us
it为第 s个指标第 i个样本在时

刻 t的取值,则面板数据可表示为一个三维表[4],如表
1所示.
由于不同指标的量纲量级不同,直接采用表1中

的数据建模易发生关联分析结果失真,本文利用文献
[1]中的效果测度函数对表1数据进行预处理.

表 1 面板数据三维表

样本 0 . . . i . . . I

指标
时间 . . . 时间 . . . 时间

1 . . . t . . . T . . . 1 . . . t . . . T . . . 1 . . . t . . . T

1 u1
01 . . . u1

0t . . . u1
0T . . . u1

i1 . . . u1
it . . . u1

iT . . . u1
I1 . . . u1

It . . . u1
IT

...
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

s us
01 . . . us

0t . . . us
0T . . . us

i1 . . . us
it . . . us

iT . . . us
I1 . . . us

It . . . us
IT

...
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

S uS
01 . . . uS

0t . . . uS
0T . . . uS

i1 . . . uS
it . . . uS

iT . . . uS
I1 . . . uS

It . . . uS
IT

定义1 [1] 设面板数据指标行为矩阵序列U =

{U1, U2, . . . , US}.其中:Us(s=1, 2, . . . , S)为面板数

据在指标bs下的效果样本矩阵,记

Us = (us
it) =


us
01 us

02 . . . us
0T

us
11 us

12 . . . us
1T

...
...

. . .
...

us
I1 us

I2 . . . us
IT

 .

1)若 bs为效益型指标,即指标效果样本值越大
越好, bs指标下的决策灰靶设为 us

it ∈ [us
i0t0

,

max
i

max
t

us
it],其中us

i0t0
为bs指标效果临界值,则称

xs
it =

us
it − us

i0t0

max
i

max
t

us
it − us

i0t0

(1)

为效益型指标效果测度函数.
2)若 bs为成本型指标,即指标效果样本值越小

越好, bs指标下的决策灰靶设为us
it ∈ [min

i
min
t

us
it,

us
i0t0

],其中us
i0t0
为bs指标效果临界值,则称

xs
it =

us
i0t0

− us
it

us
i0t0

−min
i
min
t

us
it

(2)

为成本型指标效果测度函数.
3)若 bs为适中型指标,指标效果样本值越接近

某适中值w越好, bs指标下的决策灰靶设为us
it ∈

[w− us
i0t0

, w+ us
i0t0

],其中w− us
i0t0
、w+ us

i0t0
分别为

bs指标的下限效果临界值和上限效果临界值,则:
1 当us

it∈ [w − us
i0t0

, w]时,称

xs
it =

us
it − w + us

i0t0

us
i0t0

(3)

为适中型指标下限效果测度函数;
2 当us

it∈ [w,w + us
i0t0

]时,称

xs
it =

w + us
i0t0

− us
it

us
i0t0

(4)

为适中型指标上限效果测度函数.
本文对于效益型指标,取us

i0t0
=min

i
min
t

us
it为指

标效果临界值; 对于成本型指标, 取 us
i0t0

=

max
i

max
t

us
it为指标效果临界值;对于适中型指标,

w − us
i0t0
、w + us

i0t0
分别为指标的下限效果临界值

和上限效果临界值,取us
i0t0

=max
i

max
t

|us
it −w|.这样

设置与文献 [10]中极差变换算子的思想一致,使得预
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处理后的xs
it∈ [0, 1],且原始指标值us

it越理想,预处理
后xs

it越接近1;否则,预处理后xs
it越接近0.

经定义1中指标效果测度函数的作用,表1中的
us
it变为xs

it.由于建模的出发点是样本行为矩阵间的
关联性分析,将预处理后的表1按照样本表示为样本
行为矩阵序列X={X0, X1, . . . , XI},其中

Xi =


x1
i1 x1

i2 . . . x1
iT

x2
i1 x2

i2 . . . x2
iT

...
...

. . .
...

xS
i1 xS

i2 . . . xS
iT

 (5)

为第 i (i = 0, 1, . . . , I)个样本的行为矩阵.记xs
it =

xi(s, t),用xi(s, t)表示预处理后第 i个样本的第 s个

指标在时刻 t的取值,可清晰地表示出样本矩阵中元
素的含义.

针对指标的排序问题,本文借鉴文献 [11]的方法
构造样本行为矩阵的二元指标子矩阵,并将其中数据
投射为空间中的点.
定义2 [11] 设Xi为第i个样本的行为矩阵,称

Xi(j1,j2) =

[
xi(j1, 1) xi(j1, 2) . . . xi(j1, T )

xi(j2, 1) xi(j2, 2) . . . xi(j2, T )

]
为样本行为矩阵Xi关于二元指标bj1、bj2的行为子

矩阵,其中j1、j2∈{1, 2, . . . , S}且j1 ̸=j2.

由于共有S个指标,其二元组合有
S(S − 1)

2
种,

构成集合B2
S = {(bj1 , bj2)| j1, j2 ∈ {1, 2, . . . , S}, j1 ̸=

j2}.
灰色关联分析的基本思想是从序列的几何特征

出发建立关联度模型,为了体现面板数据的几何特
征,将样本行为矩阵Xi(i= 0, 1, . . . , I)的二元指标子

矩阵Xi(j1,j2)中的数据投射为空间中的点
[11](1, t,

xi(j1, t))、(2, t, xi(j2, t)).其中: t=1, 2, . . . , T ,样本行
为矩阵中的数据对应这些点的第3个坐标,反映了这
些点在空间中的高度.

定义3 设Xi(i = 0, 1, . . . , I)为第 i个样本行为

矩阵,Xi(j1,j2)为Xi关于二元指标 bj1、bj2的行为子

矩阵,则Xi(j1,j2)中两两相邻的4个点 (1, t, xi(j1, t))、

(1, t + 1, xi(j1, t + 1))、(2, t, xi(j2, t))以及 (2, t + 1,

xi(j2, t+ 1))构成一个点集,称

Pi(j1, j2, t) =[
(1, t, xi(j1, t)) (1, t+ 1, xi(j1, t+ 1))

(2, t, xi(j2, t)) (2, t+ 1, xi(j2, t+ 1))

]
为Xi(j1,j2)在时刻t的点集.

参考样本行为矩阵X0和比较样本行为矩阵Xi

关于二元指标bj1、bj2的行为子矩阵分别为X0(j1,j2)、

Xi(j1,j2),称X0(j1,j2)和Xi(j1,j2)在同一时刻 t的点集

P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)为对应点集,称P0(j1, j2, t)和

Pi(j1, j2, t)对应位置的点为对应点.
为了刻画对应点集接近性,需引入如下概念.
定义4 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)在时刻 t的点集,记
∆0i(jω, v) = |x0(jω, v) − xi(jω, v)|(ω = 1, 2; v =

t, t+ 1),称

∆0i(j1, j2, t) =

[
∆0i(j1, t) ∆0i(j1, t+ 1)

∆0i(j2, t) ∆0i(j2, t+ 1)

]
(6)

为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差矩阵.
对应点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)绝对离差矩阵

中的元素反映了其对应点在空间中的高度差.

2 灰色点集关联分析模型的构建

借助于样本均值和样本标准差的定义给出绝对

离差平均值和绝对离差标准差的概念.
定义5 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、 Xi(j1,j2)在时刻 t的点集,
∆0i(j1, j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差

矩阵,称

E0i(j1, j2, t) =
1

4
[∆0i(j1, t) +∆0i(j1, t+ 1)+

∆0i(j2, t) +∆0i(j2, t+ 1)] (7)

为点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差平均值.
定义6 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、 Xi(j1,j2)在时刻 t的点集,
∆0i(j1, j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差

矩阵,E0i(j1, j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对

离差平均值,则称

D0i(j1, j2, t) ={1

4
[(∆0i(j1, t)− E0i(j1, j2, t))

2 + (∆0i(j1, t+ 1)−

E0i(j1, j2, t))
2 + (∆0i(j2, t)− E0i(j1, j2, t))

2+

(∆0i(j2, t+ 1)− E0i(j1, j2, t))
2]
} 1

2

(8)

为点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差标准差.
当对应点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差

平均值和绝对离差标准差均很小时,其对应点在空
间中的高度差很小,对应点之间很接近,此时,点集
P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)应具有高关联性.
最初基于面板数据的灰关联模型用1/(1 + x)的

形式定义关联系数,但是函数1/(1 + x)在正半轴的
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下降速率较慢,导致模型分辨率不高.与1/(1 + x)相

比, e−x在正半轴的下降速率较快.本文经数据预处
理,样本行为矩阵中的数值xi(s, t) ∈ [0, 1](∀i = 0, 1,

. . . , I; s = 1, 2, . . . S; t = 1, 2, . . . , T ).若用 e−x构建

关联模型,则所得关联度均在e−1 ≈ 0.367 9以上.为
了提高模型分辨率,本文用e−3x构建关联系数,由于
e−3 ≈ 0.049 8,所得关联度均在0.049 8以上.灰色关
联公理中的规范性要求灰色关联度介于0∼ 1间且不
为0,因此,将关联度限制在0.049 8以上是可接受的.
定义7 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、 Xi(j1,j2)在时刻 t的点集,
E0i(j1, j2, t)、D0i(j1, j2, t)分别为P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)的绝对离差平均值和绝对离差标准差,则

α0i(j1, j2, t) = e−3E0i(j1,j2,t), (9)

β0i(j1, j2, t) = e−3D0i(j1,j2,t) (10)

分别称为点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差平

均值关联系数和绝对离差标准差关联系数.
定义8 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、 Xi(j1,j2)在时刻 t的点集,
α0i(j1, j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的绝对离差平

均值关联系数,β0i(j1, j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2,

t)的绝对离差标准差关联系数,则称

γ0i(j1, j2, t)=µαα0i(j1, j2, t) + µββ0i(j1, j2, t) (11)

为点集P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的灰色关联系数.其
中:µα、µβ分别为α0i(j1, j2, t)、β0i(j1, j2, t)的权重,
µα、µβ ⩾ 0,µα + µβ = 1.权重的大小可根据实际情
况进行设置,完全不确定信息下取µα=µβ=0.5.

定义9 设X0为参考样本行为矩阵,Xi为比较

样本行为矩阵,X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)分别为X0、Xi关于

二元指标 bj1、bj2的行为子矩阵,P0(j1, j2, t)、Pi(j1,

j2, t)分别为X0(j1,j2)、Xi(j1,j2)在时刻t的点集, γ0i(j1,
j2, t)为P0(j1, j2, t)、Pi(j1, j2, t)的灰色关联系数,则

γ0i =
2

S(S − 1)(T − 1)

∑
(bj1 ,bj2 )∈B2

S

T−1∑
t=1

γ0i(j1, j2, t)

(12)

为X0和Xi的灰色点集关联度.

3 灰色点集关联分析模型的性质

定理 1 灰色点集关联度 γ0i满足如下规范

性[12]:

0 < γ0i ⩽ 1, γ0i = 1 ⇔ X0 = Xi.

证明 显然, 0 < γ0i ⩽ 1,且当X0 = Xi时, γ0i =
1成立.若 γ0i = 1,则对于 ∀t ∈ {1, 2, . . . , T − 1},
(bj1 , bj2) ∈ B2

S ,均有γ0i(j1, j2, t) = 1,进一步地,有
α0i(j1, j2, t) = 1,β0i(j1, j2, t) = 1,则E0i(j1, j2, t) =

0,D0i(j1, j2, t) = 0.由式 (8)可知,∆0i(jω, v) = 0 (ω =

1, 2; v= t, t+ 1),因此,X0=Xi.2
定理 2 灰色点集关联度 γ0i满足如下接近

性[12]:
γ0i

i→∞−→ 1 ⇔ xi(s, t)
i→∞−→ x0(s, t),

s = 1, 2, . . . , S, t = 1, 2, . . . , T.

证明 xi(s, t)
i→∞−→ x0(s, t)(s = 1, 2, . . . , S; t =

1, 2, . . . , T )时, γ0i
i→∞−→ 1显然成立.若γ0i

i→∞−→ 1,则
1 − γ0i

i→∞−→ 0,对于∀t∈{1, 2, . . . , T − 1}, (bj1 , bj2)∈

B2
S ,有 0 ⩽ 1 − γ0i(j1, j2, t) ⩽

∑
(bj1 ,bj2 )∈B2

S

T−1∑
t=1

(1 −

γ0i(j1, j2, t))=
S(S − 1)(T − 1)

2
(1−γ0i)

i→∞−→ 0,根据

夹逼定理, 1− γ0i(j1, j2, t)
i→∞−→ 0,即γ0i(j1, j2, t)

i→∞−→
1,则α0i(j1, j2, t)

i→∞−→ 1,β0i(j1, j2, t)
i→∞−→ 1,因此,

E0i(j1, j2, t)
i→∞−→ 0,D0i(j1, j2, t)

i→∞−→ 0,则∆0i(jω, v)
i→∞−→ 0 (ω = 1, 2; v = t, t + 1),即对于∀s = 1, 2, . . . , S

和 t = 1, 2, . . . , T ,均有 |x0(s, t) − xi(s, t)|
i→∞−→ 0,即

xi(s, t)
i→∞−→ x0(s, t).2

定理 3 灰色点集关联度 γ0i满足正定性,即
γ0i = 1当且仅当X0与Xi间的关系唯一确定.
证明 由定理1,灰色点集关联度γ0i = 1当且仅

当X0 = Xi.2
定理 4 灰色点集关联度 γ0i满足对称性,即

γ0i = γi0.
证明 由于式 (6)绝对离差矩阵中的元素满足

∆0i(jω, v) = ∆i0(jω, v),由灰色点集关联模型的建立
过程可知γ0i = γi0.2
定理5 灰色点集关联度γ0i满足唯一性和可比

性.
证明 在式 (11)中权重系数µα、µβ取定的情况

下,可得到唯一的灰色点集关联度γ0i,即γ0i满足唯

一性.不同样本矩阵对应位置为同一指标在同一时
刻的取值,意义、量纲以及量级皆相同,且建模前利用
效果测度函数对原始面板数据进行了预处理,消除了
不同指标间量纲量级的差异,可有效避免由于二元指
标子矩阵中两个指标行的数据量纲量级不同使得绝

对离差矩阵中上下两行的数据不是一个量级进而导

致关联分析结果失真的现象发生,因此,灰色点集关
联度γ0i满足可比性.2
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4 对比分析

设有如下4个样本行为矩阵:

X0 =

 1.2 1.5 1.8

1.4 2 2.2

1.8 2.1 2.5

 , X1 =

 1.4 1.9 2.1

1.6 0.3 2.5

1.9 2.5 2.8

 ,

X2 =

 1 1.8 1.6

1.2 2.3 3

1.9 2.4 4.3

 , X3 =

 1.3 1.6 1.9

1.2 1.8 2

1.7 2 2.4

 .

其中:X0为参考样本行为矩阵,其余为比较样本行为
矩阵,行为时间维度,列为指标维度,指标均为效益型
指标.下面分别采用所提出模型 (式 (11)中取µα =

µβ = 0.5)、文献 [1]中的三维灰色关联度模型和文献
[8-11]中的模型计算X0与Xi (i = 1, 2, 3)的关联度,
结果如表2所示.

表 2 关联度计算结果和排序

关联度模型
关联度

关联序
γ01 γ02 γ03

本文 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [1] 0.594 9 0.836 3 0.791 3 γ02 ≻ γ03 ≻ γ01

文献 [8] 0.575 6 0.842 8 0.886 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [9] 0.777 9 0.845 6 0.931 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [10] 0.839 7 0.856 6 0.923 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [11] 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

由表2可见,所提出模型得到的关联序为γ03 ≻
γ02 ≻ γ01,与文献 [8-11]保持一致,而文献 [1]模型所
得到的结果为γ02 ≻ γ03 ≻ γ01.所提出模型的建立体
现了接近性思想,观察X0和Xi(i=1, 2, 3)可发现,X0

与X3的对应元素最接近,整体上X2的数据比X1更

接近X0.可见,所提出模型的结果是合理可靠的.
文献[1]的模型公式为

ε0i =
1 + |s0|+ |si|

1 + |s0|+ |si|+ |s0 − si|
,

其中 |s0|、|si|、|s0 − si|分别为矩阵X0、Xi的始边零

化曲面与坐标平面所围成曲顶柱体正负体积代数和

的绝对值以及两个始边零化曲面所围成曲顶柱体正

负体积代数和的绝对值.此关联度不仅受 |s0 − si|的
影响,还受 |s0|、|si|的影响,当 |s0|、|si|相对于 |s0 − si|
较大时,关联度值接近1,这也是表1中此模型所得到
的关联序与其他模型不一致的原因.相比之下,所提
出模型建立在两个矩阵绝对离差矩阵的基础上,关联
度仅取决于两个矩阵对应元素的差距,可有效避免这
一问题.
为了探究指标排序对以上模型的影响,调换4个

样本行为矩阵中指标的顺序,计算结果如表3所示.
由表3可知:不同指标排序下,文献 [1]、文献 [8]

和文献 [10]的关联度、关联序均发生了变化;文献 [9]

表 3 不同指标排序下5种模型的计算结果

模型 指标序
关联度

关联序
γ01 γ02 γ03

b1, b2, b3 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

本文
b2, b1, b3 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b2, b3, b1 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b2, b1 0.530 8 0.635 4 0.882 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b2, b3 0.594 9 0.836 3 0.791 3 γ02 ≻ γ03 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.742 2 0.809 2 0.835 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [1]
b2, b1, b3 0.569 1 0.910 3 0.708 3 γ02 ≻ γ03 ≻ γ01

b2, b3, b1 0.577 3 0.769 8 0.765 6 γ02 ≻ γ03 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.836 2 0.791 7 0.924 4 γ03 ≻ γ01 ≻ γ02

b3, b2, b1 0.718 6 0.795 6 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b2, b3 0.575 6 0.842 8 0.886 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.659 1 0.773 1 0.980 3 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [8]
b2, b1, b3 0.766 8 0.709 6 0.906 4 γ03 ≻ γ01 ≻ γ02

b2, b3, b1 0.737 2 0.769 2 0.983 0 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.675 9 0.805 7 0.916 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b2, b1 0.560 4 0.778 1 0.893 3 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b2, b3 0.777 9 0.845 6 0.931 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.801 5 0.843 0 0.937 6 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [9]
b2, b1, b3 0.790 9 0.851 1 0.944 2 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b2, b3, b1 0.801 5 0.843 0 0.937 6 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.790 9 0.851 1 0.944 2 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b2, b1 0.777 9 0.845 6 0.931 9 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b2, b3 0.839 7 0.856 6 0.923 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.808 7 0.808 0 0.986 9 γ03 ≻ γ01 ≻ γ02

文献 [10]
b2, b1, b3 0.780 7 0.779 9 0.907 7 γ03 ≻ γ01 ≻ γ02

b2, b3, b1 0.801 5 0.809 5 0.955 7 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.778 3 0.775 5 0.932 2 γ03 ≻ γ01 ≻ γ02

b3, b2, b1 0.799 2 0.841 6 0.935 5 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b2, b3 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b1, b3, b2 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

文献 [11]
b2, b1, b3 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b2, b3, b1 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b1, b2 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

b3, b2, b1 0.679 3 0.706 1 1 γ03 ≻ γ02 ≻ γ01

的关联序没有变,但是关联度发生了变化;文献 [11]
和所提出模型得到的关联度、关联序均没有变化.由
此可见,文献 [1, 8-10]中模型关联分析结果不稳定,所
提出模型和文献 [11]中模型关联分析结果具有稳定
性.事实上,文献 [1, 8-10]中模型是在固定指标排序
的情况下建立的,因此,关联分析结果受指标顺序的
影响.
若令X0与X1中所有元素乘以 2,采用文献 [9]

的模型计算得到γ(2X0, 2X1) = γ01 ≈ 0.777 9,将X0、
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图 1 X0、X1、2X0以及2X1的三维几何图形
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X1、2X0以及2X1采用三维图形表示,如图1所示.
图 1中: 4个网格图由下至上依次为X0、 X1、

2X0、2X1,显然2X0与2X1的间距大于X0与X1的间

距,而采用文献 [9]的模型得到γ (2X0, 2X1) = γ01,这
个结果对于接近性关联度模型而言并不合理.事实
上,文献 [9]的模型建立在两个矩阵各维度序列折线
相对面积的基础上,相对面积的设置使得任意两个
样本矩阵的关联度仅以这两个矩阵本身为量纲,而
与其余矩阵无关,消除了整体上样本行为矩阵间量
级差异的影响,导致了上述现象的发生.本文数据预
处理消除的是同一样本矩阵不同指标行之间量纲量

级的差异,两级极差的设置使得所有样本矩阵同一指
标行在同一标准下进行变换,不同样本矩阵对应位
置数据的量级差异得以保留.采用所提出模型得到
γ (2X0, 2X1) = 0.528 0,与γ01 = 0.720 0并不相等,且
γ (2X0, 2X1)<γ01,符合实际情况.

由表3可知,文献 [11]的模型在6种指标排序下
得到的γ03均为1,这是由于文献 [11]将样本行为矩阵
投射为空间四面体,利用四面体有向体积的差异建立
关联度模型,而样本行为矩阵X0与X3在时间维度上

相邻两个数据的增量相等,此时X0与X3对应四面体

的有向体积相等,所得到的关联度为 1.而两个四面
体的有向体积相等并不表示它们的空间位置或几何

形状一样,X0与X3对应位置的数据不相等,因此关
联度为1不合理.本文将样本行为矩阵投射为空间中
的点集,利用对应点的差距建立灰关联模型,得到的
模型满足正定性,关联度为1当且仅当两个样本行为
矩阵相等,有效避免了此问题的出现.

综上,所提出模型得到的关联度和关联序不受指
标排列顺序的影响,能够识别样本行为矩阵量级的变
化并有效反映样本行为矩阵间的接近性.

5 实例分析

5.1 豫中4个城市空气质量评估

河南省简称“豫”,经济最发达的当属豫中,包括
郑州、平顶山、许昌、漯河4个城市. 2018年9月,河南
省出台了《河南省污染防治攻坚战三年行动计划

(2018-2020年)》.为了评估豫中4个城市污染防治的
效果,现对其2018年∼ 2020年的空气质量状况进行
比较.依据《环境空气质量标准》(GB 3095-2012)并结
合文献 [10],选择PM2.5、PM10、SO2、CO、NO2、O3为评

价指标,数据如表 4所示,来源为中国空气质量在线
监测分析平台.记郑州、平顶山、许昌、漯河的样本行
为矩阵分别为X0

1、X
0
2、X

0
3、X

0
4 ,由于表4中数据为成

本型,选取x0
0(s, t) = min

1⩽i⩽4
x0
i (s, t)(s= 1, 2, . . . , 6; t=

1, 2, 3)构造参考样本行为矩阵X0
0 ,然后运用式 (2)

消除所有样本行为矩阵构成的面板数据中各指标

的量纲,记消除量纲后各样本行为矩阵为Xi (i =

0, 1, . . . , 4).

表 4 2018年∼ 2020年豫中4个城市空气质量数据

城市 空气指标 2018年度 2019年度 2020年度

PM2.5 /(µg/m3) 55 59 51
PM10 /(µg/m3) 91 104 89

郑州
SO2 /(µg/m3) 14 9 9
CO /(mg/m3) 0.975 0.896 0.805
NO2 /(µg/m3) 46 45 39
O3 /(µg/m3) 102 111 108

PM2.5 /(µg/m3) 57 60 51
PM10 /(µg/m3) 89 95 84

平顶山
SO2 /(µg/m3) 17 15 12
CO /(mg/m3) 0.924 0.969 0.875
NO2 /(µg/m3) 35 34 31
O3 /(µg/m3) 103 111 104

PM2.5 /(µg/m3) 55 61 53
PM10 /(µg/m3) 89 91 79

许昌
SO2 /(µg/m3) 14 12 11
CO /(mg/m3) 1.082 1.008 0.957
NO2 /(µg/m3) 36 34 30
O3 /(µg/m3) 103 108 100

PM2.5 /(µg/m3) 54 60 55
PM10 /(µg/m3) 91 98 86

漯河
SO2 /(µg/m3) 12 10 9
CO /(mg/m3) 0.786 0.706 0.731
NO2 /(µg/m3) 33 29 26
O3 /(µg/m3) 101 110 101

式 (11)中取µα = µβ = 0.5,由所提出模型得到
Xi(i = 1, 2, 3, 4)与X0的关联度为 γ01 ≈ 0.483 5、

γ02 ≈ 0.517 5、γ03 ≈ 0.583 0、γ04 ≈ 0.773 4,分辨率
较高.由各关联度可知, 2018年∼ 2020年豫中4个城
市空气质量由好到差为漯河、许昌、平顶山、郑州.

将表4中数据按照年度用折线图表示,如图2所
示.图2(a)∼图2(c)分别为2018年∼ 2020年的豫中4
个城市空气指标折线图,数据越大表明空气中对应
污染物浓度越高,即折线越靠上的城市空气质量越
差.由图2可见,郑州的折线整体上在最上方,平顶山
的折线也一直很靠上,而漯河和许昌的折线整体上位
于下方,这与上面得到的关联序相吻合.
图2中4个城市的折线比较聚集,为了更清楚地

显示出4个城市样本矩阵的差异,将表4中数据按照
指标用折线图表示,如图3所示.图3(a)∼图3(f)分别
为豫中4个城市2018年∼ 2020年各单一污染物的浓
度折线图,折线越靠上表明空气中对应污染物浓度
越高,城市空气质量越差.由图3可见:漯河的折线仅
在图3(a)和图3(b)中相对靠上,在其余图中均位于最
下方或次下方,表明漯河空气中大部分污染物浓度较
低,空气质量较好;许昌的折线在图3(d)中位于最上
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图 2 豫中4个城市2018年∼ 2020年年度空气指标折线图
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图 3 豫中4个城市2018年∼ 2020年空气指标折线图

方,在图3(b)中位于最下方,在其余图中大部分年份
位于中间,表明许昌空气中CO的浓度在豫中是最高
的, PM10的浓度在豫中是最低的,其余污染物的浓度
也相对较低,空气质量相对较好.根据2019年∼ 2021
年《河南社会治理发展报告》, 2018年∼ 2020年河南
省 18地市宜居度排名中,漯河和许昌一直排在前 5
位,平顶山和郑州一直排在后10位,而宜居城市评价
的6项一级指标中有一项是环境优美度.此外,漯河
2020年11月28日被评为2020年中国宜居宜业城市,
由此可见, 2018年∼ 2020年漯河的空气质量在豫中
排名第1,许昌排名第2名副其实.图3(c)中平顶山的
折线始终位于最上方,图 3(d)和图 3(e)中平顶山的
折线先是位于次下方, 2019年∼ 2020年位于次上方,
图 3(f)中平顶山的折线 2018年和 2019年位于最上
方, 2020年位于次上方,表明平顶山空气中SO2的浓

度在豫中是最高的, CO、NO2、O3的浓度也相对较高.
平顶山因煤而兴,属于资源型工业城市,是中部地区
重要的能源和重工业基地,重工业的发展对于平顶
山的空气质量有很大影响.图3(b)和图3(e)中郑州的
折线始终位于最上方,图3(f)中郑州的折线先是位于
次上方, 2019年和2020年位于最上方,表明郑州空气
中PM10、NO2的浓度在豫中是最高的, O3的浓度也

相对较高,空气质量较差.郑州是河南省省会,同时
也是新一线城市, 2018年∼ 2020年共完成生产总值
33 736.08亿元,每年的生产总值均高于另外3个城市
之和,经济发展的优势使得郑州的空气质量受到很大
影响.由此可见, 2018年∼ 2020年平顶山和郑州的空
气质量在豫中分别排名第3、第4符合实际情况.
综上,灰色点集关联分析模型能够对豫中4个城

市2018年∼ 2020年的空气质量做出合理的评价,表
明所提出模型得到的关联度和关联序具有合理性和

有效性,同时也表明所提出模型具有一定的实用价
值.为了将所提出模型落到实处,下面基于本节空气
质量评估结果,利用所提出灰色点集关联分析模型对
豫中4个城市进行聚类,以期为豫中大气污染联防联
控的区域划分提供理论支持.

5.2 豫中空气污染区域划分

空气污染受到空气环流的影响,具有跨域性、公
共性、外部性等特征,地方政府各自解决各自区域内
污染问题事倍功半.北京奥运会、上海世博会、杭州
G20峰会等空气质量保障管理的成功经验表明,加强
区域联防联控对于改善区域空气质量行之有效.本
文以豫中4个城市为研究对象,基于灰色点集关联模
型分析豫中空气污染的区域性特征.
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根据第5.1节4个城市的样本矩阵X1、X2、X3、

X4,计算它们两两之间的关联度,得到如下关联矩
阵[8]:

G =


1 0.533 2 0.525 8 0.511 9

1 0.664 7 0.529 2

1 0.581 5

1

 .

其中:第m行第n列的元素表示样本矩阵Xm、Xn的

关联度γmn,m、n = 1, 2, 3, 4.

由关联矩阵G可知,任意两个城市样本矩阵的关

联度均在0.5之上,具有较高的关联性和整体性,但是

X2、X3的关联度γ23 ≈ 0.664 7,其余任意两个不同样

本矩阵的关联度均在0.5 ∼ 0.6之间,平顶山和许昌

的关联度明显高于其他城市间的关联度.根据关联

矩阵G用一次形成法形成谱系图[13],如图4所示.
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图 4 豫中4个城市样本聚类谱系图

根据文献 [1]中关联聚类思想,取临界值γ = 0.6,
将关联度大于等于0.6的城市划分为相同的空气污
染级别,将关联度小于0.6的城市划分为不同的污染
级别.由图4可见,仅平顶山与许昌是相连的,与漯河、
郑州的联系被截断了,因此聚类结果为{平顶山,许
昌}、{漯河}、{郑州}.事实上,若取临界值γ=0.5,则可
将豫中4个城市聚为一类,但是,地理位置、污染程度
的不同和经济发展的差异均会影响大气污染联防联

控的效果,因此,选取临界值γ=0.6,将关联程度绝对
高的城市划分在一起,避免聚类结果太泛太粗而忽略
了地区差异.
为了对聚类结果形成直观的认识,特绘制豫中行

政地图,如图5所示.由图5可见,许昌与平顶山大面
积地接壤,郑州和漯河被许昌、平顶山分隔在两侧,聚
类结果具有明显的地域性特点,将豫中自北向南分为
3个区域.此外,第5.1节空气质量评估结果显示,豫中
4个城市空气污染程度由高到低依次为郑州、平顶山、
许昌、漯河,即平顶山和许昌的空气质量排名相邻且
居中,郑州和漯河位于两端,这表明本节的聚类结果
与第5.1节的空气质量评估结果相互一致、相互印证.
根据第5.1节空气质量评估结果和本节的聚类结果,

可将{郑州}划分为豫中的第1类污染区域,{平顶山,
许昌}划分为豫中的第2类污染区域,{漯河}划分为
豫中的第3类污染区域.

!"#

$%&#

'(#

)*#

N

图 5 豫中4个城市行政区域图

根据河南省统计年鉴, 2018年∼ 2020年豫中4个
城市的生产总值以及分产业生产总值如表5所示.

表5 2018年∼ 2020年豫中城市
生产总值统计 单位:亿元

城市 生产总值 一产 二产 三产

郑州 33 736.08 444.8 13 827.34 19 463.94
平顶山 6 963.71 539.01 3 217.52 3 207.19
许昌 9 675.53 494.2 5 288.16 3 893.16
漯河 4 388.98 398.75 2 145.22 1 845

由表 5可以发现:首先,郑州的经济水平远远高
于其他城市,且拉开郑州和其他城市差距的是第2产
业和第3产业.作为省会城市,郑州发展较早,由表5
可知,郑州第3产业生产总值最高.整体上郑州的经
济水平、经济结构与其他城市差距较大,从发展的不
一致性考虑,郑州单独作为一类城市治理大气污染效
果会比较好.然后,平顶山和许昌的第1产业生产总
值在豫中排前两名,第2产业生产总值和第3产业生
产总值在豫中排名中间,整体经济水平相差不大.许
昌是中原经济区重要的工业城市,装备制造、食品加
工、能源电力是许昌的支柱性产业;平顶山因煤而兴,
是中原经济区重要的能源和重工业基地,根据《2014
年平顶山市支柱产业发展报告》,能源、化工、装备制
造、冶金建材、轻纺食品是平顶山的5大支柱产业.总
体上平顶山与许昌的经济发展水平很接近,支柱性产
业较类似,经济发展的一致性弱化了大气污染区域协
同治理的行政壁垒,且平顶山与许昌相邻,针对空气
污染的跨域性、流动性和公共性,{平顶山,许昌}作为
一类城市,建立大气污染联防联控机制,协同治理大
气污染效果会更好.此外,漯河的生产总值与分产业
生产总值均排名在豫中末尾,其第1产业生产总值占
比9.09%, 在豫中排名第1.事实上,漯河是全国消费
品工业“三品”战略示范城市和首家中国食品名城,
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食品工业是漯河的主导和支柱产业,食品工业属于轻
工业,相比于其他城市,漯河产业结构偏轻,这也是漯
河的空气质量在豫中排名第 1的重要原因.整体上,
漯河与其他城市的经济水平、支柱性产业类型差别

较大,发展目标、定位与其他城市不同,在大气污染治
理上,漯河的需求和侧重点也会与其他城市有较大差
别.因此,漯河单独作为一类城市治理大气污染效果
会更好.
综上,根据豫中 4个城市两两之间的关联度,结

合地理位置、污染程度、经济水平等方面的分析,豫
中4个城市应划分为3类污染区域:{郑州}为豫中的
第1类污染区域,{平顶山,许昌}为豫中的第2类污染
区域,{漯河}为豫中的第3类污染区域.平顶山、许昌
应建立大气污染联防联控机制,统一规划、统一监测、
统一防治,协同进行大气污染治理.

6 结 论

本文从接近性视角出发构建了灰色点集关联分

析模型,所提出模型得到的关联度和关联序均不受指
标排序的影响,能够很好地识别样本行为矩阵间数据
差距的变化并有效地反映其接近性.经验证,所提出
模型满足规范性、接近性、正定性、对称性、唯一性

和可比性.最后,应用所提出模型进行了豫中4个城
市的空气质量评估,基于此,对豫中 4个城市进行了
关联聚类,将豫中划分为 3类污染区域,以期为豫中
大气污染联防联控的区域划分提供理论支持.
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