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基于物理信息神经网络的随机系统演化分析
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摘 要: 提出一个概率深度学习框架,通过基于物理信息的神经网络对非线性微分系统中的不确定性进行量化和
演化分析.算法使用潜在变量模型 (即噪声/随机变量模型)构建系统状态的概率表示,并将偏微分方程描述的物理
定律引入训练过程中,建立约束关系,为基于小样本数据集的训练提供一种有效的机制.所提出的概率物理学信息
神经网络算法能够提供一种灵活的框架,表征由输入中的随机性或观测中的噪声引起的物理系统输出的不确定
性,避免重复采样昂贵的实验或数值模拟器的需要.最后,通过包含随机变量的非线性系统示例对所提出算法进
行验证,以表明算法的有效性.
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Evolutionary analysis of stochastic systems based on physical information
neural networks
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Abstract: This study presents a probabilistic deep learning framework that analyzes the uncertainty in nonlinear
differential systems using a physics-informed neural network. The framework utilizes a latent variable model (i.e.
noise/random variable model), to create a probability-based model of the system state. Physical laws that are described
using partial differential equations are incorporated into the training process to establish constraint relationships, which
provides an effective way to train using small samples. The proposed probabilistic physics information neural network
(PPINN) algorithm provides a flexible framework, representing the uncertainty of the physical system output caused by
the randomness in the input or the noise in the observation, which helps avoid the high costs associated with repeated
sampling or expensive experiments. Finally, the effectiveness of the proposed algorithm is demonstrated through some
nonlinear system examples containing random variables.
Keywords: physical information；neural network；stochastic system；small sample data；probabilistic neural
network；evolution analysis

0 引 言

机器学习和数据分析的最新进展在不同的科学

学科中产生了变革性的结果,并且由于传感器、数据
存储和计算资源的可用性,使得数据驱动方法在许多
学科中占据了重要地位[1].对于数据驱动学习而言,
当使用大量数据进行训练时,所有解决方案都能获得
最先进的性能.然而,在分析和预测复杂现象的实验

中,获得大量高质量实验数据的成本高得令人望而却
步.这种情况下,对于系统的复杂性而言,当数据相对
稀缺时纯数据驱动方法会带来困难.这是因为绝大
多数机器学习技术缺乏鲁棒性,难以提供收敛保证,
或无法量化与预测相关的误差/不确定性.因此,在数
据有限的领域中,具有稳健和高效采样方式学习的能
力是必要的,这就要求利用特定领域的知识对数据学
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习类算法进行约束,使其返回能够满足某些物理原理
(如质量守恒、动量守恒等)的预测.
纯数据驱动学习算法的缺点经常引起应用数

学家和工程师对此类方法的怀疑.在最近的工作
中, Raissi等[2-3]重新审视Lagaris等[4]提出的使用微

分方程约束惩罚深度神经网络损失函数的想法,踏
上了应用数学与机器学习相结合的道路.这一系列
工作已从经验上证明了这种基于物理信息的神经网

络 (physics-informed neural networks, PINN)方法如何
在小数据范围内规范学习,以在不完整模型或不完整
数据中预测复杂系统的动力学.尽管在规范问题上
取得了一系列令人印象深刻的结果,但Raissi等[2-3]

也指出了PINN算法缺乏关于收敛和后验误差估计
的支持理论.此外, PINN算法通过数据和先验信息
对确定性物理系统进行描述,尚未涉及随机系统,而
在实际系统中,建模误差以及环境干扰对动力学带来
的不确定影响也需要进行分析和研究,这自然需要对
PINN算法进行扩展以对不确定性进行量化.
当前不确定性量化技术主要分为两个方面.一

方面,应用数学和科学计算的研究人员主要依赖于
源于第一物理原理的数学模型,旨在阐明系统行为
的关键机制,同时表征由此产生的预测在解释不确定
性方面的稳健性[5].尽管此类方法在过去20年中取
得了很大进展,但在计算随机系统的最流行方法中,
如多项式混沌展开[6]、稀疏网格求积[7]、多级/多保
真蒙特卡罗采样[8]、正交分解[9]和高斯过程回归模

型[10],现实应用中遇到非高斯似然和高维后验分布
时还是会面临着严重的限制.另一方面,机器学习研
究的爆炸式增长为学习和操纵复杂的高维概率分布

提供了新的有效方法.相关推理工具,如变分自动编
码器[11]和生成对抗性网络[12],在灵活网络模块 (如前
馈/卷积/递归神经网络[13])的基础上制定,已经出现
了可扩展的解决方案,处理假设先验信息不多的问
题.这项工作与已有相关研究的创新之处在于,提出
了一类概率物理学信息神经网络,不仅处理了非高
斯分布对理论不确定性量化的限制,还通过偏微分
方程表示的先验信息,降低机器学习对训练数据量
的要求,能够直接从有噪声的输入/输出数据中训练
此类模型,对含有随机变量的不确定系统进行演化分
析.具体而言,本文为了达到上述目标,在算法中主要
构建模块不能再是清晰的确定性数字和支配定律,而
是必须使用概率模型.
本文首先对Raissi等[2-3]提出的物理信息神经

网络进行简要概述;然后对所提出的概率物理学信
息神经网络 (probabilistic physics information neural

network, PPINN)算法进行描述,并介绍所提出的概率
公式和变分推理框架;最后,通过两个示例对所提出
算法的有效性进行验证.

1 PINN算法概述
Raissi等[2-3,14]的工作已经证明了经典守恒定律

和数值离散化方案如何被用作结构化先验信息,以提
高现代机器学习算法的鲁棒性和效率,并引入了一类
新的基于物理的数据驱动学习方法来发现模型.在
上述工作中,考虑构建深度神经网络,以返回受以下
参数化偏微分方程(partial differential equations, PDE)
约束的预测信息:

ut +Nxu = 0. (1)

其中:u(x, t)代表系统输出, PINN利用θ参数化的深

度神经网络对其进行描述,即u(x, t) = fθ(x, t),x
为空间坐标向量, t为时间坐标;Nx为非线性微分算

子.由于神经网络是可微的,可以通过式 (1)建立约
束,其对应于PDE残差,即rθ(x, t) := ∂fθ(x, t)/∂t +

Nxfθ(x, t).由此产生的训练过程允许使用系统的一
些分散观测值{(xi, ti), ui}(i = 1, 2, . . . , Nu)以及大

量的配点{(xi, ti), ri}(i = 1, 2, . . . , Nr)恢复网络参

数θ,旨在惩罚Nr个配置节点的有限集合处的PDE
残差.由式 (1)可知, PDE残差数据为零,即ri = 0.这
种简单但非常有效的正则化过程,允许在模型的似然
函数中引入PDE残差作为软惩罚约束,并使用标准
随机梯度下降法有效地解决由此产生的优化问题,而
不需要任何复杂的约束优化技术[2-3],简单地通过最
小化如下复合损失函数即可获得满足要求的网络预

测模型fθ(x, t):

L(θ) = 1

Nu

Nu∑
i=1

∥fθ(xi, ti)− ui∥2+

1

Nr

Nr∑
i=1

∥rθ(xi, ti)− ri∥2, (2)

其中∂L/∂θ可以使用自动微分方法[15]进行获取.
由于得到的网络预测模型能够满足PDE约束所

施加的任何物理特性,这种方法展示了如何在机器学
习算法中近似编码物理系统中的特定约束,从而引入
一种新的形式对小样本数据集进行学习.

2 概率物理学信息神经网络算法

为了处理不确定性问题,提出概率物理学信息
神经网络算法用于描述随机系统,并使用潜在变量
模型 (即噪声/随机变量)来构建系统状态的概率表
示. PPINN算法提出了一个概率公式,用于通过基于
物理的神经网络分析不确定性演化,构建形式如下:
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p(u|x, t, z), z ∼ p(z),

s.t. ut +Nxu = 0. (3)

式 (3)封装了一系列确定性和随机性问题,其中
u(x, t, z)是一个包含潜在变量的随机网络,其主要
取决于空间变量x和时间变量 t,潜在随机变量z是

满足先验分布 p(z)的集合,作用是总结在可观测输
出u中引入随机潜在高维因素的影响.本文假设用
于预测u(x, t, z)的数据通常仅包含PDE的初始/边
界条件,或者随机系统所感兴趣的区域内收集的稀疏
观测量.所提出的PPINN算法与现有的不确定性量
化流行方法相比,不需要先验地指定随机因素;此外,
随机变量对观测输出引入的影响是通过潜在变量z

提取的.
从数据中学习随机系统模型的能力是概率科学

计算和物理系统不确定性量化的基石.受物理信息
约束的条件概率p(u|x, t, z)引入了一种正则化机制,
该机制将解空间限制在可容许范围内 (例如,在流体
力学问题中会丢弃违反质量守恒原理的非现实解),
从而能够在小样本数据状态下训练概率深度网络模

型.在这里,“小样本数据”一词应该相对于底层系统
的复杂性来考虑.另外需要说明的是,这里使用“小
样本数据”的概念是用来强调所提出的方法解决这

一具有挑战性的问题的能力,该方法能够使用相对较
小的测量集来训练概率网络模型,绕过了大量采样模
拟器以表征系统响应的需要.

2.1 联合分布匹配的对抗性推理

根据文献 [16]的研究结果,通过最小化反向
Kullback-Leibler (KL)散度 KL [pθ(x, t,u)||q(x, t,u)]
能够用来匹配网络模型生成数据的概率分布

pθ(x, t,u)和观测数据的概率分布 q(x, t,u),以使网
络模型生成的概率分布足够近似观测的实际数据,这
是训练式 (3)中网络模型比较有前途的一种方法.使
用反向KL散度的计算表达式如下:

KL[pθ(x, t,u)∥q(x, t,u)] =

− h(pθ(x, t,u))− Epθ(x,t,u)[log(q(x, t,u))]. (4)

等式右侧第1项h(pθ(x, t,u))表示生成模型的熵,第
2项可以分解为

Epθ(x,t,u)[log(q(x, t,u))] =w w w
Spθ

∩
Sq

log(q(x, t,u))pθ(x, t,u)dxdtdu+w w w
Spθ

∩
S0
q

log(q(x, t,u))pθ(x, t,u)dxdtdu, (5)

其中Spθ和Sq分别为分布 pθ(x, t,u)和 q(x, t,u)的

支持区域,S0
q为Sq的补码.在式 (4)的反向Kullback-

Leibler散度计算中引入一种机制,以试图平衡两个
竞争目标的影响.即最大化熵 h(pθ(x, t,u))是鼓励

pθ(x, t,u)在其支持集上广泛分布,而式 (5)中的第2
个积分项会在 pθ(x, t,u)和 q(x, t,u)的支持集不重

叠时引入强烈的惩罚,从而鼓励pθ(x, t,u)的支持集

仅扩展到Spθ
∩
S0
q = ∅的点,这意味着Spθ ⊆ Sq.而

当Spθ ⊂ Sq时,又会使数据集的多样性不够,导致“模
式崩溃”的病理问题[17].这一问题也是生成对抗网络
的训练中普遍存在的问题[12],若直接最小化式 (4)中
的反向KL散度,则会出现上述的“模式崩溃”病理
问题,因为仅依靠式 (4)无法控制两个项的相对重要
性.
需要说明的是,式 (5)所列的分解在这里仅用于

激励对pθ(x, t,u)支持集的约束,并未实际用于本文
算法中.将其列出是为了提供关于“模式崩溃”病
理的理解.为了减轻“模式崩溃”的程度,可以通过
在式 (4)中引入权重值λ ⩾ 1,即−λh(pθ(x, t,u) −
Epθ(x,t,u)[log(q(x, t,u))] 进行最小化.这是由于
h(pθ(x, t,u)) 引入的熵正则化能够为减轻模式

崩溃的影响提供一种有效的机制,从而增强学习
pθ(x, t,u)对抗性推理的鲁棒性.
对式 (4)进行最小化存在两个基本困难.首先,评

估 pθ(x, t,u)和 q(x, t,u)这两个分布会涉及到高维

的不可计算积分,故仅能得到这两个分布的样本,无
法得到其显式解析形式.其次,熵项h(pθ(x, t,u))的

微分不可计算,因为 pθ(x, t,u)不是先验已知的.在
下一节中,将重新审视文献 [16]提出的无监督公式,
并导出一个可行的推理过程,从u(x, t)的分散观测

数据 ({(xi, ti),ui}, i = 1, 2, . . . , Nu)对pθ(x, t,u)进

行学习.

2.1.1 密度比期望估计

根据定义,式 (4)中反向KL散度涉及到计算对数
密度比的期望,即

KL[pθ(x, t,u)∥q(x, t,u)] :=

Epθ(x,t,u)

[
log

(pθ(x, t,u)
q(x, t,u)

)]
. (6)

一般而言,给定来自两个分布的样本,可以通过
构建一个二元分类器来近似它们的密度比,进而该
分类器能够区分来自两个分布的样本.为此,假设从
pθ(x, t,u)中抽取N个数据点,并分配一个标签y =

+1.类似地,假设从 q(x, t,u)中也抽取N个样本,并
分配标签y = −1.可以将这些概率写成条件形式,即

pθ(x, t,u) = ρ(x, t,u|y = +1),

q(x, t,u) = ρ(x, t,u|y = −1), (7)
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其中ρ(x, t,u|y = +1)和ρ(x, t,u|y = −1)为二元分

类器T (x, t,u)预测的类概率.使用贝叶斯定则,可以
容易地计算出pθ(x, t,u)和q(x, t,u)的密度比为

pθ(x, t,u)

q(x, t,u)
=
ρ(x, t,u|y = +1)

ρ(x, t,u|y = −1)
=

ρ(y = +1|x, t,u)ρ(x, t,u)
ρ(y = +1)

ρ(y = −1|x, t,u)ρ(x, t,u)
ρ(y = −1)

=

ρ(y = +1|x, t,u)
ρ(y = −1|x, t,u)

=
ρ(y = +1|x, t,u)

1− ρ(y = +1|x, t,u)
=

T (x, t,u)

1− T (x, t,u)
. (8)

当ρ(y = +1) = ρ(y = −1) = 1/2且网络模型

的数据量与源自真实经验分布的数据量平衡时,这两
项会被抵消掉.在模型训练期间,可以随意选择生成
数据的数量,并将其设置为训练数据的大小.而当网
络模型生成数据与真实数据的数量不平衡时, ρ(y =

+1)/ρ(y = −1)也只会在式 (8)中引入一个标量因子.
该过程提示了可以利用深度神经网络分类器的力量,
直接从数据中获得式 (4)中的反向KL散度的准确估
计,而无需预先假设任何特定网络模型的概率分布
pθ(x, t,u).

2.1.2 熵正则化边界

按照文献 [16]的推导方法,构建一个计算熵
h(pθ(x, t,u))下界的表达式,并基于此考虑包含随机
变量(x, t,u, z)的联合概率分布

pθ(x, t,u, z) = pθ(x, t,u|z)p(z) =

pθ(u|x, t, z)p(x, t, z). (9)

其中: pθ(u|x, t, z) = δ(u− fθ(x, t, z)), δ(·)为狄拉
克 δ函数.随机变量 (x, t,u)与z之间的交互信息满

足如下信息论恒等式:

I(x, t,u; z) = h(x, t,u)− h(x, t,u|z) =

h(z)− h(z|x, t,u). (10)

其中:h(x, t,u)、h(z)为边缘熵,h(x, t,u|z)、h(z|x, t,
u)为条件熵[18].本文设置x和 t是确定性变量,独立
于z, pθ(u|x, t, z)是由确定性函数 fθ(x, t, z)生成的

样本.基于此可以得到h(x, t,u|z) = 0,进而有

h(x, t,u) = h(z)− h(z|x, t,u), (11)

其中h(z) := −
w
log p(z)p(z)dz不依赖于网络模型

参数θ.
下面考虑由 ϕ参数化的概率分布 qϕ(z|x, t,u),

其被用作潜在变量难以处理的后验概率pθ(z|x, t,u)
的变分近似,h(z|x, t,u)可以计算为

h(z|x, t,u) =

− Epθ (x,t,u,z)[log(pθ(z|x, t,u))] =

− Epθ (x,t,u,z)[log(qϕ(z|x, t,u))]−

Epθ (x,t,u)[KL[pθ(z|x, t,u)||q(z|x, t,u)]] ⩽

− Epθ (x,t,u,z)[log(qϕ(z|x, t,u))], (12)

其中z被视为一组潜在变量.若 qϕ(z|x, t,u)作为与
网络模型的概率分布 pθ(z|x, t,u)相关的辅助推理
模型被引入,其中u = fθ(x, t, z), z ∼ p(z),则可以
使用式(11)和(12)限制方程(4)中的熵项,即

h(pθ(x, t,u)) ⩾

h(z) + Epθ(x,t,u)[log(qϕ(z|x, t,u))]. (13)

注意到,推理模型 qϕ(z|x, t,u)(也称为编码器)
在潜变量z的真后验近似中扮演了一种变分逼近的

角色,在推导熵h(pθ(x, t,u))下界的信息论论证中自

然地出现.

2.2 对抗性训练的目标函数设置

利用第2.1.1节描述的密度比期望估计过程和第
2.1.2节推导出的熵界,可以得到如下损失函数:

LD(ψ) = Eq(x,t)p(z)[logσ(Tψ(x, t, fθ(x, t, z)))]+

Eq(x,t,u)p(z)[log(1− σ(Tψ(x, t,u)))],

(14)

LG(θ, ϕ) = Eq(x,t)p(z)[Tψ(x, t, fθ(x, t, z))+

(1− λ) log(qϕ(z|x, t, fθ(x, t, z)))], (15)

进而通过熵正则化来最小化反向KL散度[12,16].其中
σ(x) = 1/(1 + e−x)为逻辑符号函数,这两种损失函
数涉及数据点期望值.
式 (14)和 (15)已通过下标表示期望是以哪些

分布进行采样的,例如 q(x, t)p(z)表示从经验公式

的数据分布 q(x, t)中采样 (x, t),而z是从先验 p(z)

中采样.式 (14)本质上对应于二元分类中的交叉熵
损失,旨在改善分类器 Tψ(x, t,u)区分由网络模型

pθ(x, t,u)产生的“伪”样本(x, t, fθ(x, t, z))与源于

观测数据分布 q(x, t,u)的“真”样本 (x, t,u)的能

力.式 (15)的目标是改善生成器fθ(x, t, z),以生成越
来越逼真的样本,从而“欺骗”鉴别器Tψ(x, t,u).具
体而言,式 (15)中第1项通过使用式 (8)中概述的密度
比,直接从样本中计算反向KL散度,以估算 pθ(x, t,

u)和q(x, t,u)的联合分布匹配度.式 (15)第2项编码
器 qϕ(z|x, t, fθ(x, t, z))给出的分布不仅作为一个熵
正则化机制,还提供了对潜在变量z真实后验的变分

逼近.
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式 (15)试图使用以下过程将先验分布 p(z)生

成的潜在变量和编码器预测的潜在变量与输入

(x, t, fθ(x, t, z))进行匹配.首先,从先验分布p(z)获

取潜在变量,通过生成器 fθ(x, t, z)产生输出;然后,
将输出传递给编码器 qϕ(z|x, t, fθ(x, t, z))以预测一
组新的潜在变量;最后,似然项 log(qϕ(z|x, t, fθ(x, t,
z)))尝试对先验和编码器分布进行匹配.在机器学
习文献中,这种循环匹配过程通常被称为“循环一致
性”,这些约束常以临时方式强制执行.文献 [19-21]
表明了循环一致性如何促进从物理空间 (通常是高
维空间)到潜在空间 (相对较低维空间)的一对一非线
性投影,并增强潜在空间的规律性.这些属性使得这
种非线性转换更加稳定和“可解释”[21].

针对式 (15)中λ = 1.0的特殊情况,所提出的模
型类似于传统的有条件生成对抗网络[22].本文之所
以选择使用反向KL散度来训练网络模型,主要是因
为引入了基于熵的正则化,用于实现强大且稳定的训
练过程,同时帮助缓解模式崩溃等问题[23].当然,目
前许多对抗性模型都有相同的动机,但是本文所提出
方法的一个独特优势在于,熵正则化过程自然地允许
计算关于潜在变量的近似后验分布.在模型训练中,
本文通过熵正则化推导的公式推断出一个近似的后

验分布qϕ(z|x, t,u),它本质上回答了这样一个问题,
即在系统输入和输出给定的情况下,哪些潜在变量最
“有可能”出现.由于输入与输出之间的关系受偏微
分方程的约束,所得到的潜在变量在后验分布上也将
受到该物理约束的“启示”.总体而言,这些变量旨
在总结引入系统随机性的可能高维因素.结合循环
一致性的有利特性,本文假设分离的潜在变量可以为
获得用于非线性模型降阶的良好且与物理相关的特

征提供机制.
从理论上讲,最优参数集 {θ∗, ϕ∗, ψ∗}对应于式

(14)和 (15)中损失函数定义的两人博弈纳什均衡,这
也间接证明了精确模型分布和潜在变量的精确后验

分布可以被恢复[12].在实践中,虽然不能保证达到最
优解,但可以通过交替优化等式 (14)和 (15)中的两个
目标,并使用随机梯度下降来训练生成模型,如

max
ψ

LD(ψ), (16)

min
θ,ϕ

LG(θ, ϕ). (17)

2.3 具有物理信息约束的对抗训练

为了学习式 (3)的物理系统概率模型,可以在生
成器的损失函数中适当地引入惩罚项来扩展上述对

抗推理框架 (见式 (15)).可用的数据对应于散布的观

测集{(xi, ti),ui}(i = 1, 2, . . . , Nu),这些观测数据来
自已知的初始或边界条件,或其他 (可能带有噪声的)
位置测量数据.类比于确定性PINN算法设置,通过
定义 rθ(x, t, z) := ∂fθ(x, t, z)/∂t + Nxfθ(x, t, z),
引入一个新的条件概率模型 pθ(r|x, t, z), 其与
pθ(u|x, t, z) 具有相同的参数.由于希望生成器
fθ(x, t, z) 生成的每个样本都满足PDE约束,可以将
残差视为确定性变量,即 rθ(x, t, z) = rθ(x, t),并在
有限点集Nr处通过简单地最小化均方损失来强制

实施约束,即

LPDE(θ) =
1

Nr

Nr∑
i=1

∥rθ(xi, ti)− ri∥2. (18)

用于训练方程(3)中的物理学信息网络模型的对
抗过程采取如下形式:

max
ψ

LD(ψ),

min
θ,ϕ

LG(θ, ϕ) + βLPDE(θ). (19)

其中可以选择正β用于惩罚PDE残差.对于β > 0,
残差损失LPDE(θ)作为约束正则化项,会强制执行给
定的物理约束,从而鼓励生成器fθ(x, t, z)生成满足

基础偏微分方程的样本.此外,该方法还鼓励编码器
qϕ(z|x, t, fθ(x, t, z))学习一组与基础物理相关的时
空潜在变量z,其可能为复杂系统的概率模型阶数简
化开辟新的方向.图1对上述概率物理学信息神经网
络算法的执行流程进行了总结.
下面给出进行分布信息预测的流程.完成网络

模型训练后,可以从先验分布 p(z)中采样潜在变

量,并引入生成器中来生成满足预测模型概率分布
pθ(u|x, t, z)下的样本u = fθ(x, t, z),以此构建一个
解p(u|x, t, z)的概率集合.注意到,尽管此分布的显
式形式未知,但可以通过蒙特卡罗采样有效地计算其
在任何时刻的分布信息.与训练网络模型的成本相
比,预测步骤的成本可以忽略不计,因为它仅涉及对
生成器fθ(x, t, z)进行一次前向传递.最后,也是仅需
要计算新测试点(x∗, t∗)上的预测分布的均值和方差

即可完成对数据分布信息的预测,有

µu(x
∗, t∗) = Epθ [u|x∗, t∗, z] ≈

1

Ns

Ns∑
i=1

fθ(x
∗, t∗, zi), (20)

σ2
u(x

∗, t∗) = Varpθ [u|x∗, t∗, z] ≈

1

Ns

Ns∑
i=1

[fθ(x
∗, t∗, zi)− µu(x

∗, t∗)]
2
.

(21)



3018 控 制 与 决 策 第39卷

!"
#$%

&'()

z zp( )~

*+

,-.

f ,t,θ( )x z

y = f ,t,θ( )x z

r ,tθ( )x

PDE/0

q | ,t,yϕ( )z x

q | ,t, f ,t,ϕ θ( ( ))z x x z

12.

34#$56789
:;q( )x

<=>?@,#$5
6789:;pθ( )x

T ,t,yψ( )x

AB.
CD

ECD

max ( )ψ
ψ

min ( )+θ,ϕ β PDE( )θ
θ,ϕ

图 1 概率物理学信息神经网络算法

其中zi ∼ p(z), i = 1, 2, . . . , Ns,Ns对应于蒙特卡

罗样本的总数.在第3.1节展示的示例中,使用Ns =

105个蒙特卡罗样本来执行式 (20)和 (21)的计算,其
可以在1 s内完成,因为它仅涉及已训练好的生成器
网络的一次前向传递.

3 算法应用

本文所有例子使用Adam优化器[24],训练次数为
5 000,学习率为10−4,同时固定鉴别器与生成器更新
频率比为1 : 5.此外,概率物理学信息神经网络算法
默认将熵正则化和残差惩罚参数分别设置为λ = 1.5

和β = 1.

3.1 简单验证示例

首先通过一个简单的例子展示PPINN算法的基
本功能,其对应于如下非线性二阶常微分方程:

uxx − u2ux = f(x), x ∈ [−1, 1],

f(x) = −π2 sin(πx)− π cos(πx)sin2(πx). (22)

假设该系统具有边界不确定性,其满足分布u(−1),

u(1) ∼ N(0, σ2
nI).对于式 (22),相应于σ2

n = 0的确

定性解可以容易地得到,即u(x) = sin(πx).给定Nu

个u(x)的观测值,对应不同的随机边界条件,并选取
Nr个配点,用于计算PDE惩罚项.
此处的目标是通过训练,获取满足式 (22)物理约

束的生成网络模型u = fθ(x, z), z ∼ p(z).该模型
受式 (22)的约束,以获得解的概率表示pθ(u|x, z).为
此引入3种确定性映射,即由深度神经网络参数化的
fθ(x, z)、qϕ(x, u)和Tψ(x, u),分别对应于第2.2节介
绍的生成器、编码器和鉴别器函数.此外,构造一个
满足式 (22)物理知识约束的神经网络 rθ(x),作用是
强制在一组随机分布的点x ∈ [−1, 1]处执行微分方

程约束.所有神经网络都被选择为具有每层50个神
经元的两个隐藏层,并且具有双曲正切激活函数.此

外,潜在变量的维数设置为1,即z = z,且假设p(z) ∼
N (0, 1). u(x)的训练数据反映了边界条件的不确定
性,而潜在变量z的作用便是使此不确定性传播到由

网络模型生成的预测解pθ(u|x, z)中.
在此考虑了对应于确定性和随机边界条件的两

种情况,即σ2
n = 0 (确定性数据)和σ2

n = 0.05 (5%高
斯不确定性).在所有情况下,训练数据包括Nu = 20

个边界点u(−1)、u(1),以及用于满足式(22)物理约束
的Nr = 100个配点,在 [−1, 1]内随机选取.利用概率
物理学信息神经网络算法进行训练,并利用学习出的
网络模型进行预测,结果如图2和图3所示.
具体而言,图2(a)显示了网络模型预测均值和两

个标准偏差,绘制出此问题的精确解.注意到,此情
况对应于边界条件的确定性训练数据,因此精确解
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图 2 确定性和随机边界条件的仿真结果
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图 3 蒙特卡罗解预测边际密度

确定性的.此处的预测误差在相对L2范数下测量为

EL2
= 1.36 · 10−3,有

EL2
:=

√√√√N∗∑
i=1

[µu(x
∗
i )− u(x∗i )]

2
/√√√√N∗∑

i=1

[µu(x
∗
i )]

2
,

(23)

其中N∗ = 200表示区间 [−1, 1]中等间距测试点x∗

的总数.此外,在图2(a)插图中显示的方差量化了与
生成模型预测相关的不确定性.由于PPINN方法是
基于有限可访问数据的假设,即使边界上没有噪声这
种不确定性仍然存在.经过后续大量仿真能够观察
到,随着边界上的训练数据量增加,预测的不确定性
会变得更小.
图2(b)显示了随机边界条件对应的预测和不确

定性估计结果.在这种情况下,生成网络模型的预测
不确定性反映了边界条件的随机性和神经网络逼近

中固有不确定性的总不确定性.换句话说,不清楚结
果不确定性的哪一部分是应归因于训练数据的有限

大小,还是系统的随机性/噪声.这是由于算法假设的
u = fθ(x, t, z)表示中,潜在变量与输入以复杂的非
线性方式纠缠在一起,虽然能够处理涉及复杂随机过
程的情况,但也阻止了直接量化随机变量与有限数量
的训练数据对结果预测不确定性的影响.
学习出的网络模型可以通过条件概率密度

pθ(u|x, z)返回解决方案的完整统计特征,图 3提供
了预测概率密度 pθ(u|x, z)和对应于空间位 x =

−0.5、x = 0.5的参考蒙特卡罗解之间一维边缘的

视觉比较结果.

由图3结果可知,所提出的概率物理学信息神经
网络算法预测数据的概率分布模型与真实数据概率

密度模型能够较好地吻合,这也验证了所提出算法的
有效性.
为了研究概率物理学信息神经网络算法获得结

果对熵和 PDE正则化惩罚参数 λ、 β的敏感性,针
对不同的 λ和 β值进行重复模拟,并计算预测分布
pθ(u|x, z)相对于通过蒙特卡罗采样求解器计算的
参考“真实”分布pe(u|x, z)的反向KL散度.最后在
区间 [−1, 1]的均匀离散化中对反向KL散度进行平
均,即

Ep(x)q(z){KL[pθ(u|x, z)∥pe(u|x)]}. (24)

表1展示了λ和β取不同值后的结果,揭示了λ =

1.0时对抗模型模式崩溃的病理学,以及在β > 0时引

入物理约束条件的优势.总体而言,这些结果表明,当
参数λ > 1.0和β > 0时,所提出方法能够返回具有
低灵敏度的稳定结果.

表 1 不同λ和β下平均反向KL散度

β,λ 1.0 1.5 2.0 5.0

0.0 5.0 × 105 7.5 × 101 6.0 × 101 4.4 × 101

1.0 3.3 × 102 1.8 × 10−1 2.9 × 10−1 2.0 × 10−1

2.0 2.1 × 102 1.7 × 10−1 5.0 × 10−2 1.2 × 10−1

2.0 3.5 × 101 1.8 × 10−1 1.9 × 10−1 1.1 × 10−1

尽管该示例较为简单,但能够展示出所提PPINN
算法对非线性偏微分方程在不确定性演化分析方面

的基本能力.与先前从数据推断偏微分方程解的方
法[25]相比,所提出方法不依赖于高斯假设,并且可以
直接解决非线性问题,无需进行线性化处理.

3.2 Burgers方程预测

通过一个更复杂的空间维度中的非线性时变

Burgers方程对概率物理学信息神经网络算法进行分
析,以进一步验证所提出算法的有效性. Burgers方程
表达式如下:
∂y

∂t
+ y

∂y

∂x
yx − ν

∂2y

∂x2
= 0,

x ∈ [−1, 1], t ∈ [0, 1],

y(0, x) = − sin(πx), y(t,−1) = y(t, 1) = 0, (25)

其中ν = (0.01/π)用于产生一个强非线性响应.式
(25)所示的非线性偏微分方程能够通过科尔霍普夫
变换[26]得到精确解,这一精确解将用于测试所提出
算法生成网络模型的预测有效性.
使用形如 y = fθ(x, t, z)的具有物理信息的网

络模型表示未知解y(x, t).算法建立3个深度神经网
络,即生成器 fθ(x, t, z)、编码器 qϕ(x, t, y)和鉴别器
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Tψ(x, t, y).其中:生成器和编码器均设置4个隐藏层,
每层50个神经元;鉴别器网络设置3个隐藏层,每层
50个神经元.在所有情况下,激活函数均选择双曲正
切非线性函数.潜在变量的先验分布 p(z)设为一维

各向同性高斯分布,即 z = z, z ∼ N (0, 1).使用
Nu = 150个输入/输出对训练概率模型,其中50个
点为y(x, t)的初始条件 (根据式 (25)中第2个等式选
取),另外每个域边界分配50个点 (对应式 (25)中第3
个等式);设置Nr = 10 000个匹配点用于估算式 (18)
所示的损失,以强制执行Burgers方程偏微分物理约
束,所有数据点均在式 (25)给出的定义域内随机选
择.
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图 4 PPINN算法对确定性Burgers方程解的预测

上述所采用的训练数据是无噪声的, 因此
Burgers的解是确定性的,而该算法生成的概率网络
模型 pθ(y|x, t, z)捕获的结果不确定性,提供了有限
数量训练数据下生成网络模型逼近程度的误差量化,
这在相对L2范数下被测量为εL2

= 4.1 × 10−2.如文
献 [14]所讨论的,通过使用拟牛顿优化器可以实现更
高的逼近精度.然而,本文选择使用Adam更新的随机
梯度下降,以突显所提出方法在网络模型预测不完全
准确时返回不确定性估计的能力,仿真结果如图4所
示.
在Burgers方程的初始条件中加入非加性、非高

斯的噪声破坏,并在x = 0附近加入更大的噪声信
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图 5 PPINN算法对随机Burgers方程解的预测
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号,以放大不确定性对Burgers方程在x = 0处梯度陡

峭的影响. Burgers方程的随机初始条件为

y(x, 0) = − sin(π(x+ 2δ)) + δ,

δ =
ξ

e3|x|
, ξ ∈ N (0, 0.01). (26)

需要说明的是,算法中的神经网络架构以及训练点的
数量和位置均与上述确定性分析设置一致.
仿真结果如图 5所示.可以看出, PPINN算法生

成的概率网络模型能够有效捕获到随机初始条件

在Burgers方程中引起的空间和时间解中的不确定
性.正如预期,不确定性集中在x = 0处的梯度陡

峭区域.虽然在此仅绘制了部分时域内的Burgers方
程解情况,但必须强调的是,学习出的概率网络模型
pθ(y|x, t, z)能够提供其非高斯统计的完整概率特性
的描述.

4 结 论

本文提出了一个概率物理学信息神经网络算法,
能够近似任意条件概率密度,同时被物理偏微分方
程所约束.该算法中还有一个灵活的正则化对抗性
推理框架,能够直接从包含随机信息和不完整的测
量数据中对网络模型进行训练,系统输入/输出中的
不确定性通过一组与底层物理相关的潜在变量进行

捕捉.算法的这些特性使其能够对不确定系统进行
概率计算,在小样本状态下训练生成网络模型,处理
复杂的噪声过程,并对物理系统进行不确定性演化分
析,在系统性能分析、鲁棒轨迹优化以及鲁棒控制方
向有很好的应用前景.
尽管所提出的概率物理学信息神经网络算法具

有很大的灵活性,但其性能对生成器与鉴别器之间的
相互作用较为敏感.因此,未来的工作将对生成器与
鉴别器之间的相互作用进一步研究,以增强所提出算
法的鲁棒性.
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