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非匹配条件下非线性系统的指定时间二阶滑模控制
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摘 要: 针对不确定非线性系统设计一种新型指定时间二阶滑模 (SOSM)控制器.首先,通过选取新的滑模变量,
将标准的二阶滑模积分链系统推广至带有非匹配项的新二阶滑模动态系统,新滑模动态系统的使用可以有效减
少传统滑模系统控制通道中的不确定性;其次,通过使用时变放缩函数的概念,在非匹配项的增益函数上界未知的
情况下,针对新的滑模动态系统提出一种基于切换策略的指定时间SOSM控制算法.所提出的控制器从一个有限
时间域的SOSM控制器切换到传统的有限时间SOSM控制器,前者可以保证滑模变量在有限时间域内实现指定
时间收敛到零,且收敛时间不依赖于系统的初始条件;后者可以保证滑模变量此后始终保持在零.最后,对闭环系
统的指定时间稳定性进行了分析,通过仿真对比验证了理论结果的有效性.
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Abstract: A novel prescribed-time second-order sliding mode (SOSM) controller is proposed for uncertain nonlinear
systems. Firstly, by selecting the new sliding mode variable, the standard SOSM integral chain system is extended to a
new SOSMdynamic systemwithmismatched terms, and the use of the new slidingmode system can effectively reduce the
uncertainties in input channel. Secondly, by using the concept of time-varying scaling function, a prescribed-time SOSM
control algorithm based on switching strategy is proposed for the new sliding mode system when the upper limit of the
gain function of the mismatched item is unknown. The proposed controller switches from a finite time domain SOSM
controller to the traditional finite time SOSM controller, the former can ensure that the sliding mode variable converges
to zero at a prescribed time in the finite time domain, and the convergence time does not depend on the initial conditions
of the system, and the latter can ensure that the sliding mode variable remains at zero thereafter. Finally, the prescribed
time stability of the closed-loop system is analyzed. The theoretical results are verified by simulation comparison.
Keywords: prescribed-time control；second-order silding mode；nonlinear systems；mismatched terms；sliding mode
control；uncertain systems

0 引 䀰

滑模控制 (SMC)因其鲁棒性好、物理实现简单
等优点,被广泛用于处理不确定非线性系统[1-2].然而,
传统一阶滑模控制的抖振问题及其对系统相对阶

的要求限制了其实际应用范围.为了克服传统滑模

控制的缺陷,人们提出了许多方法,如基于观测器的
方法和边界层方法等[3-4],但这些方法都有其自身缺
陷.高阶滑模控制技术在保留了传统滑模控制优点
的同时,成功克服了传统滑模控制的应用障碍[5].二
阶滑模控制 (SOSM)作为最简单和最特殊的高阶滑
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模控制,在过去的几十年间受到了大量的关注,产生
了诸如 twisting算法、super-twisting算法、次最优算法
等众多性能优越的SOSM算法[6-8].
闭环系统的收敛时间是衡量控制器性能的重要

指标.传统的SOSM控制只能实现闭环系统的有限
时间稳定,其收敛时间取决于系统初始条件,并且会
随着初始值的增加而增加.为了克服这一缺点,文献
[9] 提出了固定时间稳定性的概念.与有限时间稳定
性相比,固定时间稳定性的收敛不受系统初始条件的
影响,因此受到越来越多的关注[10-13].近年来,关于固
定时间SOSM 的研究产生了许多积极的成果.文献
[14]将传统的 twisting控制算法推广至固定时间收敛
情况,这种算法的优点在于控制器的设计不需要测量
滑模变量的精确值,只需要他们的符号信息用以反馈
控制,因此更容易设计和实现.文献 [15]提出了一种
新的固定时间super-twisting控制算法,该算法不需要
知道滑模变量的导数信息,且控制器是完全连续的,
因此得到了大量应用.此外,为了满足系统的齐次性,
大部分已有的SOSM算法需要假设系统的不确定项
具有一个已知的常数上界.然而在实际应用中,不确
定项往往依赖于系统的状态,其上界也会随状态的变
化而变化.因此,将常数上界推广至函数上界更为合
理.针对这一问题,文献 [16-17]提出了新型可变增益
SOSM控制器,解决了函数限定条件下非线性系统的
固定时间二阶滑模控制问题.
可以发现,传统的SOSM控制是针对标准二阶滑

模系统的,标准二阶滑模系统是通过对滑模变量直
接求二阶导数获得的.然而,滑模变量的一阶导数通
常含有一些有用信息,当直接对滑模变量求二阶导
数时,这些有用信息将被直接传导至输入通道,从而
导致大的输入通道存在不确定性.注意到,大的输入
通道的不确定项意味着在设计控制器时,需要选取
更大的控制器增益,从而加剧系统的抖振效应.为了
解决这一问题,文献 [18]首次将滑模变量的一阶导数
分为两部分,即新的已知变量和未知非匹配不确定
项,这样传统的滑模系统将变为受非匹配条件影响
的新滑模系统,并针对新滑模系统设计了SOSM控制
算法.在之后的文献 [19]中,文献 [18]中的结果被推
广至高阶滑模的情况.然而,文献 [18-19]中的算法仅
能实现滑模面的有限时间收敛.文献 [20]针对非匹
配条件影响下的新二阶滑模系统,设计了基于切换
策略的固定时间SOSM算法.之后的文献 [21]将固定
时间SOSM算法推广至高阶滑模的情况.在最近的
文献 [22]中,作者在考虑输出约束对系统影响的前提

下,进一步研究了输出约束非线性系统的固定时间高
阶滑模控制问题.可以发现,现有的关于非匹配条件
影响下的SOSM和高阶滑模控制器设计,都需要对非
匹配项施加一个严格的已知增长假设条件.然而,在
很多情况下,尽管系统的未知参数或不确定项有界,
但其上界往往很难精确获得.在这种情况下,考虑具
有未知增益函数的非匹配项影响下的SOSM控制问
题具有重要的实际意义.据作者所知,这仍是一个待
解决的问题,也是本文的主要研究动机之一.
此外,对于战术导弹制导[23]等一些特殊系统,通

常需要在一个给定时间内实现对目标的控制.因此,
如何设计在指定时间内收敛且收敛时间不依赖于

系统初始条件的控制器,具有重要的理论和实际意
义.文献 [24]利用时变缩放函数的概念,针对非线性
系统提出了一种全新的指定时间控制方法,结果表明
该控制器只需要调节放缩函数中的参数T 即可实现

收敛时间不依赖于系统初始条件的指定时间输出调

节控制.文献 [25]给出了一个新任意指定时间收敛
的Lyapunov稳定性定理,基于此定理给出了非线性
系统的指定时间控制器设计过程.自此以后,关于指
定时间控制的相关文献被大量报道,并在过去的几年
间产生了许多积极的结果[26-27].
尽管关于指定时间控制的结果有很多,但是关于

指定时间滑模控制的研究却相对较少.文献 [28]针
对二阶受扰非线性系统,提出了一种基于扩张状态
观测器的指定时间SMC算法.在最近的文献 [29]中,
针对具有扰动的n阶积分链系统,提出了一种指定
时间收敛的新型终端SMC算法.然而,以上指定时间
SMC算法均需假设系统中的不确定项具有一个已知
的常数上界.根据前文分析,将不确定项的常数上界
推广至函数上界更加合理.然而,当将常数上界推广
至函数上界时,文献 [28-29]中的算法将不再适用.另
一方面,文献 [28-29]中的算法都是传统的一阶滑模
算法.据作者所知,现有文献中关于指定时间SOSM
控制的结果鲜有报道.当进一步考虑系统受到具有
未知增益函数的非匹配项的影响时,问题将变得更加
复杂.如何解决这一问题,也是本文的另一个重要研
究动机.
基于以上分析,本文针对非匹配条件影响下的非

线性系统,提出新的指定时间SOSM控制算法,与已
有算法相比主要贡献如下:

1) 考虑了具有更一般假设条件的非匹配SOSM
系统.与已知文献中的SOSM算法不同,本文将施加
在非匹配项上的已知增长假设条件放宽到未知,拓宽
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了算法的应用范围.
2) 针对非匹配项具有未知增益函数的 SOSM

系统,提出一种基于切换策略的指定时间 SOSM算
法.理论分析表明,所提出算法能够实现滑模面的不
依赖于系统初始条件的任意指定时间收敛.

1 问题᧿䘠

考虑以下单输入单输出不确定非线性系统:

ẋ = a(t, x) + b(t, x)u, s = s(t, x). (1)

其中:x ∈ Rn,u ∈ R为状态向量和控制输入; a(t, x)
和 b(t, x)为光滑非线性函数.假设滑模变量s和 ṡ =

ds/dt已知,滑模变量相对于系统输出的相对阶为2,
且系统的解为Filippov平均意义下的解[30].由此可获
得输入输出关系如下:

ṡ1 = s2,

ṡ2 = h1(t, x) + g1(t, x)u. (2)

其中: s1 = s, s2 = ṡ;h1(t, x) =
∂s2
∂t

+
∂s2
∂x

a和

g1(t, x) =
∂s2
∂x

b为输入通道不确定项,满足以下假设.
假设 1 存在已知常数 g∗1 > 0, h̄∗

1 ⩾ 0使得

g1(t, x) ⩾ g∗1 , |h1(t, x)| ⩽ h̄∗
1.

针对满足假设 1的系统 (2),学者们已经设计出
许多二阶滑模控制器.但是需要注意的是,系统 (2)
是通过直接对 s取二阶导数所得的,这种直接求导
数的方式会带来一些问题,比如滑模变量的一阶导
数 ṡ = ∂s/∂t + (∂s/∂x)ẋ中通常会包含一些有用

项或未知项,直接对 s取二阶导数可能会使得这些

有用项或者未知项直接传导进输入通道,从而带来
极大的输入通道不确定性.为了克服这个问题,选取
s1 = s, s2为新的滑模变量,将 f1(t, x) = ∂s/∂t +

(∂s/∂x)ẋ − λ1(t, x)s2视为未知的非匹配项,因此滑
模变量的一阶导数可以重新写为 ṡ1 = λ1(t, x)s2 +

f1(t, x).通过在一阶导数通道中将有用项保留为非
匹配项f1(t, x),输入通道不确定性将大大降低.所以
可进一步得到一个具有未知非匹配项的更一般的

SOSM系统

ṡ1 = λ1(t, x)s2 + f1(t, x),

ṡ2 = h(t, x)u+ g(t, x). (3)

其中:λ1(t, x), f1(t, x), h(t, x), g(t, x)为未知非线性

函数.为了方便后续控制器设计,给出以下假设.
假设2 以下不等式成立:

λ1 ⩽ λ1(t, x) ⩽ λ̄1, h(t, x) ⩾ h,

g(t, x) ⩽ ḡ(x), f1(t, x) ⩽ ρ1(t, s1)|s1|. (4)

其中:λ1, λ̄1, h均为未知正常数; ḡ(x)为已知的非负
函数.非匹配项的增益函数ρ1(t, s1)的上界不要求精

确已知,但是满足以下条件:

ρ1(t, s1) ⩽ d1(t)ϱ1(s1). (5)

其中: ϱ1(s1) ⩾ 0是一个已知的连续函数, d1(t)有界
但上界dmax不要求已知.
注1 虽然在文献 [18-20]中也研究了关于受非

匹配项影响的高阶滑模控制器设计,但是所有的研究
均要求增益函数ρ1(t, s1)或其上界是提前精确已知

的,并且现有结果仅能实现滑模变量的有限时间或固
定时间收敛.
本文的控制目标为:在非匹配项具有未知增益

函数的情况下,针对系统 (3)设计一个新的SOSM控
制器,使得 s1和 s2能够在不依赖于系统初始状态的

任意指定时间T内收敛到零,且此后都保持在零.

2 设计方法及主要结果

2.1 设计方法

控制器设计的基础是使用文献 [24]中介绍的时
变缩放函数,该函数µ1(t, T ) : [0, T ) 7→ R+如下所示:

µ1(t) =
T

T − t
, (6)

其中T是给定的任意指定时间.显然该函数具有如
下性质:µ1(0) = 1, µ1(T ) = +∞.接下来,定义

µ(t) = µ1(t)
m =

Tm

(T − t)m
, (7)

其中m为正整数.对于函数µ(t),除了µ(0) = 1, µ(T )

= +∞性质外可以发现,通过选取正整数m ⩾ 1可

以实现µ(t)比µ1(t)更快的增长. 为了设计指定时间
SOSM控制器,考虑以下时变坐标变换:

ωi = µ3−isi, i = 1, 2. (8)

注意到式 (7)中定义的µ是一个单调递增函数,
且当 t → T时µ将趋向于无穷大 (T是任意给定的指
定时间).那么式(8)的逆变换为

si = ν3−iωi, i = 1, 2. (9)

其中: ν = µ−1,容易发现当t → T时ν3−i将会单调递

减到零.因此,可以由式 (9)得到,如果ωi是有界的,则
当 t → T时有si → 0,为了实现控制目标,只需要设
计控制器使得:

1)当0 ⩽ t < T时,变量ωi可以保持有界;
2)当t ⩾ T时, si ≡ 0成立.

2.2 主要结果

定义 ⌊x⌉α = |x|αsign(x),指定时间SOSM控制
器以如下定理形式给出.
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定理1 控制器u设计为

u = u1δ(t) + u2(1− δ(t)). (10)

其中: δ为切换函数形式,即

δ(t) =

1, t < T ;

0, t ⩾ T.
(11)

T为任一指定时间. u1设计如下:

u1 = − ḡ(x)

h
sign(σ2(ω2))− ᾰ2(·)σ2(ω2). (12)

其中:σ2(ω2) = ω2 + α1(·)ω1,ω2 = [ω1, ω2]
T,且

α1(ω1)和 ᾰ2(ω1)为待设计的增益函数. u2设计如下:

u2 = − ḡ(x)

h
sign(ϕ(s2))− β̆2⌊ϕ(s2)⌉

r3
a . (13)

其中:ϕ(s2) = ⌊s2⌉
a
r2 + β1⌊s1⌉

a
r1 ,参数a, r1, r2 > 0

且ri满足r3 = r2 + τ , r2 = r1 + τ , τ ∈ [−r1/2, 0),
参数β1, β̆2分别为待设计的增益常数.对于闭环系统
(3)∼ (10),如果假设2成立,则si(i = 1, 2)可以在任意

指定时间T内收敛到零,并且以后时间都保持在零,
即 lim

t→T
s = 0,且si ≡ 0 (i = 1, 2)对于∀t ⩾ T成立.

3 稳定性分析

下面介绍稳定性分析需要用到的引理.
引理1 以下不等式成立:

ab ⩽ λa2 +
b2

4λ
, (14)

其中λ ∈ R+且a, b ∈ R (由Young不等式得到).
引理2 [31] 如果x, y是实变量,则对于任意常数

p满足p1 > 0和0 < p2 ⩽ 1,有

|⌊x⌉p1p2 − ⌊y⌉p1p2 | ⩽ 21−p2 |⌊x⌉p1 − ⌊y⌉p1 |p2 . (15)

引理3 [32] 如果x, y是实变量, c, d > 0为正常

数,则对于任意给定的函数γ > 0,有

|xc||yd| ⩽ c

c+ d
γ|x|c+d +

d

c+ d
γ− c

d |y|c+d. (16)

引理4 [32] 如果∀xi ∈ R(i = 1, 2, . . . , n)为实数

变量,则对于任意实数p满足0 < p < 1,有

(|x1|+ · · ·+ |xn|)p ⩽ |x1|p + . . .+ |xn|p,

(|x1|p + . . .+ |xn|p)
1
p ⩽ n

1
p−1(|x1|+ . . .+ |xn|).

(17)

接下来分情形0 ⩽ t < T和情形 t ⩾ T两部分进

行讨论.

3.1 Case1(0 ⩽ t < T )

当0 ⩽ t < T时,有u = u1,使用式 (8)的时变坐
标变换,系统(3)将会转变为

ω̇1 = µ
(
λ1ω2 + 2

µ̇

µ2
ω1 + µf1

)
,

ω̇2 = µ
(
h(t, x)u+ g(t, x) +

µ̇

µ2
ω2

)
. (18)

对于∀t ∈ [0, T ),控制器u = u1可以保证ω1, ω2有

界.具体分析如下.
step 1: 选取Lyapunov函数V1(ω1) = σ2

1/2,其中
σ1 = ω1 − ω∗

1且ω∗
1 = 0.沿系统(18)对V1求导可得

V̇1 =

µλ1σ1ω2 + 2µ
µ̇

µ2
σ2
1 + µ2σ1f1 ⩽

µλ1σ1ω
∗
2 + µ

2m

T
σ2
1 + µ2σ1f1 + µλ1σ1σ2, (19)

其中ω∗
2是待设计的虚拟控制器,且有

σ2 = ω2 − ω∗
2 . (20)

根据式(14)以及假设2可以得到

µ2σ1f1 ⩽ µd1ϱ1σ
2
1 ⩽ µλϱ21σ

2
1 + µ

d21
4λ

. (21)

设计虚拟控制器为

ω∗
2 = −α1(ω1)σ1, (22)

其中α1(ω1)是一个C1函数,满足

α1(ω1) ⩾
2k0 +

2m

T
+ λϱ21σ

2
1

λ1

, (23)

且k0 > 0.将式(21)和(22)代入 V̇1可以进一步得到

V̇1 ⩽ −2µk0σ
2
1 + µδ1 + µλ1σ1σ2, (24)

其中δ1 = d21/4λ.
step 2: 选取Lyapunov函数V2(ω2) = V1 + σ2

2/2,
沿系统(18)对V2求导可得

V̇2 = V̇1 + σ2ω̇2 − σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1 ⩽

− 2µk0σ
2
1 + µδ1 + µλ1σ1σ2 +

µ̇

µ
ω2σ2+

µσ2(h(t, x)u+ g(t, x))− σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1. (25)

接下来对式(25)中的部分项进行估计.
首先,对µλ1σ1σ2进行估计.根据假设 2以及式

(14)可得

µλ1σ1σ2 ⩽ µλ̄1σ1σ2 ⩽ µ
k0
3
σ2
1 + µc2,1σ

2
2 , (26)

其中c2,1(k0) = 3λ̄2
1/4k0.

其次,对
µ̇

µ
ω2σ2进行估计.根据式(14)可得

µ̇

µ
ω2σ2 ⩽ µ

µ̇

µ2
|σ2|(α1|σ1|+ |σ2|) ⩽

µ
k0
3
σ2
1 + µc2,2σ

2
2 , (27)

其中c2,2(ω1) =
3m2

4T 2k0
α2
1 +

m

T
.

然后,对σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1进行估计.由ω∗

2定义可得

σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1 ⩽ ᾱ1(ω1)|σ2∥ω̇1|,
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其中 ᾱ1(ω1) =
∣∣∣∂α1

∂ω1
σ1+σ1

∣∣∣.又由 |ω2| = |ω∗
2 +σ2| ⩽

α1|σ1|+ |σ2|,容易得到

σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1 ⩽

µᾱ1|σ2|
(2µ̇
µ2

|ω1|+ λ̄1|ω2|+ d1ϱ1|ω1|
)
⩽

µᾱ1|σ2|
((2m

T
+ λ̄1α1

)
|σ1|+ λ̄1|σ2|+ d1ϱ1|σ1|

)
⩽

µλ̄1ᾱ1σ
2
2 + µα̃1|σ1∥σ2|+ µd1ᾱ1ϱ1|σ1∥σ2|, (28)

其中 α̃1 = ᾱ1(2m/T + λ̄1α1).由引理1容易得到

µα̃1|σ1||σ2| ⩽ µ
k0
3
σ2
1 + µc̄2,3σ

2
2 ,

µd1ᾱ1ϱ1|σ1||σ2| ⩽ µc̃2,3σ
2
2 + µ

d21
4λ

, (29)

其中 c̄2,3(ω1) = 3α̃1/(4k0)和 c̃2,3(ω1) = λᾱ2
1ϱ

2
1σ

2
1均

为C1函数.将式(29)代入(28)可得

σ2
∂ω∗

2

∂ω1
ω̇1 ⩽ µ

k0
3
σ2
1 + µc2,3σ

2
2 + µ

d21
4λ

, (30)

其中c2,3(ω1) = λ̄1ᾱ1 + c̄2,3 + c̃2,3.
将式(26), (27), (30)代入(25)可得

V̇2 ⩽ − µk0σ
2
1 + µ(c2,1 + c2,2 + c2,3)σ

2
2+

µσ2(h(t, x)u+ g(t, x)) + µδ2, (31)

其中δ2 = δ1 + d21/(4λ).根据式 (10),当0 ⩽ t < T时,
控制器为

u = u1 = − ḡ(x)

h
sign(σ2)− ᾰ2(ω1)σ2, (32)

由σi, ω
∗
i 定义可知,σ2(ω2) = ω2 + ᾰ1(ω1)ω1,选取

ᾰ2(ω1)使其满足

ᾰ2(ω1) ⩾
k0 + c2,1 + c2,2 + c2,3

h
. (33)

将式(32)代入式(31)可得

V̇2 ⩽ −µk0(σ
2
1 + σ2

2) + µδmax, (34)

其中δmax是δ2的上界.然后由V2定义及式(34)可得

V̇2 ⩽ −2µk0V2 + µδmax. (35)

通过解以上微分不等式有

V2(t) ⩽ e−2k0

r t
0
µ(τ)dτV2(0)+

δmax
w t

0
e−2k0

r t
τ
µ(s)dsµ(τ)dτ. (36)

对不等式中的积分项
w t

0
µ(τ)dτ求解可得

w t

0
µ(τ)dτ =


T

1 +m
(µ1(t)

m−1 − 1), m ⩾ 2;

T ln
T

T − t
, m = 1.

(37)

对式(36)中的最后1项进行估计

δmax
w t

0
e−2k0

r t
τ
µ(s)dsµ(τ)dτ ⩽

δmax
w t

0
e2k0(−

r t
0
µ(s)ds+

r τ
0

µ(s)ds)µ(τ)dτ =

δmaxe−2k0

r t
0
µ(s)ds

w t

0
e2k0

r τ
0

µ(s)dsd
( w τ

0
µ(s)ds

)
=

δmaxe−2k0

r t
0
µ(s)ds 1

2k0
e2k0

r τ
0

µ(s)ds
∣∣∣t
0
=

δmaxe−2k0

r t
0
µ(s)ds 1

2k0
(e2k0

r t
0
µ(s)ds − 1) =

δmax
2k0

(1− e−2k0

r t
0
µ(s)ds) ⩽ δmax

2k0
. (38)

将式(37), (38)代入(36)可得

V2(t) ⩽ ζ(t)2k0V (0) +
δmax
2k0

. (39)

其中

ζ(t) =

e
T

1+m (1−µ1(t)
m−1), m ⩾ 2;

e−T ln T
T−t ,m = 1.

(40)

由式 (40)易得ζ(0) = 1, ζ(T ) = 0.因此易得V2是有

界的,因此σ1, σ2和ω1, ω2在 [0, T )均是有界的.由式
(9)可知:若ω1, ω2有界,则对于∀t ∈ [0, T ),有 lim

t→T
s =

0成立.

3.2 Case 2 (t ⩾ T )

当t ⩾ T时,有u = u2,系统(3)可以写成

ṡ1 = λ1(t, x)s2 + f1(t, x),

ṡ2 = h(t, x)u2 + g(t, x). (41)

需要注意的是,本文中非匹配项 f1(t, x)的增益

函数具有未知的上界.所以,根据文献 [19]设计的控
制器u2在这种情况下不能保证系统 (41)的有限时间
稳定性.幸运的是,由第1步的分析可知 lim

t→T
s = 0,对

于∀t ∈ [0, T )成立.又由s1, s2的连续性可得:当 t =

T时,有s1 = s2 = 0,进一步可得f1(t, x) = 0在t = T

成立.以上分析表明系统 (41)中的非匹配项在 t = T

时消失,所以系统(41)在t = T时可以进一步简化为

ṡ1 = λ1(t, x)s2,

ṡ2 = h(t, x)u2 + g(t, x). (42)

由控制器u = u2可以保证 si ≡ 0(i = 1, 2)对于

∀t ⩾ T成立.具体分析如下.
step 1: 选取C1正定的Lyapunov函数U1(s1),形

式如下:

U1(s1) =
w s1

s∗1
⌊⌊θ⌉

a
r1 − ⌊s∗1⌉

a
r1 ⌉

2ρ−r2
a dθ. (43)

其中: s∗1 = 0, ρ ≥ a ⩾ r1 > 0.定义ϕ1 = ⌊s1⌉
a
r1 ,易证

|U1(s1)| ⩽ |s1 − s∗1||ϕ1|
2ρ−r2

a ⩽

|s1||ϕ1|
2ρ−r2

a ⩽ 2|ϕ1|
2ρ−τ

a . (44)
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U1(s1)在系统(42)上的导数满足

U̇1(s1) =

λ1(·)⌊ϕ1⌉
2ρ−r2

a s∗2 + λ1(·)⌊ϕ1⌉
2ρ−r2

a (s2 − s∗2). (45)

其中: s∗2 = −β1⌊ϕ1⌉
r2
a 是待设计的虚拟控制器,β1满

足

β1 ⩾ 2β0/λ1, (46)

且β0 > 0为正常数.结合式(45)进一步可得

U̇1(s1) ⩽ −2β0|ϕ1|
2ρ
a + λ1(·)⌊ϕ1⌉

2ρ−r2
a (s2 − s∗2).

(47)

step 2:定义变量ϕ2 = ⌊s2⌉
a
r2 −⌊s∗2⌉

a
r2 和C1正定

的Lyapunov函数U2(s̄2)满足

U2(s̄2) = U1(s1) +W2(s̄2),

W2(s̄2) =
w s2

s∗2
⌊⌊θ⌉

a
r2 − ⌊s∗2⌉

a
r2 ⌉

2ρ−r3
a dθ. (48)

由引理2可得

|W2(s̄2)| ⩽|s2 − s∗2||ϕ2|
2ρ−r3

a ⩽

|⌊s2⌉
a
r2

× r2
a − ⌊s∗2⌉

a
r2

× r2
a ||ϕ2|

2ρ−r3
a ⩽

21−
r2
a |ϕ2|

2ρ−τ
a ⩽ 2|ϕ2|

2ρ−τ
a . (49)

结合式(44), (49)可得

|U2(s̄2)| ⩽ 2(|ϕ1|
2ρ−τ

a + |ϕ2|
2ρ−τ

a ). (50)

由文献[32]可得
∂W2(s̄2)

∂s2
= ⌊ϕ2⌉

2ρ−r3
a ,

∂W2(s̄2)

∂s1
=

2ρ− r3
a

∂⌊s∗2⌉
a
r2

∂s1

w s2

s∗2
⌊⌊θ⌉

a
r2 − ⌊s∗2⌉

a
r2 ⌉

2ρ−r3−a
a dθ.

(51)

结合式(47), (51)可得

U̇2(s̄2) =

U̇1(s1) +
∂W2(s̄2)

∂s2
ṡ2 +

∂W2(s̄2)

∂s1
ṡ1 ⩽

− 2β0|ϕ1|
2ρ
a + λ1(·)⌊ϕ1⌉

2ρ−r2
a (s2 − s∗2)+

⌊ϕ2⌉
2ρ−r3

a (h(t, x)u2 + g(t, x)) +
∂W2(·)
∂s1

ṡ1. (52)

下面对式(52)中的各项进行估计,由引理2可得

|s2| ⩽ |s2 − s∗2|+ |s∗2| ⩽

21−
r2
a |ϕ2|

r2
a + β1|ϕ1|

r2
a . (53)

首先对λ1(·)⌊ϕ1⌉
2ρ−r2

a (s2−s∗2)进行估计.由引理
2和引理3得

λ1(·)⌊ϕ1⌉
2ρ−r2

a (s2 − s∗2) ⩽

λ̄12
1− r2

a |ϕ1|
2ρ−r2

a |ϕ2|
r2
a ⩽

β0

2
|ϕ1|

2ρ
a + b2,1|ϕ2|

2ρ
a , (54)

其中

b2,1 = 21−
r2
a
r2λ̄1

2ρ

((2ρ− r2)2
1− r2

a λ̄1

ρβ0

)(2ρ−r2)/r2
.

其次,对 |∂W2(s̄2)/∂s1|进行估计.由引理2和式
(51)可得∣∣∣∂W2(s̄2)

∂s1

∣∣∣ ⩽
2ρ− r3

a
|s2 − s∗2||ϕ2|

2ρ−r3−a
a

∂⌊s∗2⌉
a
r2

∂s1
⩽

2ρ− r3
a

21−
r2
a |ϕ2|

2ρ−τ−a
a

∂⌊s∗2⌉
a
r2

∂s1
. (55)

易证式(55)中
∂⌊s∗2⌉

a
r2

∂s1
满足∣∣∣∂⌊s∗2⌉ a

r2

∂s1

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∂β1⌊s1⌉
a
r1

∂s1

∣∣∣ ⩽
β1

a

r1
|ϕ1|1−

r1
a ⩽ β̄1|ϕ1|1−

r1
a , (56)

其中 β̄1 = β1
a
r1
.再由式(53)可得

|ṡ1| ⩽ λ̄1(|s2 − s∗2|+ |s∗2|) ⩽

21−
r2
a λ̄1|ϕ2|

r2
a + λ̄1β1|ϕ1|

r2
a . (57)

由式(55)∼ (57)可得∣∣∣∂W2(s̄2)

∂s1
ṡ1

∣∣∣ ⩽
β̃1|ϕ2|

2ρ−τ−a
a |ϕ1|1−

r1
a (|ϕ1|

r2
a + |ϕ2|

r2
a ) ⩽

β0

2
|ϕ1|

2ρ
a + b2,2|ϕ2|

2ρ
a . (58)

其中

β̃1 =
2ρ− r3

a
21−

r2
a β̄1max{21−

r2
a λ̄1, β1λ̄1},

b2,2 =
2ρ− τ − a

2ρ
β̃1

(2(a+ τ)β̃1

ρβ0

) a+τ
2ρ−τ−a

+

2ρ− a+ r1
2ρ

β̃1

(2(a− r1)β̃1

ρβ0

) a−r1
2ρ−a+r1

. (59)

将式(54), (58)代入(52)可得

U̇2(s̄2) ⩽ − β0|ϕ1|
2ρ
a + (b2,1 + b2,2)|ϕ2|

2ρ
a +

⌊ϕ2⌉
2ρ−r3

a (h(t, x)u2 + g(t, x)). (60)

根据式(10),当t ⩾ T时,控制器为

u = u2 = − ḡ(x)

h
sign(ϕ2)− β̆2⌊ϕ2⌉

r3
a . (61)

由ϕ2定义得ϕ2 = ϕ(s2) = ⌊s2⌉
a
r2 + β1⌊s1⌉

a
r1 .选取

β̆2使其满足

β̆2 ⩾ β0 + b2,1 + b2,2
h

. (62)

然后将(61)代入(60)可得

U̇2(s̄2) ⩽ −β0(|ϕ1|
2ρ
a + |ϕ2|

2ρ
a ), t ⩾ T. (63)

鉴于0 < 2ρ/(2ρ − τ) < 1,通过对式 (50)运用引
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理4可得

U
2ρ

2ρ−τ

2 (s̄2) ⩽ 2
2ρ

2ρ−τ (|ϕ1|
2ρ
a + |ϕ2|

2ρ
a ).

由式(63)可得

U̇2(s̄2) ⩽ − β0

22ρ/(2ρ−τ)
U

2ρ
2ρ−τ

2 (s̄2),

所以进一步可得0 ⩽ U2(t) ⩽ U2(T ) = 0对于∀t
⩾ T成立,易得对于∀t ⩾ T ,U2 = 0成立.因此si ≡
0(i = 1, 2)对于∀t ⩾ T成立.

4 仿真结果及分析

下面给出一个数值仿真的算例来验证定理1中
所提出算法的有效性.考虑如下非线性系统:

ẋ1 = x2 + a(t)x1,

ẋ2 = bu+ d. (64)

其中:x1, x2为系统状态, s = x1为系统输出,u为控
制输入, a(t)是上界未知的增益函数, b是未知控制增
益, d(t)是未知扰动.为实现仿真,选取a(t) = 0.5 +

0.1 cos t, b = 2, d(t) = sin t.此处的控制目标为针对
系统 (64)设计控制器u,使得系统输出 s在任意给定

指定时间T内收敛到零.
下面将文献 [33]和文献 [17]中所提出控制器与

本文所提出的控制方案进行比较.值得注意的是文
献 [33]和文献 [17]中均要求未知增益函数a(t)的上

界精确已知,本文则不需要满足这个条件.
1) 标准滑模系统的有限时间控制器.针对系统

(64),根据文献 [5]选取s1 = s, s2 = ṡ = x2 + a(t)x1,
可以得到如下标准滑模系统:

s̈ = h1(t, x)u+ g1(t, x). (65)

其中:h1(t, x) = b, g1(t, x) = (0.5 + 0.1 cos t)x2 −
(0.1 sin t− a2(t))x1 + d.根据文献[33],针对系统(65)
设计有限时间控制器

u = −
(
β2 +

ḡ(x)

h

)
sign(⌊s2⌉2 + β1s1). (66)

其中:β2 = 14.9,β1 = 1,h = 2, ḡ(x) = 1 + 0.6|x1| +
0.6|x2|.

2) 标准滑模系统的固定时间控制器.根据文献
[17],针对标准滑模系统(65)设计固定时间控制器

u = − ḡ(x)

h
sign(ξ2)−

β1(s1)

h
sign⌊ξ2⌉

r3
a −

α0

h
sign⌊ξ2⌉

r3+2r2
a . (67)

其中: ḡ(x) = 1 + 0.6|x1| + 0.6|x2|,h = 2, ξ2 =

⌊s2⌉
a
r2 + β̃

a
r2
1 (s1)⌊s1⌉

a
r1 .选取参数a = r1 = 1, r2 =

3/4, r3 = 1/2, α0 = β0 = 1.另取增益函数 β̃1(s) =

1 + |s|, β1(s) = 13/4 + 2.2(1 + |s|)1/3(1 + 7|s|/3) +

4.1(1 + |s|)32/15(1 + 7|s|/3)8/5.
3) 新滑模系统的指定时间控制器.针对系统

(64),通过选取滑模变量s1 = s = x1, s2 = x2可以

得到带有具有未知非匹配项的更一般的SOSM系统

ṡ1 = s2 + f1(t, x),

ṡ2 = h(t, x)u+ g(t, x). (68)

其中: f1(t, x) = a(t)x1,h(t, x) = b g(t, x) = d.
根据定理1,针对新滑模系统 (68)设计指定时间

SOSM控制器,满足

u1 = − g(x)

h
sign(ω2 + ᾰ1(·)ω1)−

ᾰ2(·)(ω2 + ᾰ1(·)ω1). (69)

其中: ḡ = 1,h = 2,选取参数m = 1, k0 = 0.1,λ =

0.000 1,T = 3, λ̄ = λ = 1, ϱ1 = |s|.

u2 = − g(x)

h
sign(⌊s2⌉

a
r2 + β̆1⌊s1⌉

a
r1 )−

β̆2⌊⌊s2⌉
a
r2 + β̆1⌊s1⌉

a
r1 ⌉

r3
a . (70)

其中: ḡ = 1,h = 2,选取参数a = r1 = 1, r2 =

2/3, r3 = 1/3, τ = −1/3, β̆1 = 3, β̆2 = 5.
仿真结果如图1∼图5所示.图1分别展示了在

指定时间控制器 (69)和有限时间控制器 (70)、有限时
间控制器 (66)以及固定时间控制器 (67)作用下滑模
变量s1的收敛曲线.图2分别展示了在指定时间控制
器 (69)和有限时间控制器 (70)、有限时间控制器 (66)
以及固定时间控制器 (67)作用下滑模变量s2的收敛

曲线.图 3展示了指定时间控制器仿真结果.图 4展
示了有限时间控制器仿真结果.图5展示了固定时间
控制器仿真结果.表1展示了不同初始条件下系统收
敛时间.由图1和图2可以发现,在指定时间控制器作
用下,滑模变量 s1和 s2可以在一个不依赖于初始条

件的指定时间T内收敛到零,且此后都保持在零;在
有限时间控制器作用下,滑模变量 s1和 s2收敛时间

会随着初始条件的增大而增大,无法实现收敛时间不
依赖初始条件.由文献 [17]计算可得,固定时间控制
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器 (67)的收敛时间上界估计满足Tmax = 78.349 s.在
固定时间控制器作用下,滑模变量 s1和 s2可以实现

在一个不依赖于初始条件的固定时间Tmax内收敛到

零,但是对于收敛时间的估计并不精确,且控制器的

抖振情况比较严重.由表1可以发现:在本文所提出
的控制器基础上,系统收敛时间不依赖于初始条件
且可以实现收敛时间提前指定;有限时间控制器的
收敛时间将会随着初始条件的增大而增大;对于固
定时间控制器,当 ||x(0)||∞ ⩾ 3时,系统的实际收
敛时间为T = 6.8 s,可以发现收敛时间的上界估计
Tmax = 78.349 s,远大于系统的实际收敛时间,因此存
在收敛时间过分估计的问题.

表1 5种诊断方法的分类准确度 s

初值 有限时间 固定时间 指定时间

0.1 0.64 3.61 2.99

1 2.07 6.33 3.00

3 3.69 6.79 3.00

6 5.41 6.79 3.01

16 9.70 6.80 3.01

5 结 论

本文针对不确定非线性系统,提出了一种新型指
定时间SOSM控制器.与传统的有限时间SOSM 控
制和固定时间SOSM控制相比,本文所提出的控制器
具有收敛时间不依赖于初始条件且可以提前指定的

优点.众所周知, SOSM系统是最简单的HOSM系统,
所以如何将SOSM系统研究成果推广至HOSM系统
将是我们后续研究的重点.
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