
多智能体系统的分布式快速有限时间二分跟踪一致性

王志超,刘开恩,纪志坚,赵美林

引用本文:
王志超,刘开恩,纪志坚,赵美林. 多智能体系统的分布式快速有限时间二分跟踪一致性[J]. 控制与决策, 2024, 39(10): 3289-
3296.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2023.0575

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

孤岛微电网异构电池储能系统的分布式有限时间次级控制

Distributed finite-time secondary control for heterogeneous battery energy storage systems in an islanded microgrid

控制与决策. 2021, 36(8): 2034-2041   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.0012

参数不确定离散时间系统的有限时间输出反馈预见控制器设计

Design of finite-time output feedback preview controller for discrete-time systems with parameter uncertainty

控制与决策. 2021, 36(9): 2074-2084   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1584

基于神经网络的电力系统暂态稳定分布式自适应控制

Neural network-based distributed adaptive control for power system transient stability

控制与决策. 2021, 36(6): 1407-1414   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1168

一类非线性大系统分散自适应预设性能有限时间跟踪控制

Decentralized adaptive prescribed performance finite-time tracking control for a class of large-scale nonlinear systems

控制与决策. 2020, 35(12): 3045-3052   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0623

自适应事件触发的马尔科夫跳变多智能体系统一致性

Adaptive event-triggered consensus for Markovain jumping multi-agent systems

控制与决策. 2020, 35(11): 2780-2786   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2018.1507

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2023.0575
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.0012
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1584
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1168
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0623
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2018.1507


第 39卷 第 10期 控 制 与 决 策 Vol.39 No.10
2024年 10月 Control and Decision Oct. 2024

多智能体系统的分布式快速有限时间二分跟踪一致性

王志超1, 刘开恩1†, 纪志坚2, 赵美林1

(1. 青岛大学数学与统计学院，山东青岛 266071；2. 青岛大学自动化学院，山东青岛 266071)

摘 要: 研究带有不确定扰动的一阶非线性多智能体系统的分布式快速有限时间二分跟踪一致性问题,其中领导
者具有所有跟随者都未知的外部输入.基于全局有限时间稳定性理论、代数图论和变量变换,提出并分析一种静
态分布式非光滑协议,证明在含扰动的非线性多智能体系统中,所有跟随者能在有限时间内快速地跟踪上时变的
期望状态.该协议的局限性是控制增益会依赖于某些全局信息,如Laplacian矩阵的谱.为了消除这一限制,进一步
设计一种自适应分布式协议.理论分析表明,所考虑的多智能体系统在控制增益不依赖于全局信息的前提下同样
能实现快速有限时间二分跟踪一致性.最后通过两个仿真实例验证所提算法的可行性和有效性.
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Abstract: A distributed fast finite-time bipartite tracking consensus problem for first-order nonlinear multi-agent systems
with uncertain disturbances is studied, where the leader has an external input unknown to all followers. Based on global
finite-time stability theory, algebraic graph theory and variable transformation, a static distributed non-smooth protocol
is proposed and analyzed. It is proved that in a nonlinear multi-agent system with disturbance, all the followers can track
the time-varying expected state rapidly in a finite time. The limitation of this protocol is that the control gains depend on
some global information, such as the spectrum of the Laplacian matrix. In order to eliminate this limitation, an adaptive
distributed protocol is further designed. Theoretical analysis shows that the multi-agent system can achieve fast finite-
time bipartite tracking consensus on the premise that the control gain does not depend on global information. Finally, two
simulation examples are used to verify the feasibility and effectiveness of the proposed algorithms.
Keywords: bipartite consensus；nonlinear multi-agent systems；adaptive control；dynamic leader；finite-time control；
uncertain disturbances

0 引 䀰

近年来,由于网络科学和控制理论的快速发展,
多智能体系统在许多领域均受到广泛关注[1-2].一致
性问题作为智能体之间合作协调控制的基础,具有重
要的现实意义和理论价值.所谓一致性是指随着时
间的演化,多智能体系统中所有智能体的某一个状态
趋于相同.由于其在传感器网络、控制工程、编队、优
化和无人机技术等领域的广泛应用,多智能体系统一

致性问题的研究备受关注[3-6].
在一致性问题的研究中,通常需要考虑3个关键

因素:系统动态、通信网络和控制协议.根据所考虑的
多智能体系统中是否至少存在一个领导者,一致性问
题可以分为无领导者一致性问题和领导跟随一致性

问题,其中领导跟随一致性问题又可以称为跟踪一致
性问题.迄今为止,许多研究都集中在跟踪一致性问
题上,因此产生了许多重要的研究成果[7-8].文献 [7]

收稿日期: 2023-04-28；录用日期: 2023-09-11.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (62033007, 61873136)；山东省自然科学基金项目 (ZR2021MF089).
责任编委: 王燕舞.
†通讯作者. E-mail: kaienliu@aliyun.com.



3290 控 制 与 决 策 第39卷

研究了一类具有未知干扰的高阶多智能体系统的跟

踪一致性问题;文献 [8]研究了在一般有向图下分布
式的二阶时变非线性多智能体系统的跟踪一致性问

题.特别地,领导者具有外部控制输入意味着每个跟
随者可以跟踪时变的期望状态,这具有更广泛的应用
价值.目前,具有动态领导者的跟踪一致性问题的研
究已经获得了许多重要的成果[9-12].文献 [9-10]研究
了具有动态领导者的多智能体系统的跟踪一致性问

题;文献 [11-12]分别研究了具有动态领导者的非线
性多智能体系统的自适应跟踪一致性.

值得注意的是,上述文献所研究的智能体之间的
关系是合作的.但是,在更加实际的情况下,智能体之
间不可避免地存在竞争关系,故用符号图表示同时存
在合作关系和竞争关系的通信网络,其中符号图中的
正边和负边分别表示智能体之间的合作关系和竞争

关系.对此,文献 [13]考虑了存在合作竞争关系的多
智能体系统的二分一致性问题.至今,二分一致性问
题的研究已经具有许多重要成果[14-16].文献 [14-15]
分别研究了符号图下含扰动和自适应事件触发机制

下的多智能体系统的二分一致性;文献 [16]研究了带
有动态领导者的一般线性多智能体系统的二分跟踪

一致性.
从收敛速度的角度,一致性问题可以分为渐近一

致性问题和有限时间一致性问题.上述文献中讨论
的都是渐近收敛,然而,在许多实际应用中常常会用
到有限时间收敛.文献 [17]提出了有限时间一致性
问题.因有限时间收敛相比于渐近收敛具有更好的
抗扰动鲁棒性和更快的收敛速度,有限时间一致性问
题在工程系统中发挥着更重要的作用,已产生大量的
研究成果[18-21].文献 [18]研究了带有干扰的非线性
多智能体系统的有限时间二分一致性问题;文献 [19]
研究了非线性多智能体系统的完全分布式有限时间

一致性问题;文献 [20]研究了基于事件触发机制的离
散非线性多智能体系统的二分跟踪一致性;文献 [21]
研究了非线性多智能体系统的分布式快速有限时间

跟踪一致性.
基于上述成果,本文研究非线性多智能体系统的

分布式快速有限时间二分跟踪一致性问题,其中领
导者具有未知的外部控制输入,且系统存在不确定
扰动.基于全局有限时间稳定性理论,提出并分析两
种分布式的二分跟踪协议.不同于文献 [19, 21]中关
于无符号网络下的跟踪一致性问题的研究,本文考
虑的多智能体系统中既存在合作关系又存在竞争关

系,因此本文研究的通信网络更具有一般性和实用价

值.相对于文献 [14, 16]所研究的都是符号网络下的
渐近收敛,本文考虑的是快速有限时间收敛,使得控
制系统对内在的非线性动力学和有界不确定扰动具

有鲁棒性.与文献 [18, 20]相比,所提出的自适应控制
协议可消除对全局信息的依赖,更适合于实际应用.

1 预备知䇶和问题陈述

1.1 预备知识

多智能体系统的通信网络可以描述为一个无向

符号图G = {V, E ,A}.其中:V = {v1, v2, . . . , vN}为
节点集, E ⊆ V × V为无向边的集合,A = [aij ] ∈
RN×N为系统的邻接矩阵.如果(vi, vj) ∈ E ,则aij =

aji ̸=0,否则aij = 0. aij的符号反映了节点vi与节点

vj之间的关系,其中aij > 0(aij < 0)表示节点vi与

节点vj之间存在合作 (竞争)关系.如果边 (vj , vi)存

在,则 vi, vj互为邻居.本文考虑不含自环的图,即
aii = 0.符号图G的度矩阵定义为D = diag{d11, d22,

. . . , dNN} ∈ RN×N .其中: dii=
N∑
j=1

|aij |, i ∈ I ≜ {1,

2, . . . , N}.符号图G的Laplacian矩阵定义为L = [lij ]

∈ RN×N .其中: lii =
N∑

j=1,j ̸=i

|aij |, lij = −aij , i ̸= j, i,

j ∈ I .根据上述内容可以得到L = D − A,且L是对
称的.
图G中节点 vi与节点 vj之间的一条路径是由

图G中不同节点 vik(k = 1, 2, . . . , l)组成的边序列

(vi, vi1), (vi1, vi2), . . . , (vil, vj).若无向图G中任意两
个不同节点vi与vj之间都存在一条路径,则称图G是
连通的.
符号说明:R⩾0,Rp和Rp×q分别表示非负实数

集、p维实向量和p × q维实矩阵构成的集合.对于
任意实矩阵A ∈ Rp×p,其转置记为AT.若A为对称

矩阵,则A > 0(A ⩾ 0)意味着A是正定 (半正定)的.
λmin(A)表示矩阵A的最小特征值,λmax(A)表示矩

阵A的最大特征值. 0表示所有元素都是 0的列向
量, 1N∈RN表示所有元素都是1的N维列向量.对
于任意 q = [q1, q2, . . . , qN ]

T∈RN和常数α>0,定义
sgn(q)=[sgn(q1), sgn(q2), . . . , sgn(qN)]

T, ⟨q⟩α=[⟨q1⟩α,
⟨q2⟩α, . . . , ⟨qN ⟩α]T, ⟨qi⟩α = sgn(qi)|qi|α, i ∈ I ,其中
sgn(·)为符号函数.
定义1 [13] 如果节点集V存在一个二部划分V1

和V2,其中V1和V2是非空子集,V1

∪
V2 = V ,V1

∩
V2 = ∅,且满足当vi, vj ∈ Vk, k ∈ {1, 2}时, aij ⩾ 0,
当vi ∈ Vk, vj ∈ V3−k时, aij ⩽ 0,则称符号图G是结
构平衡的.
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引理1 [13] 如果符号图G是结构平衡的,则存在
对角矩阵S = diag{s1, s2, . . . , sN} ∈ RN×N ,其中
si ∈ {±1}, i ∈ I ,使得SAS所有元素非负.

1.2 问题陈述

考虑由N个跟随者与一个领导者组成的多智能

体系统,其中领导者标记为0,N个跟随者标记为1 ∼
N ,每个智能体的动态方程描述如下:

ẋi(t) = ui(t) + f(t, xi(t)) + di(t, xi(t)), i ∈ I0. (1)

其中:xi(t)∈Rn, ui(t)∈Rn, f(t, xi(t)) :R⩾0 ×Rn →
Rn和di(t, xi(t)) :R⩾0×Rn → Rn分别为智能体i的

状态、控制输入、非线性项和不确定的干扰项; I0 ≜
I
∪
{0}.在本文中假设n = 1,利用Kronecker积可以

将结果推广到高维多智能体系统.
为了刻画N个跟随者与一个领导者之间的相互

作用,定义一个扩展图 Ĝ,它由图G、领导者以及领
导者与其通信的跟随者之间的边组成.定义 |B| =

diag{|b1|, |b2|, . . . , |bN |} ∈RN×N .其中:如果智能体 i

可以接收到领导者的信息,则 |bi| > 0;否则 |bi| = 0.
假设1 符号图G是连通的、无向的和结构平衡

的,并且至少有一个跟随者与领导者有边.若多个跟
随者与领导者有边,应满足:当υi, υj ∈ Vk时, bibj ⩽
0;当υi ∈ Vk, υj ∈ V3−k时, bibj ⩾ 0.其中k ∈ {1, 2}.
由引理 1和假设 1可得存在 S ∈RN×N ,使得

SLS的对角线元素均非负,非对角线元素均非正.定
义H = L̄ + |B|,其中L = SLS ,由假设1可知H是正
定的,即H > 0[21],当 |bi| > 0时,由于sgn(bi) = ±si都

满足假设1,本文中不妨令sgn(bi) = si.
引理2 [12] 设图G为一个无符号的无向连通图,

图 Ĝ为至少有一个跟随者与领导者有边的相应扩
展图,A = [aij ] ∈ RN×N为图G的邻接矩阵,B =

diag{b1, b2, . . . , bN}表示领导者与跟随者之间的通
信关系.其中:如果智能体 i可以接收到领导者的信

息,则bi > 0;否则 bi = 0.定义H = L + B,其中L
为与图G相关联的Laplacian矩阵,则对于任意向量
z = [z1, z2, . . . , zN ]T ∈ RN ,有

zTHz =
1

2

N∑
i=0

N∑
j=0

aij(zi − zj)
2.

其中: z0 = 0, ai0 = a0i = bi ⩾ 0, i ∈ I .
定义2 考虑多智能体系统 (1),如果对于任意初

始值xi(0), i ∈ I0,存在依赖于控制输入ui(t)和初始

值的稳定时间T > 0,使得下式成立: lim
t→T

sixi(t) = x0(t),

sixi(t) = x0(t), ∀t ⩾ T, i ∈ I.
(2)

则称式(1)能实现具有动态领导者的有限时间二分跟

踪一致性.
为了研究带有动态领导者和不确定干扰的快速

有限时间二分跟踪一致性问题,列出一些有用的假设
和引理.
假设2 (全局利普希兹条件) 存在正常数θ,使得

对于任意的(t, x1), (t, x2) ∈ R⩾0 ×R,有

|f(t, x1)− f(t, x2)| ⩽ θ|x1 − x2|.

此外, f(t, x)是关于x的奇函数.
假设3 干扰项di(t, xi(t))是连续有界的,即存

在dm > 0,使得 |di(t, xi(t))| ⩽ dm.
假设4 存在正常数ω0,使得对于任意的 t ⩾ 0

都有 |u0(t)| ⩽ ω0,即u0(t)一致有界.
引理3 [21] 考虑微分方程

ṗ(t) = f(p(t)), p(t0) = p0. (3)

其中: f(0) = 0, p(t) ∈ RN .若存在一个正定连续函
数V (p) : RN → R满足 V̇ (p)+a1V (p)+a2(V (p))ρ ⩽
0,其中a1 > 0, a2 > 0且0 < ρ < 1,则系统 (3)是全局
快速有限时间稳定的,且其稳定时间满足

T (p0) ⩽
1

a1(1− ρ)
ln
(a1−ρ

1 V (p0) + a2
a2

)
.

引理 4 [18] 对于 δ1, δ2, . . . , δN ⩾ 0, h > 1,

0 < k ⩽ 1,有
N∑
j=1

δkj ⩾
( N∑

j=1

δj

)k

,
N∑
j=1

δhj ⩾ N1−h
( N∑

j=1

δj

)h

.

引理 5 [21] 若W = [wij ]∈RN×N是对称矩

阵, f(·)是奇函数,则对于任意的xi, yi∈R,都有

2
N∑

i,j=1

wijxif(yi − yj) =
N∑

i,j=1

wij(xi − xj)f(yi − yj).

2 ѫ要结果

2.1 静态协议下的快速有限时间二分跟踪一致性

为实现多智能体系统(1)的快速有限时间二分跟
踪一致性,对于每个跟随者i,提出以下分布式协议:

ui(t) = − α

N∑
j=0

|aij |⟨xi(t)− sgn(aij)xj(t)⟩
m
n −

β

N∑
j=0

|aij |(xi(t)− sgn(aij)xj(t))−

γ

N∑
j=0

|aij |sgn(xi(t)− sgn(aij)xj(t)). (4)

其中:α, β, γ为待设计的正的控制增益;m,n为正奇

数,且m < n.
定理1 假定假设1∼假设4成立,控制增益满足

β =
2θ + C

2λmin(H)
, γ =

2
√
2Ndm +

√
2Nω0√

λmin(H̃)
.
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其中:C > 0为常数; H̃与H具有相同的结构,其元
素为将原H中的 |aij |替换为a2ij .那么,利用控制协议
(4)可以实现多智能体系统 (1)的快速有限时间二分
跟踪一致性,并且稳定时间T1满足

T1 ⩽ 2n

C(n−m)
×

ln
(CV1

n−m
2n (0) + α2

m
n λ

n+m
2n

min (
⌣

H)

α2
m
n λ

n+m
2n

min (
⌣

H)

)
. (5)

其中:
⌣

H与H具有相同的结构,其元素为将原H中的
|aij |替换为a

2n
n+m

ij .
证明 令 x̂i(t) = sixi(t), ûi(t) = siui(t), i ∈ I ,

以及 x̂0(t) = x0(t), û0(t) = u0(t),那么由方程 (1)和
假设2可得

˙̂xi(t) = ûi(t) + f(t, x̂i(t)) + sidi(t, xi(t)), i ∈ I.

(6)

利用式 (4)以及sisjaij = |aij |, s
m
n

i = si和s2i = 1可

以得到

ûi(t) = − α

N∑
j=0

âij⟨x̂i(t)− x̂j(t)⟩
m
n −

β
N∑
j=0

âij(x̂i(t)− x̂j(t))−

γ
N∑
j=0

âijsgn(x̂i(t)− x̂j(t)), (7)

其中 âij = |aij |.令ei(t) = x̂i(t)− x0(t), i ∈ I0.由式
(1)和(6)可得ei(t)(i ∈ I)的动态描述

ėi(t) = ûi(t) + f(t, x̂i(t)) + sidi(t, xi(t))−

u0(t)− f(t, x0(t))− d0(t, x0(t)). (8)

选取V1(t) =
1

2

N∑
i=1

ei
2(t)为Lyapunov候选函数.

由式(7)和(8)可得V1关于t的导数

V̇1(t) =

N∑
i=1

ei(t)ėi(t) =

N∑
i=1

ei(t)[ûi(t) + f(t, x̂i(t)) + sidi(t, xi(t))−

u0(t)− f(t, x0(t))− d0(t, x0(t))] =

N∑
i=1

ei(t)[f(t, x̂i(t))− f(t, x0(t))]+

N∑
i=1

ei(t)[sidi(t, xi(t))− d0(t, x0(t))]+

N∑
i=1

ei(t)ûi(t)−
N∑
i=1

ei(t)u0(t). (9)

基于假设2∼假设4可以得到

N∑
i=1

ei(t)[f(t, x̂i(t))− f(t, x0(t))] ⩽

θ
N∑
i=1

ei(t)|x̂i(t)− x0(t)| ⩽ 2θV1, (10)

N∑
i=1

ei(t)[sidi(t, xi(t))− d0(t, x0(t))] ⩽

2dm

N∑
i=1

|ei(t)|, (11)

−
N∑
i=1

ei(t)u0(t) ⩽ ω0

N∑
i=1

|ei(t)|. (12)

由式(7)和引理5可以得到
N∑
i=1

ei(t)ûi(t) = − α

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|
n+m

n −

β

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|2−

γ

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|. (13)

结合式(9)∼ (13)可以得到

V̇1(t) ⩽ (2dm + ω0)
N∑
i=1

|ei(t)|+ 2θV1−

α

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|
n+m

n −

β

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|2−

γ

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|.

再由引理4可以得到

V̇1(t) ⩽ (2dm + ω0)N
1
2

( N∑
i=1

|ei(t)|2
) 1

2

+ 2θV1−

α

2

( N∑
i,j=0

â
2n

n+m

ij |ei(t)− ej(t)|2
)n+m

2n −

β

2

N∑
i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|2−

γ

2

( N∑
i,j=0

â2ij |ei(t)− ej(t)|2
) 1

2

. (14)

再由引理2和e0(t) = 0可以进一步得到

N∑
i,j=0

â
2n

n+m

ij |ei(t)− ej(t)|2 = 2eT(t)
⌣

He(t) ⩾

4λmin(
⌣

H)V1, (15)
N∑

i,j=0

âij |ei(t)− ej(t)|2 = 2eT(t)He(t) ⩾

4λmin(H)V1, (16)
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N∑
i,j=0

â2ij |ei(t)− ej(t)|2 = 2eT(t)H̃e(t) ⩾

4λmin(H̃)V1. (17)

结合式(14)∼ (17)可以得到

V̇1(t) ⩽ (2
√
2dmax +

√
2ω0)N

1
2V1

1
2 + 2θV1−

2
m
n αλ

n+m
2n

min (
⌣

H)V1

n+m
2n − 2βλmin(H)V1−

γλ
1
2

min(H̃)V1

1
2 =

− α2
m
n λ

n+m
2n

min (
⌣

H)V1

n+m
2n − CV1,

上式是基于β和γ的选定值.当 sgn(bi) = −si时,同
理可以得到相同的结果.然后根据引理3得到系统
(8)是快速有限时间稳定的,其稳定时间由式 (5)估计,
这意味着多智能体系统(1)的快速有限时间二分跟踪
一致性问题得到了解决. 2
注1 与文献[18]和文献 [21]等诸多有关有限时

间一致性问题研究的成果不同,本文提出的系统 (1)
既存在非线性项又存在干扰项,协议 (4)解决了该系
统的快速有限时间二分动态跟踪一致性问题,使得即
便系统存在有界扰动,每个跟随者仍可以在有限时间
内跟踪上时变的期望状态.

2.2 自适应协议下的快速有限时间二分跟踪一致性

定理1表明,在控制增益β和γ满足一定条件下,
多智能体系统(1)的快速有限时间二分跟踪一致性可
以通过协议 (4)实现.此时,控制增益依赖于一些全局
信息,如Laplacian矩阵的谱、领导者的控制输入和不
确定干扰的界.但是在一些现实的系统中,这种全局
信息很难获取.为了克服这一不足,提出一种改进的
分布式自适应控制协议

ui(t) = − α
⟨ N∑

j=0

|aij |(xi(t)− sgn(aij)xj(t))
⟩m

n −

βi(t)

N∑
j=0

|aij|(xi(t)−sgn(aij)xj(t))−γi(t)×

sgn
( N∑

j=0

|aij |(xi(t)− sgn(aij)xj(t))
)
. (18)

其中:α > 0; m,n为正奇数,m < n;βi(t), γi(t)为自
适应控制增益,分别满足

β̇i(t) =
( N∑

j=0

|aij |(x̂i(t)− x̂j(t))
)2

,

γ̇i(t) =
∣∣∣ N∑
j=0

|aij |(x̂i(t)− x̂j(t))
∣∣∣, i ∈ I.

定理2 假定假设1∼假设4成立.利用控制协
议 (18)可实现多智能体系统 (1)的自适应快速有限时
间二分跟踪一致性.

证明 同定理1中的证明,利用式(18)可得

ûi(t) = − α
⟨ N∑

j=0

âij(x̂i(t)− x̂j(t))
⟩m

n −

βi(t)

N∑
j=0

âij(x̂i(t)− x̂j(t))−

γi(t)sgn
( N∑

j=0

âij(x̂i(t)− x̂j(t))
)
.

令 x̂ = [x̂1, x̂2, . . . , x̂N ]
T
, e = [e1, e2, . . . , eN ]

T
, Λ

= diag{β1, β2, . . . , βN}, Υ = diag{γ1, γ2, . . . , γN},
f(t, x̂) = [f(t, x̂1), f(t, x̂2), . . . , f(t, x̂N )]

T
, d̄(t, x) =

[s1d1(t, x1), s2d2(t, x2), . . . , sNdN (t, xN )]
T.此 时, 可

以将误差系统描述为

ė(t) = f(t, x̂)− 1Nf(t, x0) + d̄(t, x)− 1Nd0(t, x0)−

α⟨He⟩
m
n − ΛHe− Υ sgn(He)− 1Nu0(t).

(19)

选取V2 = V3+V4+V5为Lyapunov候选函数.其

中:V3 = eTHe,V4 =
N∑
i=1

(γ̂ − γi(t))
2, γ̂ = 2dm + ω0,

V5 =
N∑
i=1

(β̂ − βi(t))
2
, β̂ =

θ2

2λ2
min(H)

+ k1 +
1

2
, k1 >

0.由式(19)可以得到V3关于t的导数为

V̇3(t) =

2eTH(f(t, x̂)− 1Nf(t, x0)− α⟨He⟩
m
n − ΛHe+

d̄(t, x)− 1Nd0(t, x0)− Υ sgn (He)− 1Nu0(t)).

定义 ζi =
N∑
j=0

âij(x̂i − x̂j),基于假设2∼假设4

可以得到

2eTH(f(t, x̂)− 1Nf(t, x0)) ⩽(
1 +

θ2

λ2
min(H)

)
eTHHTe,

2eTH(d̄(t, x)− 1Nd0(t, x0)) ⩽ 4dm

N∑
i=1

|ζi|,

− 2eTH1Nu0(t) ⩽ 2ω0

N∑
i=1

|ζi|.

根据引理 4, k1 > 0和 2eTHΛHe = 2k1e
THHe +

eTH(2Λ− 2k1I)He,可以得到

eTH⟨He⟩
m
n ⩾ (eTHHe)

n+m
2n ⩾ λ

n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n ,

− 2eTHΛHe ⩽−eTH(2Λ−2k1I)He− 2k1λmin(H)V3.

则V3的导数满足

V̇3(t) ⩽
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(
1 +

θ2

λ2
min(H)

) N∑
i=1

ζ2i −
N∑
i=1

(2βi(t)− 2k1)ζ
2
i +

(4dm + 2ω0)

N∑
i=1

|ζi| − 2

N∑
i=1

γi(t)|ζi|−

2k1λmin(H)V3 − 2αλ
n+m
2n

min (H)V
n+m
2n

3 .

由于V4和V5关于t的导数分别为 V̇4 = −2

N∑
i=1

γ̂|ζi|+

2
N∑
i=1

γi(t)|ζi|和 V̇5 = −2
N∑
i=1

β̂ζ2i +2
N∑
i=1

βi(t)ζ
2
i ,那么

V̇2(t) ⩽
(
2k1 − 2β̂ + 1 +

θ2

λ2
2(H)

) N∑
i=0

ζi
2+

(4dm + 2ω0 − 2γ̂)

N∑
i=0

|ζi|−

2k1λmin(H)V3 − 2αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n ⩽

− 2k1λmin(H)V3 − 2αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n .

(20)

式 (20)说明V2(t)是有界的,并且βi(t)也是有界

的,进而存在一个常数∆ > 0满足 |βi(t)| < ∆, i ∈ I ,
由 γ̇i(t)的定义可知, γi(t)在 [0,+∞)上是增函数,令
γi(0) > γ̂, i ∈ I ,Ξ = min{γi(0), i ∈ I},因此

V̇3(t) = V̇2(t)− V̇4(t)− V̇5(t) ⩽

− 2k1λmin(H)V3 − 2αλ
n+m
2n

min (H)V
n+m
2n

3 +

(2β̂ + 2∆)

N∑
i=1

ζ2i + (2γ̂ − 2Ξ)

N∑
i=1

|ζi| ⩽

− 2k1λmin(H)V3 − 2αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n +

(2β̂ + 2∆)λmax(H)V3 ⩽

− 2k1λmin(H)V3 − αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n +

V3

n+m
2n [(2β̂ + 2∆)λmax(H)V3

n−m
2n −

αλ
n+m
2n

min (H)]. (21)

定义0 < τ ⩽ [αλ
n+m
2n

min (H)/(2β̂ + 2∆)λmax(H)]
2n

n−m

和

集合φ = {e(0)|eT(0)He(0) ⩽ τ},下面讨论两种情
况.

情况1 如果e(0) ∈ φ,则

(2β̂ + 2∆)λmax(H)V
n−m
2n

3 ⩽ αλ
n+m
2n

min (H),

进而由式(21)可以得到

V̇3(t) ⩽ −2k1λmin(H)V3 − αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n . (22)

又因f(V3) ≜ (2β̂ + 2∆)λmax(H)V
(n−m)/2n
3 是关于V3

的增函数且满足f(0) = 0,从而保证 (22)在e(0) ∈ φ

的条件下始终成立.由引理3可知,V3(t)可以在有限

时间内收敛到0.从而,多智能体系统 (1)的自适应快

速有限时间二分跟踪一致性可以实现,并且稳定时间
为

T2 ⩽ n

k1λmin(H)(n−m)
×

ln
(2k1λmin(H)V

n−m
2n

3 (0) + αλ
n+m
2n

min (H)

αλ
n+m
2n

min (H)

)
,

其中k1 > 0为常数.
情况2 如果e(0) /∈ φ,则V3(0) > τ .下面证明

存在时间T3 > 0,使得V3(t) ⩽ τ, t > T3.否则,对于
任意的µ > 0,有V3(µ) > τ .因为式(20)成立,所以

V2(0) ⩾V2(0)− V2(µ) ⩾w µ

0
(2k1λmin(H)V3(s)+

2αλ
n+m
2n

min (H)V3

n+m
2n (s))ds >

2k1λmin(H)τµ+ 2αλ
n+m
2n

min (H)τ
n+m
2n µ.

这与V2(0)是有界的相矛盾.因此,对于 t > T3 =

V2(0)/(2k1λmin(H)τ+2αλ
(n+m)/(2n)
min (H)τ (n+m)/(2n)),

有V3(t) ⩽ τ .再由情况1可知,经T3之后系统 (1)的稳
定时间为

T4 ⩽ n

k1λmin(H)(n−m)
×

ln
(2k1λmin(H)V

n−m
2n

3 (T3) + αλ
n+m
2n

min (H)

αλ
n+m
2n

min (H)

)
.

根据以上分析可以得到V3(t)在有限时间内收敛

到0,这表明多智能体系统(1)的自适应快速有限时间
二分跟踪一致性是可以实现的.进一步,当V3(0) >

τ ⩾ V3(T3)时,T = T4 + T3,否则T = T2.
再由V2单调递减且有界可知V2将收敛到一个

常数,从而V4和V5也将分别收敛到一个常数,即自适
应控制增益βi(t), γi(t)将分别收敛到一个常数. 2
注2 相较于文献 [21],定理2解决了带有扰动

的非线性多智能体系统的自适应有限时间二分跟踪

一致问题,所提出的自适应控制协议同时消除了控制
增益对Laplacian矩阵的谱、领导者控制输入和不确
定干扰的界的依赖.

3 仿真实验

本节给出一些仿真实例来验证理论结果.考虑
由单个领导者 (标记为0)和5个跟随者 (标记为1∼ 5)
组成的多智能体系统(1),其通信网络如图1所示.

0 1 2

3 4 5

-1-2 -3-1

22

1 3

图 1 通信网络
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从图1中可以看出,所有智能体被划分为两个子
群V1 = {v1, v2}和V2 = {v3, v4, v5}.只有智能体1和
智能体4可以接收到领导者的信息,令B = diag{2, 0,
0,−1, 0},则

H =



7 −2 0 −2 −1

−2 5 0 0 −3

0 0 1 −1 0

−2 0 −1 7 −3

−1 −3 0 −3 7


.

令di(t, xi(t))= sin(xi(t)), f(t, xi(t))= sin(xi(t))

+ 1.5 arctan(xi(t)), i = 0, 1, 2, 3, 4, 5.选择初始值为
x(0) = [8,−5, 3,−8,−1, 1]

T
, α = 45, C = 0.1, θ, m

= 1, n = 25,领导者的控制输入u0(t) = cos(x0(t)),
则 |u0(t)| ⩽ 1.经过计算可以得到λmin(H) = 0.450 6,

λmin(H̃) = 0.523 0.
例1 考虑跟随智能体采用控制协议 (4)的多智

能体系统(1).
由定理1可得β = 2.330 0, γ = 13.118 2.智能体

的状态轨迹如图2所示.

0.1 0.2 0.30
-10

-5

0

5

10

x
t

i
(

)

t / s

x1 x2 x3

x4 x5 x0

图 2 控制协议 (4)下的状态xi轨迹

从图2中可以看出,跟随者可以在0.1 s左右的时
间内跟踪到领导者,其中智能体1和智能体2收敛到
与领导者相同的状态,而智能体3∼智能体5收敛到
与领导者相反的状态.
例2 考虑跟随智能体采用控制协议 (18)的多

智能体系统 (1).取β1(0) = 1, β2(0) = 6, β3(0) =

15, β4(0) = 3, β5(0) = 9, γ1(0) = 3, γ2(0) =

5, γ3(0) = 4, γ4(0) = 7, γ5(0) = 6, α = 3.它的状
态轨迹和两个自适应增益轨迹如图3∼图5所示.

0.2 0.4 0.60
-10

-5

0

5

10

x
t

i
(

)

t / s

x1 x2 x3

x4 x5 x0

0.1 0.3 0.5

图 3 控制协议 (18)下的状态xi轨迹

0.04 0.08 0.100
0

20
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40

β
i(

)t

t / s

β1 β2 β3

β4 β5

0.02 0.06

10

图 4 控制协议 (18)下的自适应增益βi轨迹

0.04 0.08 0.100
0

12

γ
i(

)t

t / s

γ1 γ2 γ3

γ4 γ5

0.02 0.06

8

4

图 5 控制协议 (18)下的自适应增益γi轨迹

从图 3中可以看出,跟随者能在 0.13 s左右跟踪
到领导者,其中智能体1和智能体2收敛到与领导者
相同的状态,而智能体3∼智能体5收敛到与领导者
相反的状态.从图4和图5中可以看出,自适应增益随
时间的变化,最终收敛到某一常数.

4 结 论

本文研究了具有动态领导者和不确定扰动的一

阶非线性多智能体系统的分布式快速有限时间二分

跟踪一致性.基于全局有限时间稳定性理论,分别提
出并分析了静态分布式协议和自适应分布式协议,后
者在前者的基础上消除了控制增益对全局信息的依

赖,这具有更实用的价值.最后,通过两个仿真实例验
证了理论结果的有效性.未来工作将考虑具有矩阵
加权网络或二阶多智能体系统的有限时间二分跟踪

一致性问题.

参考文献(References)

[1] 杨光红, 张志慧.基于区间观测器的动态系统故障诊
断技术综述 [J].控制与决策, 2018, 33(5): 769-781.
(Yang G H, Zhang Z H. Review of interval observer
based fault diagnosis techniques for dynamic systems[J].
Control and Decision, 2018, 33(5): 769-781.)

[2] 董新民, 丁超, 陈勇, 等. 完全分布式异构多智能
体系统有限时间跟踪 [J]. 控制与决策, 2020, 35(4):
870-876.
(Dong X M, Ding C, Chen Y, et al. Fully distributed
finite-time tracking of heterogeneous multi-agent
systems[J]. Control and Decision, 2020, 35(4):



3296 控 制 与 决 策 第39卷

870-876.)
[3] 王祥科,李迅,郑志强.多智能体系统编队控制相关问

题研究综述 [J].控制与决策, 2013, 28(11): 1601-1613.
(Wang X K, Li X, Zheng Z Q. Survey of developments
on multi-agent formation control related problems[J].
Control and Decision, 2013, 28(11): 1601-1613.)

[4] Ren W. Multi-vehicle consensus with a time-varying
reference state[J]. Systems & Control Letters, 2007,
56(7/8): 474-483.

[5] Zhang C F, Wu H, He J, et al. Consensus tracking for
multi-motor system via observer based variable structure
approach[J]. Journal of the Franklin Institute, 2015,
352(8): 3366-3377.

[6] Liu K E, Ji Z J, Ren W. Necessary and sufficient
conditions for consensus of second-order multiagent
systems under directed topologies without global gain
dependency[J]. IEEE Transactions on Cybernetics, 2017,
47(8): 2089-2098.

[7] Sun C, Hu G Q, Xie L H. Robust consensus tracking for a
class of high-order multi-agent systems[J]. International
Journal of Robust and Nonlinear Control, 2016, 26(3):
578-598.

[8] Li ZX, Ji HB. Distributed consensus and tracking control
of second-order time-varying nonlinear multi-agent
systems[J]. International Journal of Robust andNonlinear
Control, 2017, 27(17): 3549-3563.

[9] Ma Z G, Liu Z X, Chen Z Q. Leader-following
consensus of multi-agent system with a smart leader[J].
Neurocomputing, 2016, 214: 401-408.

[10] 周托, 刘全利, 王东, 等.积分事件触发策略下的线性
多智能体系统领导跟随一致性 [J].控制与决策, 2022,
37(5): 1258-1266.
(Zhou T, Liu Q L, Wang D, et al. Leader-following
consensus for linear multi-agent systems based on
integral-type event-triggered strategy[J]. Control and
Decision, 2022, 37(5): 1258-1266.)

[11] Yu W W, Ren W, Zheng W X, et al. Distributed control
gains design for consensus in multi-agent systems with
second-order nonlinear dynamics[J]. Automatica, 2013,
49(7): 2107-2115.

[12] Sharifi A, Pourgholi M. Adaptive controller design for
fixed-time leader-following consensus of multi-agent
systems with discontinuous dynamics[J]. International
Journal of Control, 2022, 95(3): 830-839.

[13] Altafini C. Consensus problems on networks with
antagonistic interactions[J]. IEEE Transactions on
Automatic Control, 2013, 58(4): 935-946.

[14] 马小陆,谭毅波,梅宏.符号图下含扰动的多智能体系
统预定时间二分一致性 [J].控制与决策, 2024, 39(5):
1517-1526.
(Ma X L, Tan Y B, Mei H. Predefined-time bipartite
consensus of multi-agent systems with disturbances
under signed graph[J]. Control and Decision, 2024,
39(5): 1517-1526.)

[15] Xu H C, Su H S, Wang Q M, et al. Semi-global adaptive
bipartite output consensus of multi-agent systems subject
to input saturation and external disturbance under
switching network[J]. International Journal of Control,
Automation and Systems, 2021, 19(9): 3037-3048.

[16] Wen G H, Wang H, Yu X H, et al. Bipartite tracking
consensus of linear multi-agent systems with a dynamic
leader[J]. IEEE Transactions on Circuits and Systems II:
Express Briefs, 2018, 65(9): 1204-1208.

[17] Cortés J. Finite-time convergent gradient flows with
applications to network consensus[J]. Automatica, 2006,
42(11): 1993-2000.

[18] Han T, Guan ZH, Xiao B, et al. Bipartite average tracking
for multi-agent systems with disturbances: Finite-time
and fixed-time convergence[J]. IEEE Transactions on
Circuits and Systems I: Regular Papers, 2021, 68(10):
4393-4402.

[19] Zhao L, Liu Y G, Li F Z, et al. Fully distributed adaptive
finite-time consensus for uncertain nonlinear multiagent
systems[J]. IEEE Transactions on Cybernetics, 2022,
52(7): 6972-6983.

[20] Sharifi A, Pourgholi M. Fixed-time bipartite consensus
of nonlinear multi-agent systems using event-triggered
control design[J]. Journal of the Franklin Institute, 2021,
358(17): 9178-9198.

[21] He S L, Wang H, Yu W W. Distributed fast finite-time
tracking consensus of multi-agent systems with a
dynamic leader[J]. IEEE Transactions on Circuits and
Systems II: Express Briefs, 2022, 69(4): 2176-2180.

作者简介

王志超 (1998−),男,硕士生,从事多智能体系统控制与
应用的研究, E-mail: 2021020271@qdu.edu.cn;
刘开恩 (1974−), 男, 副教授, 博士, 从事方程稳定性理

论、多智能体系统分布式协作控制等研究, E-mail: kaienliu
@aliyun.com;

纪志坚 (1973−), 男, 教授, 博士, 从事多智能体网络系
统、多机器人系统的分布式协调控制、复杂网络的分析与

控制等研究, E-mail: jizhijian@pku.org.cn;
赵美林 (1998−),女,硕士生,从事多智能体系统控制与

应用的研究, E-mail: 2021020274@qdu.edu.cn.


