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一类具有不稳定子系统的时滞切换非线性正系统

指数稳定性
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摘 要: 研究具有不稳定模态的时滞切换非线性正系统的指数稳定问题.首先,针对具有不稳定模态的时滞切换
非线性正系统,基于改进的Halanay不等式技术结合多重最大分离Lyapunov函数,并设计模态依赖的切换策略,建
立系统指数稳定的充分条件;其次,由于不再限制子系统运行的最小驻留时间,相比已有结果该条件的保守性更
低,并且时滞切换线性正系统指数稳定作为该结果的特殊情况也被得到;最后,通过给定的数值实例展示理论结果
的有效性.
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Exponential stability for a class of switched nonlinear positive systems
with partial unstable subsystems and time-delay
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Abstract: This article investigates exponential stability problems of switched nonlinear positive systems (SNPSs) with
partial unstable subsystems and time-delay. Firstly, based on improved Halanay inequality technique combined with
multiple max-separable Lyapunov functions, and designing mode dependent average dwell time (MDADT) switching
strategies, sufficient conditions of exponential stability of the SNPS are obtained. Then, the conservatism of stability
conditions is lower than the previous results due to no restrictions on minimum dwell time of each subsystem, and
exponential stability conditions of switched positive linear systems including time-delay, as the special cases, are
concluded. Finally, a given example is shown to illustrate the effectiveness of theoretical results.
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0 引 䀰

当系统具有非负的初始状态和控制输入时,系统
的状态变量及控制输出变量总是非负的,满足上述条
件的系统称为正系统,其在生物、化学及网络等领域
中具有广泛应用,如TCP网络拥塞控制[1]、病毒逃逸

问题[2]和事件触发输出反馈控制[3]等.切换正系统
由一组均为正的子模态和一个用于控制各模态间切

换的规则构成,在多智能体系统[4]和有限时间控制[5]

等研究中具有大量应用.
稳定性问题作为切换正系统研究的一个热点

问题,有着丰富的研究成果,其中一个基本的技术
路线是构建不同类型的Lyapunov函数,如余正 (co-
positive) Lyapunov函数[6]、离散化Lyapunov函数[7-8]

和最大分离Lyapunov函数[9-11]等.此外,针对实际系
统建模时通常要考虑时滞的影响,时滞不仅使系统状
态行为更加复杂,也使得稳定性分析更加困难.针对
时滞切换线性系统,基于Halanay不等式,从屾等[12]

建立二次型Lyapunov函数分析了具有时滞的切换
线性系统的指数稳定性问题.依赖调整稳定和不稳
定子系统合理的运行时间比例,文献 [13]建立了具
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有不稳定子系统和时滞的切换线性系统指数稳定的

充分条件.不同于Halanay不等式方案,通过构建一
种新的离散化余正Lyapunov函数,文献 [14]建立了
非线性互联切换正系统 l1增益下指数稳定的充分条

件.针对由不稳定子系统组成的时滞切换线性正系
统, Liu等[15]构建多重离散化Lyapunov-Krasovskii函
数,建立了系统指数稳定条件. Zhou等[16]进一步给出

了具有分布时滞的切换线性正系统的指数稳定新判

据.另一方面,针对切换系统稳定性问题,切换信号的
设计一直是研究系统稳定性的一个重点.而时间依
赖的切换信号设计问题的研究可以分为以下两类:
一类是在任意切换信号下系统稳定问题,另一类是在
约束切换信号下系统稳定问题.约束的切换信号设
计主要有最小驻留时间依赖的切换策略、平均驻留

时间[17]依赖的切换策略以及模态依赖驻留时间的切

换策略等.模态依赖平均驻留时间切换策略最早在
文献 [18]中被提出,相较于其他切换信号设计,该技
术因其能显著降低结果的保守性被广泛应用于切换

系统.
事实上,非线性系统相较于线性系统能够描述

更复杂的动力学行为,因此非线性系统稳定性的研
究愈发重要.针对具有时变时滞的切换非线性正系
统,采用 Lyapunov-Krasovskii泛函分析其稳定性通
常会导致方程难以求解或者结果的保守性较强.因
此, Feyzmahdavian等[19]基于比较定理提出一种非

Lyapunov函数法,用于研究非线性正系统的指数稳
定问题,并得到该系统的指数衰减速度随着时滞的增
大而减小.基于该技术, Dong[20]将研究结果拓展至
包括连续和离散两种情况的切换非线性正系统,并给
出其指数稳定的充分条件.更进一步,文献 [21]针对
具有离散和分布时滞的切换非线性系统,研究了该系
统的指数稳定问题. Nguyen等[22]又应用该技术给出

了时滞正系统的α指数状态估计值。

注意到,文献 [19-22]中切换系统的子系统均
是稳定的.当子系统全部为稳定子系统时,多数文
献[19-22]采用比较定理的分析方法,其基本思想是先
预设一个公共的收敛速率,后采用数学归纳法完成
证明.当子系统具有不稳定模态时,由于不稳定子系
统是不收敛的,致使所有子系统很难寻找到一个公共
的收敛速率,因此该方案不易实施.最近,文献 [23]运
用最大分离Lyapunov函数技术针对一类切换非线性
正系统的实用稳定问题开展了深入研究.受其启发,
本文运用改进的 Halanay不等式结合多重最大分离
Lyapunov函数研究带有不稳定模态和时滞的切换非

线性正系统的指数稳定问题.

1 问题描述

定义N0(R,R
n)为自然数 (实数,n维欧几里得空

间),Rn
+为所有x = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Rn且x各元

素均非负的向量的集合.给定两个n维向量x和y,
x ≻ y(x ⪰ y)当且仅当xi > yi(xi ⩾ yi), i = 1, 2,

. . . , n.特别地,向量x的无穷范数∥x∥∞ = max
1⩽i⩽n

|xi|.

此外,如果一个方阵A的非对角线元素均是非负的,
则A称为Metzler矩阵.考虑如下时滞切换非线性系
统:ẋ(t) = fσ(t)(x(t)) + gσ(t)(x(t− τ(t))), t ⩾ t0;

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0].

(1)

其中:x(t) ∈ Rn表示系统的状态变量; 0 ⩽ τ(t) ⩽ τ

表示系统时滞, τ > 0为时滞最大上界.一个右连续
的切换信号σ(t)被定义在时间序列0 = t0 < t1 <

t2 < . . . < tk < tk+1 < . . . 上,并映射到有限
集Λ = {1, 2, . . . ,M},M为子模态数量.另外,Λs =

{1, 2, . . . , N}(Λu = Λ \ Λs)代表系统所有稳定模态

(不稳定模态)的集合,显然有Λ = Λs
∪
Λu.当 t ∈

[tk, tk+1)时,表示第σ(tk)个子系统在运行. ϕ(t)为系
统初始函数,范数为∥ϕ(t0)∥τ = sup

t0−τ⩽ι⩽t0

∥ϕ(ι)∥.对

于任意一个m ∈ Λ,fm和gm为连续的向量值函数,
且有fm(0) = gm(0) = 0.
定义1 [19] 若f(x)、ḟ(x)分别在Rn、Rn\{0}

上连续,并对于任意一个向量a ∈ Rn
+\{0},

∂f

∂x
(a)为

一个Metzler矩阵,则f : Rn → Rn在Rn上被定义为

一个协作向量域.
定义2 [19] 如果g : Rn → Rn在Rn

+上称为一个

保序向量域,则对于任意非负向量x、y,满足x ⪰ y

即有g(x) ⪰ g(y).
定义3 [19] 对于任意给定的x ∈ Rn以及正数γ,

如果f(γx) = γf(x)成立,则称f是齐次度为1的向
量域.
定义 4 [23] Nσ(t, t0)为系统 (1)在时间段 [t0, t]

上的切换次数,切换信号σ(t) 的平均驻留时间τa满

足下列不等式:

Nσ(t, t0) ⩽ N0 +
t− t0
τa

, t ⩾ t0, (2)

其中N0 ⩾ 0为抖振界,一般地N0 = 0.
定义5 [18] 对于任意m ∈ Λ,Nσm(t, t0)为第m

个子系统在时间段 [t0, t]上的切换次数,切换信号
σ(t)具有模态依赖平均驻留时间τam并满足如下不
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等式:

Nσm(t, t0) ⩽ N0m +
t− t0
τam

, t ⩾ t0, (3)

其中N0m ⩾ 0为第m个子系统的抖振界,称为模态依
赖抖振界,一般地N0m = 0.

引理1 (改进的Halanay不等式) 如果一个连续
映射ρ : [t0,∞) → R+满足如下时滞微分不等式:

D+ρ(t) ⩽ −α(t)ρ(t) + β(t) sup
θ∈[t−τ,t]

ρ(θ). (4)

其中:D+为右上Dini导数算子,α(t)、β(t)均为非负
有界分段右连续函数且有α(t)−β(t) > 0.此外,存在
一个正数λ对于任意t ⩾ t0满足不等式

−α(t) + β(t)eλτ + λ ⩽ 0. (5)

则下述不等式成立:

ρ(t) ⩽∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t−t0), t ⩾ t0, (6)

其中∥ ψ(t0) ∥τ= sup
θ∈[t0−τ,t0]

ρ(θ), ρ(θ) ⩾ 0.

证明 令z(t) = ρ(t)− ∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t−t0).下
面证明当 t ⩾ t0 时, z(t) ⩽ 0.显然,当 t = t0,有z(t)

⩽ 0.基于反证法,如果该不等式不恒成立,则存在一
点t∗ > t0满足下列不等式:

z(t) ⩽ 0, t ∈ (t0, t
∗),

z(t∗) = 0, D+z(t)|t=t∗ > 0. (7)

根据式(4)、(5)和(7),有

0 < D+z(t)|t=t∗ =

D+(ρ(t)− ∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t−t0))|t=t∗ ⩽

D+ρ(t)|t=t∗ −D+(∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t−t0))|t=t∗ ⩽

− α(t∗)ρ(t∗) + β(t∗) sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

ρ(θ)+

λ ∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t∗−t0) ⩽

− α(t∗) ∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t∗−t0)+

β(t∗) sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(θ−t0)+

λ ∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t∗−t0) ⩽

∥ ψ(t0) ∥τ (−α(t∗)e−λ(t∗−t0) + λe−λ(t∗−t0)+

sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

β(t∗)e−λ(t∗−t0+θ−t∗)) ⩽

∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t∗−t0)(−α(t∗) + λ+

sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

β(t∗)eλ(t
∗−θ)) ⩽

∥ ψ(t0) ∥τ e−λ(t∗−t0)(−α(t∗) + β(t∗)eλτ + λ) ⩽ 0,

这显然是不可能的,因此式(6)成立. 2
引理2 (改进的Halanay不等式) 如果一个连续

映射ρ : [t0,∞) → R+满足如下时滞微分不等式:

D+ρ(t) ⩽ α(t)ρ(t) + β(t) sup
θ∈[t−τ,t]

ρ(θ), (8)

其中对于任意t ⩾ t0,α(t)、β(t)均是非负有界分段右
连续函数,并满足β(t) > 0以及α(t) + β(t) > 0.则显
然存在一个正数λ,对于任意t ⩾ t0满足α(t)+β(t) ⩽
λ,使得如下不等式成立:

ρ(t) ⩽∥ ψ(t0) ∥τ eλ(t−t0), t ⩾ t0. (9)

对于任意θ ∈ [t0 − τ, t0], ρ(θ) ⩾ 0,并记∥ψ(t0)∥τ =

sup
θ∈[t0−τ,t0]

ρ(θ).

证明 令 z(t) = ρ(t) − ∥ψ(t0)∥τeλ(t−t0).根据
∥ψ(t0)∥τ的定义,当 t = t0时,有z(t) ⩽ 0.基于反证
法,若式(9)不恒成立,则存在一点t∗ > t0满足不等式

z(t) ⩽ 0, t ∈ (t0, t
∗),

z(t∗) = 0, D+z(t)|t=t∗ > 0. (10)

结合式(8)、(10)和λ的定义,有

0 < D+z(t)|t=t∗ =

D+(ρ(t)− ∥ψ(t0)∥τeλ(t−t0))|t=t∗ ⩽

D+ρ(t)|t=t∗ −D+(∥ψ(t0)∥τeλ(t−t0))|t=t∗ ⩽

α(t∗)ρ(t∗) + β(t∗) sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

ρ(θ)−

λ∥ψ(t0)∥τeλ(t
∗−t0) ⩽

α(t∗)∥ψ(t0)∥τeλ(t
∗−t0) − λ∥ψ(t0)∥τeλ(t

∗−t0)+

β(t∗) sup
θ∈[t∗−τ,t∗]

∥ψ(t0)∥τeλ(θ−t0) ⩽

α(t∗)∥ψ(t0)∥τeλ(t
∗−t0) − λ∥ψ(t0)∥τeλ(t

∗−t0)+

β(t∗)∥ψ(t0)∥τeλ(t
∗−t0) ⩽

∥ψ(t0)∥τeλ(t
∗−t0)(α(t∗) + β(t∗)− λ) ⩽ 0.

这显然是矛盾的,因此式(9)成立. 2
注 1 相较于已有的Halanay不等式结果[12-13],

引理1和引理2不再要求α(t)和β(t)是连续函数,仅
需要其为分段右连续函数.通过构建比较系统,借助
文献 [21]的理论结果,不难验证ρ(t)的上界不受α(t)、

β(t)不连续的影响,原因在于多数文献[19-22]使用的

证明方法要求其连续仅为证明式 (5),但本文中式 (5)
已作为充分条件给出,因此本文对Halanay不等式的
改进是合理的.

2 主要结论

本节设计模态依赖平均驻留时间切换策略,建立
带有不稳定模态和时滞的切换非线性正系统的指数

稳定条件.证明前给出一些必要的假设.
假设1 对于∀ m ∈ Λ,fm 是一个齐次度为1的
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协作向量域.
假设2 对于∀ m ∈ Λ, gm是一个齐次度为1的

保序向量域.
注2 若系统 (1)满足假设1和假设2,则由文献

[19]可知,若ϕ(t) ⪰ 0, t ∈ [t0 − τ, t0],则系统 (1)的所
有状态均非负,即系统(1)为正系统.
定理1 对于∀θ ∈ Λs以及∀h ∈ Λu,如果存在两

组正向量ξθ和ξh使得下列不等式成立:

fθ(ξθ) + gθ(ξθ) ≺ 0, (11)

fh(ξh) + gh(ξh) ≻ 0, (12)

且对于∀p, q ∈ Λ和一组正的常数µq ⩾ 1,满足

ξp − µqξq ⪯ 0. (13)

给定3个正数ϵ, ϵ, ϵ > 0, ϵ ∈ (0, ϵ),设计如下MDADT
切换方案:

lnµθ + λθτ

τaθ
− λθ ⩽ −ϵ, lnµh

τah
+ λh ⩽ ϵ, (14)

Ts(t0, t) =
N∑

θ=1

Tθ(t0, t), (15)

Tu(t0, t) =
M∑

h=N+1

Th(t0, t), (16)

ϵ+ ϵ

ϵ− ϵ
⩽ Ts(t0, t)

Tu(t0, t)
. (17)

则系统(1)的解满足

∥x(t)||∞ ⩽ ae−ϵ(t−t0). (18)

其中

a = oeλτ∥ϕ(t0)∥τ
N∏

θ=1

(µθeλθτ )N0θ

M∏
h=N+1

µN0h

h ,

o = max
p,q∈Λ,1⩽i,j⩽n

ξpi
ξqj

, λ = max
θ∈Λs

λθ; (19)

j(t) = argmax
i

xσ(t)i(t)

ξσ(t)i
; (20)

αθ(t) = −
fθj(t)(ξθ)

ξθj(t)
, βθ(t) =

gθj(t)(ξθ)

ξθj(t)
; (21)

αh(t) =
fhj(t)(ξh)

ξhj(t)
, βh(t) =

ghj(t)(ξh)

ξhj(t)
; (22)

− αθ(t) + βθ(t)eλθτ + λθ ⩽ 0, αh(t) + βh(t) ⩽ λh.

(23)

这里 j(t)为时间 t到有限集 ⟨n⟩ = {1, 2, . . . , n}的一
个映射.
证明 定义多重最大分离Lyapunov函数

Vσ(t)(x(t)) = max
1⩽i⩽n

xi(t)

ξσ(t)i
. (24)

由式(24)的定义,有

x(t) ⪯ Vσ(t)(x(t))ξσ(t),

x(t− τ(t)) ⪯ Vσ(t)(x(t− τ(t)))ξσ(t). (25)

根据假设1、假设2以及式(25),如下不等式成立:

fσ(t)j(t)(x(t)) ⩽ Vσ(t)(x(t))fσ(t)j(t)(ξσ(t)),

gσ(t)(x(t− τ(t))) ⪯ Vσ(t)(x(t− τ(t)))gσ(t)(ξσ(t)).

(26)

下文分两种情况考虑.
情况1 针对稳定子系统,若 t ∈ [tk, tk+1),则一

定存在一个θ ∈ Λs使得σ(tk) = θ.下文为简化书写,
令Vσ(tk)(x(t)) = Vθ(t).根据式(20)、(21)、(23)∼ (26),
有

D+Vθ(t) =
ẋj(t)(t)

ξθj(t)
=

fθj(t)(x(t)) + gθj(t)(x(t− τ(t)))

ξθj(t)
⩽

fθj(t)(Vθ(t)ξθ) + gθj(t)(Vθ(t− τ(t))ξθ)

ξθj(t)
=

Vθ(t)fθj(t)(ξθ)

ξθj(t)
+
Vθ(t− τ(t))gθj(t)(ξθ)

ξθj(t)
⩽

− αθ(t)Vθ(t) + βθ(t)∥Vθ(t)∥τ ,

其中∥Vθ(t)∥τ = sup
χ∈[t−τ,t]

Vθ(χ).根据引理1可得

Vθ(t) ⩽ ∥Vθ(tk)∥τe−λθ(t−tk). (27)

情况2 针对不稳定子系统,若 t ∈ [tk, tk+1),则
必定存在h ∈ Λu满足σ(tk) = h.类似于情况1的证
明,根据式(20)、(22)、(23)和(26),有

D+Vh(t) ⩽ αh(t)Vh(t) + βh(t)∥Vh(t)∥τ .

结合引理2,有

Vh(t) ⩽ ∥Vh(tk)∥τeλh(t−tk). (28)

此外,对于任意 t ⩾ t0,存在一个自然数k,使得
t ∈ [tk, tk+1),则有

∥Vσ(tk)(tk)∥τ = sup
θ∈[tk−τ,tk]

Vσ(tk)(θ) =

max{ sup
θ∈[tk−τ,tk)

Vσ(tk)(θ), Vσ(tk)(tk)}. (29)

根据式(13),如下不等式成立:

sup
θ∈[tk−τ,tk)

Vσ(tk)(θ) = sup
θ∈[tk−τ,tk)

max
1⩽i⩽n

xi(θ)

ξσ(tk)i
⩽

sup
θ∈[tk−τ,tk)

max
1⩽i⩽n

xi(θ)

ξσ(θ)i

ξσ(θ)i
ξσ(tk)i

⩽

µσ(tk) sup
θ∈[tk−τ,tk)

Vσ(θ)(θ). (30)

此外,有

Vσ(tk)(tk) = max
1⩽i⩽n

xi(tk)

ξσ(tk−1)i

ξσ(tk−1)i

ξσ(tk)i
⩽

µσ(tk)Vσ(tk−1)(tk). (31)
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结合式 (29)∼ (31),一定存在一个非负整数 l < k

以及t∗ ∈ [tk − τ, tk],满足

∥Vσ(tk)(tk)∥τ ⩽ µσ(tk)Vσ(tl)(t
∗). (32)

针对Vσ(tl)(t
∗),分3种情形进行讨论.

1)如果t∗ ⩽ t0,则 l = 0,有

Vσ(tl)(t
∗) ⩽∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)

τe−λσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λs;

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λu.

2)如果t∗ = tk,则 l = k − 1,有

Vσ(tl)(t
∗) ⩽∥Vσ(tl)(tl)∥τe−λσ(tl)

(t∗−tl), σ(tl) ∈ Λs

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(t∗−tl), σ(tl) ∈ Λu

⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
τe−λσ(tl)

(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λs;

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λu.

3)如果t0 < t∗ < tk,则存在 l ∈ {0, 1, . . . , k− 1},
使得t∗ ∈ [tl, tl+1),若σ(tl) ∈ Λs,则有

Vσ(tl)(t
∗) ⩽ ∥Vσ(tl)(tl)∥τe−λσ(tl)

(t∗−tl) ⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−t∗)e−λσ(tl)

(tl+1−tl) ⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
τe−λσ(tl)

(tl+1−tl).

若σ(tl) ∈ Λu,则有

Vσ(tl)(t
∗) ⩽ ∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)

(t∗−tl) ⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(t∗−tl+1)eλσ(tl)

(tl+1−tl) ⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−tl).

综合上述3种情形,有

Vσ(tl)(t
∗) ⩽∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)

τeλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λs;

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λu.

(33)

由式 (27)、 (28)、 (32)和 (33),对于任意 t ∈
[tk, tk+1),有

Vσ(tk)(t) ⩽∥Vσ(tk)(tk)∥τe−λσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λs

∥Vσ(tk)(tk)∥τeλσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λu
⩽

µσ(tk)

Vσ(tl)(t∗)e
−λσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λs

Vσ(tl)(t
∗)eλσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λu

⩽

µσ(tk)

e−λσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λs

eλσ(tk)(t−tk), σ(tk) ∈ Λu
×


∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)

τe−λσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λs

∥Vσ(tl)(tl)∥τeλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λu

⩽

∥Vσ(tl)(tl)∥τ
M∏

h=N+1

µ
Nh(tl+1,t)
h eλhTh(tl+1,t)×

N∏
j=1

(µjeλjτ )Nj(tl+1,t)e−λjTj(tl+1,t)×

eλσ(tl)
τe−λσ(tl)

(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λs

eλσ(tl)
(tl+1−tl), σ(tl) ∈ Λu

⩽

∥Vσ(t0)(t0)∥τ
M∏

h=N+1

µ
Nh(t1,t)
h eλhTh(t1,t)×

N∏
j=1

(µjeλjτ )Nj(t1,t)e−λjTj(t1,t)×

eλσ(t0)τe−λσ(t0)(t1−t0), σ(t0) ∈ Λs;

eλσ(t0)(t1−t0), σ(t0) ∈ Λu.

由式(3)和(14)∼ (17),有

Vσ(tk)(t) ⩽

eλτ∥Vσ(t0)(t0)∥τ
M∏

h=N+1

µ
Nh(t0,t)
h eλhTh(t0,t)×

N∏
j=1

(µjeλjτ )Nj(t0,t)e−λjTj(t0,t) ⩽

eλτ∥Vσ(t0)(t0)∥τ
M∏

h=N+1

µN0h

h e(λh+
lnµh
τh

)Th(t0,t)×

N∏
j=1

(µjeλjτ )N0je(−λj+
lnµj+λjτ

τj
)Tj(t0,t) ⩽

eλτ∥Vσ(t0)(t0)∥τ
N∏
j=1

(µjeλjτ )N0j×

M∏
h=N+1

µN0h

h e
N∑

j=1
−ϵTj(t0,t)+

M∑
N+1

ϵTh(t0,t)

⩽

eλτ∥Vσ(t0)(t0)∥τ×
N∏
j=1

(µjeλjτ )N0j

M∏
h=N+1

µN0h

h e−ϵ(t−t0). (34)

根据a的定义,式(34)可以重写为

∥x(t)∥∞ ⩽ ae−ϵ(t−t0). 2
注3 式 (20)中 j(t) ∈ {1, 2, . . . , n}为一个分段

函数,因此对于任意m ∈ Λ,式 (23)中λm的寻找较为

简单.下面分两种情况说明:
1)对于任意t ⩾ t0和θ ∈ Λs,有

(αθ(t), βθ(t)) ∈
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ξθ1

,
gθ1(ξθ)

ξθ1

)
,(fθ2(ξθ)

ξθ2
,
gθ2(ξθ)

ξθ2

)
, . . . ,

(fθn(ξθ)
ξθn

,
gθn(ξθ)

ξθn

)}
;

2)对于任意t ⩾ t0和h ∈ Λu,有

(αh(t), βh(t)) ∈{(fh1(ξh)
ξh1

,
gh1(ξh)

ξh1

)
,(fh2(ξh)

ξh2
,
gh2(ξh)

ξh2

)
, . . . ,

(fhn(ξh)
ξhn

,
ghn(ξh)

ξhn

)}
.

综上,对于∀m ∈ Λ,式(23)只需验证n个式子,这与文
献[19]的计算量是相同的.
注4 文献 [20]研究了仅有稳定模态组成的切

换正系统的指数稳定问题,而对于具有不稳定模态的
切换正系统,其分析技术是失效的,本文采用一种新
的分析方法获得了包含一部分不稳定模态和时滞的

切换正系统指数稳定的充分条件.
注意到,切换线性系统是一类特殊的切换齐次系

统.通过设计平均驻留时间的切换策略,结合定理 1
给出其指数稳定标准.

推论1 对于∀ m ∈ Λ,Am是一个Metzler矩阵,
且Bm是一个非负阵,即Bm ⪰ 0.考虑具有不稳定模
态和时滞的切换线性系统ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)x(t− τ(t)), t ⩾ t0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0].

对于∀θ ∈ Λs和∀h ∈ Λu,如果存在两组正向量ξθ和

ξh使得如下不等式成立:

(Aθ +Bθ)ξθ ≺ 0, (Ah +Bh)ξh ≻ 0.

对于∀p, q ∈ Λ,存在一个正数µ ⩾ 1满足

ξp − µξq ⪯ 0.

设计如下ADT切换策略:
lnµ+ λτ

τa
− λ < 0.

则存在一个正数ρ ∈
(
0, λ− lnµ+ λτ

τa

)
,使得下式成

立:
lnµ+ ητa + ρτa

λτa − lnµ− λτ − ρτa
⩽ Ts(t0, t)

Tu(t0, t)
.

系统的解满足

∥x(t)∥∞ ⩽ ae−ρ(t−t0).

其中

a = oeλτµN0∥ϕ(t0)∥τ , o = max
p,q∈Λ,1⩽i,j⩽n

ξpi
ξqj

,

λ = min
θ∈Λs

λθ, η = max
h∈Λu

λh,

λθ和λh的定义与定理1一致.

注5 本文提供了一个简单的算法用于设计驻

留时间系统的切换规则.
step 1:针对稳定和不稳定子系统,选择两组正向

量ξθ(∀θ ∈ Λs)以及ξh(∀h ∈ Λu).
step 2: 验证上述两组正向量是否满足式 (11)和

(12),若满足则转至step 3;若不满足则返回step 1继续
寻找合适的正向量组.

step 3:根据式(13)、(21)∼ (23),计算µq ⩾ 1 (∀q ∈
Λ)、λθ(∀ θ ∈ Λs)和λh(∀h ∈ Λu).

step 4:设置两个正数ϵ和ϵ,通过调整每个子模态
的平均驻留时间τaq(∀ q ∈ Λ)使其满足式 (14).选择
一个合适的ϵ ∈ (0, ϵ),根据式 (17)计算出稳定子系统
和不稳定子系统运行时间的比值.

step 5: 结合式 (15)和 (16),计算每个子系统的运
行时间.
值得注意的是, step 1中的正向量组可以通过建

立非线性规划模型求解,这不仅能有效寻找合适的正
向量组,而且能够防止该算法陷入step 1和step 2的循
环.

3 数值例子

设系统(1)由两个子系统组成,其参数为

f1(x(t)) =

[
−3x1 + 0.4x2 + 0.5

√
x21 + x22

0.5x1 − 4x2 + 0.7
√
x22 + 2x22

]
,

g1(x(t− τ1(t))) =[
0.1x1(t− τ1(t))

0.1x2(t− τ1(t))

]
+[

0.1
√

0.1x1(t− τ1(t))2 + 0.3x2(t− τ1(t))2

0.1
√
0.3x1(t− τ1(t))2 + 0.1x2(t− τ1(t))2

]
,

f2(x(t)) =[
0.8x1 + 0.4

√
0.1x21 + 0.3x22

0.2x1 + 0.5x2 + 0.4
√

0.2x21 + 0.1x22

]
,

g2(x(t− τ2(t))) =[
0.4x1(t− τ2(t))

0.6x2(t− τ2(t))

]
+[

0.3
√

0.2x1(t− τ2(t))2 + 0.2x2(t− τ2(t))2

0.3
√
0.2x1(t− τ2(t))2 + 0.3x2(t− τ2(t))2

]
.

令ϕ(t) = [2− 2t 1+ 3t2]T, τ1(t) = 0.4|sin t|, τ2(t) =
0.2 + 0.2cos t,则τ = 0.4.经检验,f1和f2满足假设1,
g1和 g2满足假设 2.另外,选择两个正的向量 ξ1 =

[7 6]T, ξ2 = [8 6]T,通过简单计算得到

f1(7, 6) =

[
−13.990 2

−12.8

]
, g1(7, 6) =

[
1.096 2

1.027 8

]
,
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f2(8, 6) =

[
8.058 9

6.219 9

]
, g2(8, 6) =

[
4.541 6

5.057 4

]
,

µ1 =
8

7
, µ2 = 1.

此外,根据图1可知子系统1和子系统2分别是稳定
和不稳定的.经计算可得λ1=−1.75,λ2=1.879 5.分
别设置子系统1和子系统2的平均驻留时间τa1 = 2

和τa2 = 1,根据式 (14),选择ϵ = 1.333 2, ϵ = 1.879 5.
令ϵ = 0.25,根据式 (17)计算得到Ts(t0, t)/Tu(t0, t) ⩾
1.965 9.令Ts(0, 30) = 20, Tu(0, 30) = 10,系统的切
换方案如图 2所示.状态轨迹如图 3所示.因该例子
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图 1 子系统1和子系统2的状态曲线

300
0

1

2

3

10 20

σ
(

)
t

t

!"#$

图 2 驻留时间τ1 = 2, τ2 = 1时系统的切换规则
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图 3 驻留时间τ1 = 2, τ2 = 1时系统的状态曲线

中具有不稳定模态,文献 [11,19-21]的结果不能应用
到上述系统中.

4 结 论

本文基于改进的Halanay不等式技术和设计的
模态依赖平均驻留时间切换方案,研究了具有不稳定
模态和时滞切换齐次正系统的指数稳定问题.相比
已有结果,所做研究不仅将系统推广至切换非线性正
系统具有不稳定模态的情形,并且取消了已有文献中
最小停留时间的限制条件.最后通过仿真实例表明
了理论结果的有效性.系统具有外部扰动时的情形
将作为下一步的研究方向.
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