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切换网络演化博弈的同步

王元华1,2†, 张秋童1, 臧文科1
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摘 要: 研究带有切换网络结构的网络演化博弈同步问题.首先,利用矩阵半张量积方法,给出局势演化方程的代
数化表达式,并得到一个充分必要的代数条件来验证切换网络演化博弈是否与一个静态网络演化博弈达到同步;
然后,通过构造一个辅助系统并使用最大不变子集的方法,将切换网络演化博弈的同步问题转化为辅助系统的集
合稳定性,提出一个易于验证的充分必要条件,并给出达到同步时最短时间的计算公式;此外,将所得结果推广到
局势受限的情况,提出局部同步的概念,并讨论切换网络演化博弈的局部同步问题;最后,通过实例验证理论结果
的有效性.
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Abstract: This paper investigates the synchronization problem of networked evolutionary games (NEGs) with switched
networked structures. Firstly, the algebraic expression of the strategy profile dynamics is given by using the semi-tensor
product (STP) of matrices, and a necessary and sufficient algebraic condition is presented to verify whether a switched
NEG is synchronized to a static NEG. Then by constructing an auxiliary system and using the invariant subset-based
method, the synchronization problem of switched NEGs can be converted into set stability of the auxiliary system with
respect to a given nonempty subset. An easily verifiable necessary and sufficient condition is proposed and the formula is
provided to calculate the shortest time. In addition, we extend the obtained results to local synchronization of incomplete-
profile switched NEGs. Finally, an illustrative example is given to show the effectiveness of the theoretical results.
Keywords: switched networked evolutionary games；synchronization；semi-tensor product of matrices；set stability；
invariant subset；incomplete-profile

0 引 䀰

演化博弈理论最早是由生物学家提出的,主要用
来描述基因决定的社会行为的进化,近年来被广泛应
用到许多实际领域,如人口动力学、经济学、工程科学
等[1].在现实情况中,每个玩家并不是与其他所有玩
家进行博弈,而是仅仅和他们相邻的玩家发生博弈行
为,这些相邻的玩家被称作邻居,他们可以是朋友、亲
戚或者合作伙伴,他们之间的博弈关系可以用一个网
络图来刻画.受此启发,学者们提出了一类新的演化
博弈,称为网络演化博弈[2].在网络图中,节点代表玩
家,边代表玩家之间的关系.近几年来,随着复杂网络

的快速发展,对网络演化博弈的研究已成为一个热门
问题.
在传统的网络演化博弈中,玩家通常是在固定的

网络拓扑上进行博弈.然而在现实世界中,由于环境
变化或外部干预,新的关系会随着网络拓扑结构的
不同而出现.例如,在许多经济活动中,随着博弈的进
行,每个玩家为了使自己的收益更大,会不断地选择
和抛弃他们的对手和伙伴.因此,引入切换网络演化
博弈是有必要的,这样玩家可以选择多个可行的网
络来使自己的利润更大.同时,演化动力学会受到不
同网络拓扑结构的影响[3-4].其中, Zhao等[3]研究了
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切换网络演化博弈的代数模型和策略优化方法; Zhu
等[4]提出了一种具有切换拓扑结构的加权网络演化

博弈,并给出了状态反馈控制的设计方法.但是,目前
对切换网络演化博弈的同步研究结果还很少见.
最近,一种称为矩阵半张量积的新型矩阵乘

积[5-6],已成功应用于逻辑网[7-10]、图[11]、有限博弈的

分析和控制设计[12-14]中.此外,半张量积理论也被用
来研究网络演化博弈的代数建模和分析设计[3-4,15].
同步现象在自然界中无处不在,在复杂网络的分

析和控制中得到了广泛关注.学者们研究了不同类
型的布尔网络的同步问题,得到了若干结果[16-17].而
在许多生物系统或者社交网络中,某些状态对应的实
际情形是禁止出现的,这便产生了受限布尔网络的概
念.冯俊娥等[18]对受限布尔网络的现有结果进行了

梳理和总结. Liu等[19]考虑了受限布尔网络的集合稳

定性.类似地,如果博弈中玩家的局势受到限制,那么
需要引入局势受限博弈的概念[20].受此启发,本文将
局势受限博弈的同步性称为局部同步.

基于上述讨论,本文考虑带有切换网络拓扑结构
的网络演化博弈的同步问题.通过构造辅助系统,将
同步问题转化为辅助系统的集合稳定性,其中目标集
合是某个等价子集的最大不变子集,从而提出一个易
于验证的充分必要同步条件,并将得到的理论结果推
广到局部同步问题.

1 预༷⸕䇶

1.1 矩阵半张量积

首先给出一些符号说明.
1) Mm×n: m× n维实矩阵的集合;
2) Col(M) (Row(M)):矩阵M的列(行)集合;
3) Coli(M) (Rowi(M)):矩阵M的第i列(行);
4) |M|:集合M的基数;
5) Bm×n:维数为m× n的布尔矩阵的集合;
6) M +B N = A: M ∈ Bm×n和N ∈ Bm×n的布

尔和,其中ai,j = mi,j

∨
ni,j ;

7)
∑
B

s

i=1

Rowi(M):矩阵M的行的布尔和;

8) Dk := {1, 2, . . . , k} , k ⩾ 2;
9) ∆k :=

{
δik|i = 1, 2, . . . , k

}
,其中δin为单位矩

阵In的第i列;
10)矩阵L ∈ Mm×n称为一个逻辑矩阵,如果

Col(L) ⊂ ∆m,那么L = [δi1m, δi2m, . . . , δinm ],简记为L =

δm[i1, i2, . . . , in];
11) 1k := (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

)T;

12)换位矩阵W[m,n] := [In ⊗ δ1m, . . . , In ⊗ δmm ].

定义 1 [5] 令M ∈ Mm×n,N ∈ Mp×q, t =

lcm{n, p}是n和p的最小公倍数,则M和N的矩阵半

张量积定义为

M ⋉N := (M ⊗ It/n)(N ⊗ It/p), (1)

其中⊗表示Kronecker积.
命题1 设X ∈ Rn是一个n维列向量,M是一

个矩阵,那么X ⋉M = (In ⊗M)X .
命题 2 设X ∈ ∆kn ,定义降阶矩阵Φk

n :=

δk2n [1, kn + 2, 2kn + 3, . . . , k2n] ∈ Lk2n×kn ,则有

x2 = Φk
nx. (2)

如果x ∈ Dk,定义 i ∼ δik, i = 1, 2, . . . , k,则有x ∈
∆k,称作x的向量形式.
命题3 设D

[p,q]
r = Ip ⊗ 1Tq和D

[p,q]
f = 1Tp ⊗ Iq

分别为后删除算子和前删除算子,则有D
[p,q]
r XY =

X ,D[p,q]
f XY = Y ,其中X和Y 分别是p维和q维列向

量.
定理1 [6] 设xi ∈ Dk, i = 1, 2, . . . , n, f : Dn

k →
Dk是一个k值逻辑函数,则存在唯一的矩阵Mf ∈
Lk×kn ,称作f的结构矩阵,使得

f(x1, x2, . . . , xn) = Mf ⋉n
i=1 xi. (3)

推论1 令c : Dn
k → R是一个k值伪逻辑函数,

则存在唯一的行向量V c ∈ Rkn ,使得

c(x1, x2, . . . , xn) = V c ⋉n
i=1 xi, (4)

其中V c称作c的结构向量.
定义2 设矩阵M ∈ Mp×m,N ∈ Mq×m,那么

Khatri-Rao积定义为

M ∗N =

[Col1(M)⋉ Col1(N), . . . ,Colm(M)⋉ Colm(N)].

1.2 标准式有限博弈和网络演化博弈

定义3 [21] 考虑一个标准式有限博弈G = (N,S,

C),它由如下3个要素构成:
1) N = {1, 2, . . . , n}是玩家集合.

2)策略局势S =

n∏
i=1

Si,其中第 i个玩家的策

略集表示为Si = {1, 2, . . . , k};S−i定义为S−i :=∏
j ̸=i

Sj .

3)支付函数C = (c1, . . . , cn) ∈ Rn,玩家 i的支

付函数ci : S → R可表示为

ci := ci(x1, . . . , xn) = V c
i ⋉n

j=1 xj , xj ∈ Sj . (5)

接下来对网络演化博弈的模型进行描述.
定义4 [15] 一个网络演化博弈记为G = ((N,E),

G,Π),由以下3个部分构成:
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1)网络图(N,E),N = {1, 2, . . . , n}为节点集合,
E ⊂ N ×N为边集;

2) G称为基本网络博弈,它只包含2个玩家且收
益矩阵是对称的;

3) Π是策略更新规则.
将玩家 i的邻域记作U(i),并假设 i ∈ U(i).每个

玩家利用邻域信息进行策略更新,因此策略演化方程
可表示为

xi(t+ 1) = fi({xj(t), cj(t)|j ∈ U(i)}), i ∈ N. (6)

称式 (6)为玩家 i的基本演化方程.在 t时刻的收益可

表示为

ci(t) =
∑

j∈U(i)\{i}

c(xi(t), xj(t)), i ∈ N. (7)

本文采用的策略更新规则是确定型无条件模

仿[15],即玩家 i在所有邻居中选择 t时刻收益最好的

玩家,取其策略作为自己t+ 1时刻的策略,有

xi(t+ 1) = xj∗(t), (8)

其中 j∗ ∈ arg max
j∈U(i)

cj(x(t)).当最优玩家不唯一时,

选取指标最大的玩家.

2 主要结果

2.1 问题描述

本文主要讨论两个网络演化博弈G1和G2的同

步问题,其中G1是静态网络演化博弈,而G2代表切换

网络演化博弈.
定义5 一个切换网络演化博弈是由4部分构成

的,分别是:
1)网络集合: Ω = {1, 2, . . . , w}是一个有限集.

当σ ∈ Ω时,网络σ可称作Ω的子网络.每个子网络
均为无向图(N,Eσ),玩家 i在子网络σ中的邻域表示

为Uσ(i).
2)基本网络博弈:如果(i, j) ∈ Eσ,则玩家i和玩

家j在子网络σ上进行基本网络博弈.玩家 i和玩家j

在t时刻的策略分别用yi(t)和yj(t)表示.
3)策略更新规则:玩家i在t+1时刻的策略表示

为

yi(t+ 1) = f
σ(t)
i ({yj(t), cj(t)|j ∈ Uσ(t)(i)}). (9)

4)网络更新规则:网络更新规则用于选择下一
时刻所有玩家都参与的子网络.本文假设网络切换
信号σ(t)是与局势相关的,即

σ(t) = g(y(t)). (10)

其中: g : S → Ω由网络更新规则决定, y(t)代表 t

时刻的局势.本文引入了多数投票系统的思想来设
计网络更新规则[3],也就是说,通过局势y(t),可以得

到 t + 1时刻的玩家 i在不同网络上的期望收益函数

ERi,σ(x(t)),且

ERi,σ(x(t)) = ci,σ(x−i(t), xi(t+ 1)),

其中 ci,σ代表玩家 i在子网络σ上的收益.下一时刻
每个玩家倾向于选择使自己收益最大的网络,则网络
选择器将会选择出最多数量的玩家想参与的子网络.

根据方程 (6),利用矩阵半张量积,静态网络演化
博弈的局势演化方程可表示为

x(t+ 1) = Fx(t). (11)

其中:F ∈ Lkn×kn为转移矩阵,x(t)为t时刻的局势.
对于切换网络演化博弈,假定方程 (9)中f

σ(t)
i 的

结构矩阵为L
σ(t)
i ,则方程(9)的代数形式为

yi(t+ 1) = L
σ(t)
i y(t), i = 1, 2, . . . , n. (12)

将式(12)两边相乘,可以得到局势演化方程

y(t+ 1) = Lσ(t)y(t), (13)

这里称Lσ(t) = L
σ(t)
1 × L

σ(t)
2 × . . . × L

σ(t)
n ∈ Lkn×kn

为方程 (13)的转移矩阵.定义σ = i ∼ δiw, i ∈ Ω.利
用矩阵半张量积,可将方程(10)转化为

σ(t) = Gy(t), (14)

其中G ∈ Lw×kn .定义L = [L1, L2, . . . , Lw],那么方
程(13)可转化为

y(t+ 1) = Lσ(t)y(t) =

[L1, L2, . . . , Lw]σ(t)y(t) =

[L1, L2, . . . , Lw]GΦny(t) := L̃y(t), (15)

其中L̃ = LGΦn ∈ Lkn×kn .
假设静态网络演化博弈G1和切换网络演化博弈

G2有相同的策略局势,式 (11)和 (15)分别是局势演化
方程的代数形式.
定义6 称切换网络演化博弈 (15)和静态网络

演化博弈 (11)是同步的,如果对于任意的初始局势
x(0) = ⋉n

i=1xi(0)和y(0) = ⋉n
i=1yi(0),存在正整数

h ∈ Z+,使得当t ⩾ h时,两个网络演化博弈的局势轨
迹相同.

注1 在定义6中,切换信号的选择是与策略局
势相关的.然而,当σ(t)是一个任意切换信号时,还
需要寻找合适的切换信号序列{σ(0), σ(1), . . . , σ(t)}
来实现同步.

2.2 切换网络演化博弈的同步

基于代数形式 (11)和 (15),分析实现同步的一些
充分必要条件.
定理2 令式 (11)和 (15)分别为静态网络演化博

弈G1和切换网络演化博弈G2的代数化局势演化方
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程,则G1和G2能够达到同步,当且仅当,存在h ∈ Z+,
使得

F h+1D[kn,kn]
r = L̃h+1D

[kn,kn]
f . (16)

证明 必要性.使用矩阵半张量积,有

x(t+ 1) = Fx(t) = F t+1x(0) =

F t+1D[kn,kn]
r x(0)y(0), (17)

y(t+ 1) = L̃y(t) = L̃t+1y(0) =

L̃t+1D
[kn,kn]
f x(0)y(0). (18)

因此,对于任意初始局势 x(0)和 y(0),存在正整数
h(x(0),y(0)),当 t ⩾ h(x(0),y(0))时,x(t + 1) = y(t + 1)

成立.定义h = max
x(0),y(0)∈S

h(x(0),y(0)),因为策略集S是

一个有限集合,所以h < +∞.当t ⩾ h时,x(t + 1) =

y(t+ 1)成立,即

F t+1D[kn,kn]
r = L̃t+1D

[kn,kn]
f . (19)

将t = h代入到方程(19)中,即可得到式(16).
充分性.将式 (16)分别代入 (17)和 (18)中,得到

x(h + 1) = y(h + 1).此外,当用x(i)和y(i)替代x(0)

和y(0)时,x(h+ 1 + i) = y(h+ 1 + i)成立. □
注2 定理2给出了判断一个切换网络演化博

弈是否与静态网络演化博弈能够同步的充分必要条

件.针对条件 (16),需要计算使其成立的有限值h.考
虑到F和 L̃均为kn × kn维逻辑矩阵,实际情况下这
个判断条件仅适用于小型网络.接下来本文将从另
一个角度来考虑切换网络演化博弈的同步问题.
定义w(t) = x(t)y(t),得到一个辅助系统

w(t+ 1) = Fx(t)L̃y(t) =

F (Ikn ⊗ L̃)x(t)y(t) := Hw(t), (20)

其中H = F (Ikn ⊗ L̃) ∈ Lk2n×k2n是辅助系统 (20)的
结构矩阵.

如果切换网络演化博弈 (15)和静态网络演化博
弈 (11)是同步的,那么当t > h时,有x(t + 1) = y(t +

1) = δikn ,于是定义集合

Θ =

{δjk2n = δikn ⋉ δikn | j = (i− 1)kn + i, 1 ⩽ i ⩽ kn}.

切换网络演化博弈 (15)和静态网络演化博弈 (11)能
够同步,当且仅当,辅助系统 (20)在有限步之后能稳
定到集合Θ.因此,可以得到以下结果.

命题4 切换网络演化博弈 (15)和静态网络演
化博弈 (11)能够达到同步,当且仅当, Col(Hk2n

) ⊆
Θ,且h = min

s∈Z+
{s |Col(Hs) ⊆ Θ}.

利用以上结论,并不容易计算出在不同初始局势

下实现同步的最短时间h(w(0)).接下来利用最大不
变子集的方法来计算h(w(0)).
定义7 1)设Λ ⊆ Θ ⊆ ∆k2n是一个给定的状态

集合,如果对于每一个状态w0 ∈ Λ,当 t ⩾ 0时,都有
w(t, w0) ∈ Λ,那么称Λ为Θ的不变子集.

2) IΘm 称为集合Θ的最大不变子集,如果它是Θ

的不变子集,同时Θ的每个不变子集Λ均为IΘm的真

子集,即Λ ⊂ IΘm,∀Λ.
通过定义7可以得到,Λ是系统 (20)的不变子集,

当且仅当H(Λ) ⊆ Λ,这里H(Λ) := {Hw|w ∈ Λ}.
基于文献 [22],下面给出一个简单方法来计算任

意初始局势w(0) = w0下达到同步的最短时间h.首
先构造一个布尔矩阵M ∈ Bk2n×k2n ,当δsk2n /∈ Θ时,
Cols(M) = 0k2n .
命题5 切换网络演化博弈 (15)和静态网络演

化博弈(11)能够达到同步,当且仅当∑
B

k2n

i=1

Rowi[(MH)qMHp] = 1Tk2n . (21)

其中: q = |IΘm|, p = k2n− q.令hj是从w0 = δjk2n出发

到达集合IΘm的最短时间,计算公式为

hj = min
s∈Z+

{s|(MH)qMColj(Hs) ̸= 0},

那么

h = max
1⩽j⩽k2n

hj .

注3 与已有结果进行比较,文献 [17]使用了k

步切换可达集来研究切换布尔网络的同步问题,但是
只给出了达到同步所需最短时间的上限是22n−1.命
题5通过构造辅助系统 (20)的最大不变子集,之后利
用式 (21)就可以直接得到任意初始状态下达到同步
的最短时间,验证过程简洁有效.此外,命题5计算最
大不变子集的复杂度是 |Θ|k3n,目前当节点数超过30
个时可能无法进行仿真实验.

2.3 切换网络演化博弈的局部同步

在许多实际的博弈中,一些局势是禁止出现的,
称这种博弈为局势受限博弈.比如在国际象棋中[20],
白方棋手和黑方棋手不能同时选择某种策略等.下
面考虑局势受限网络演化博弈的同步问题.
设C = {δi1kn , . . . , δ

is
kn} (1 ⩽ ij ⩽ kn, j = 1, 2, . . . ,

s)是可行局势集合,定义D = {(δipkn , δ
iq
kn) | δipkn , δ

iq
kn ∈

C} ⊂ ∆kn ×∆kn .
定义8 给定一个非空集合C ⊂ S,假设x(t) ∈

C, y(t) ∈ C,∀t.称切换网络演化博弈 (15)和静态网
络演化博弈 (11)能够达到局部同步,如果存在一个
h ∈ Z+,对于任意初始局势x(0) ∈ C, y(0) ∈ C,当
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t ⩾ h时,x(t, x0) = y(t, y0)成立.
需要特殊说明的是,如果 C = S,那么定义8中的

局部同步就退化为定义6中的完全同步.
将方程 (20)中矩阵H的第 iz行和第 iz列所对应

的元素全部替换为0,其中 iz ̸= (ip − 1)kn + iq,替换
后的矩阵记为HD,那么方程(20)可以转化成

w(t+ 1) = HDw(t), (22)

这里HD ∈ Bk2n×k2n .定义

ΘC =

{δjk2n = δikn ⋉ δikn | j = (i− 1)kn + i, δikn ∈ C}.

与命题4类似,得出以下结果.
命题 6 给定一个可行的局势集合C = {δi1kn ,

. . . , δiskn}.切换网络演化博弈 (15)和静态网络演化博
弈 (11)能够达到局部同步,当且仅当, Col((HD)k

2n

)

⊆ ΘC
∪
0k2n ,且h = min

s∈Z+
{s |Col(Hs) ⊆ ΘC

∪
0k2n}.

针对ΘC ,计算出它的最大不变子集IΘC
m .之后构

造布尔矩阵MD ∈ Bk2n×k2n ,这里对于δsk2n /∈ ΘC ,令
Cols(MD) = 0k2n .
假设Ξ = {(ip − 1)kn + iq | δ

ip
kn , δ

iq
kn ∈ C}是D的

指数集.与命题5类似,得出以下结果.
命题 7 给定一个可行的局势集合C = {δi1kn ,

. . . , δiskn}.切换网络演化博弈 (15)和静态网络演化博
弈(11)能够达到局部同步,当且仅当

∑
B

k2n

i=1

[(MDHD)qMD(HD)p]ij =

1, j ∈ Ξ;

0, j /∈ Ξ.

(23)

其中: q = |IΘC
m |, p = k2n − q.从w(0) = δjk2n (j ∈ Ξ)

出发达到同步的最短时间为h = max
j∈Ξ

hj ,其中hj是

使得w0 = δjk2n达到IΘC
m 的最短时间,其计算公式为

hj = min
s∈Z+

{s | (MDHD)qMDColj [(HD)s] ̸= 0}.

3 数值例子

情况1 完全同步问题.
1)考虑一个静态网络演化博弈G1,该博弈包含4

个玩家,网络如图1所示.
1 2

3 4

图 1 静态网络图

2)考虑一个包含3个子网络的切换网络演化博

弈G2,即Ω = {1, 2, 3},具体网络如图2所示.

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

(a) 1!" (b) 2!" (c) 3!"

图 2 切换网络图

3)基本网络博弈是囚徒困境,支付矩阵见表1.
其中: 1代表否认, 2代表坦白.

表 1 支付矩阵

P1\P2 1 2

1 (4, 4) (0, 6)

2 (6, 0) (1, 1)

4)策略更新规则是无条件模仿.
5)网络更新规则是大多数投票系统.
对于静态网络演化博弈G1,可以通过策略更新

规则,从每组局势(x1, x2, x3, x4)中得到fi(i = 1, 2, 3,

4),结果如表2所示.

表 2 从支付到更新策略

c\s 1111 1112 1211 1122 … 2221 2222

c1 8 8 4 4 … 2 2

c2 8 4 8 4 … 7 2

c3 8 4 12 7 … 7 2

c4 8 12 4 7 … 0 2

f1 1 1 2 2 … 2 2

f2 1 2 1 2 … 2 2

f3 1 2 2 2 … 2 2

f4 1 2 2 2 … 2 2

定义策略1 ∼ δ12 ,策略2 ∼ δ22 .由式 (11)可以得
到静态网络演化博弈G1的转移矩阵

F = δ16[1, 8, 12, 16, 14, 16, 16, 16, 15, . . . , 16].

在切换网络演化博弈G2中,令网络1 ∼ δ13 ,网络
2 ∼ δ23 ,网络3 ∼ δ33 .对于每一个子网络j ∈ Ω,分别
得到对应的f j

i (i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3).由式 (15)可
以计算出

L̃ = δ16[1, 12, 16, 16, 15, 16, 16, . . . , 16].

利用式(20)构造一个辅助系统,很容易得到

H = F (Ikn ⊗ L̃) =

δ256[1, 12, 16, 16, . . . , 256, 256, 256].

根据定义5,得到Θ = {δ1256, δ188256 , δ
239
256 , δ

256
256},且IΘm =

{δ1256, δ256256},因此 |IΘm| = 2.之后通过计算容易验证式
(21)不成立.也就是说,静态网络演化博弈G1和切换
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网络演化博弈G2不能达到完全同步.
情况2 局部同步问题.
假设禁止所有玩家同时选择策略1.根据定义

8,局势 δ116是禁止出现的,于是有ΘC = {δ188256 , δ
239
256 ,

δ256256}, IΘC
m = {δ256256}.将矩阵H的第 iz行第 iz列全

部替换成0,从而得到HD ∈ L256×256.根据命题7,
容易验证式 (23)成立.另外,当 t ⩾ h = 2时,即
经过两步更新之后,所有玩家都选择策略 2 ∼ δ22 ,
此时w(t) = δ256256 ∈ IΘC

m ,且对于所有 j ∈ Ξ ,
(MDHD)qMDColj [(HD)s] ̸= 0均成立.也就是说,当
t ⩾ 2时,静态网络演化博弈G1和切换网络演化博弈

G2可以达到局部同步.

4 结 论

本文旨在考虑切换网络演化博弈的同步问题.
首先,给出了切换网络演化博弈的代数表示;其次,得
到了静态网络演化博弈和切换网络演化博弈能够达

到同步的充要条件;然后,通过构造辅助系统并使用
不变子集的方法分析同步问题,并将结果推广到局势
受限的切换网络演化博弈;最后,通过数值例子对结
果可行性进行了验证.
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