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基于图属性拓扑的增量式等势概念计算

张 涛1†, 薛在发1, 卢辉斌1, 李少泽1, 张 菁1, 刘学君2
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摘 要: 等势概念是形式概念分析和概念认知学习的一个新兴课题,为社交网络分析提供了新的思路.现有的等
势概念计算方法先搜索所有的形式概念再对其进行过滤,降低计算效率.随着增量式计算的发展,实现增量式等
势概念的计算是一项重要的研究课题.为了解决上述问题,提出一种基于图属性拓扑的增量式等势概念计算方
法.针对等势概念属性与对象的数量一致性特点,该方法通过对属性拓扑的结构进行优化,定义图形式背景下的
图属性拓扑,进而证明图属性拓扑中极大完全多边形与等势概念一一对应的关系,并将此性质与属性拓扑的形式
概念搜索算法相结合,提出静态图形式背景下直接计算等势概念的方法;基于此,进一步研究新增属性和新增对象
对图属性拓扑中极大完全多边形的影响,完成增量式等势概念的直接计算.实验表明,直接计算方法能够有效提
升等势概念的计算速度,并验证了所提出增量式等势概念更新计算的可行性和高效性.
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Abstract: The equiconcept is a new topic in formal concept analysis and concept-cognitive learning, which provides a

new idea for social network analysis. However, the existing equiconcept calculation methods first search out all formal

concepts and then filter them, which reduces the calculation efficiency. And with the development of incremental

computing, it is an important research topic to realize the calculation of the incremental equiconcept. To solve the above

problems, this paper proposes an equiconcept calculation method based on incremental graph attribute topology. In

view of the quantitative consistency between the attribute and object of the equiconcept, the proposed method defines

the graph attribute topology on the graph formal context by optimizing the structure of the attribute topology.

Furthermore, the one-to-one correspondence between the maximal complete polygon and the equiconcept in the graph

property topology is proved. Combining this property with the formal concept search algorithm of the attribute

topology, a method for directly calculating equiconcepts on the static graph formal context is proposed. On this basis,

the influence of the new attribute and object on the maximal complete polygon in the graph attribute topology is further

studied, and the direct calculation of incremental equiconcepts is completed. Experiments show that the direct

calculation method can effectively improve the calculation speed of the equiconcept, and verify the feasibility and

effectiveness of the proposed incremental equiconcept updating calculation.
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0 引 言

形式概念分析 (formal concept analysis, FCA)[1]

是一种通过对形式背景中的属性、对象及二者间关

系进行分析以识别概念结构的数学理论.概念认知
学习[2]是一种有效的概念学习方法,能够在给定线索
中揭示概念学习规律.作为一种数据分析和知识挖
掘的有效工具,形式概念分析与概念认知学习目前已
在三支决策[3]、机器学习[4]和知识发现[5-7]等多个领

域被应用.作为一种特殊的形式概念, Hao等[8]提出

的等势概念侧重于将FCA应用在社交网络的图表示
中,旨在拓扑层面揭示图网络的结构信息.

等势概念属于形式概念分析、概念认知学习与

社交网络的交叉研究,已在社交计算、集体智能、网
络挖掘和社交网络等领域[9-10]得到广泛的关注.根据
对形式背景的分析,等势概念首先被提出用于解决符
号社交网络中k-平衡可信派系的检测问题[8].随后,
文献 [11] 将FCA引入k-派系社区检测,验证了k-派
系检测与 k-等势概念间的等价关系,最后分别利用
k-等势概念和k-内涵概念设计了k-派系和k-派系社
区检测算法.除了利用FCA分析社交网络中的关联
关系,对象和属性的拓扑结构信息对于概念计算和
有用信息的挖掘具有重要影响[12]. Gao等[13]在统一

的FCA框架下实现了基于FCA的社交网络表示和概
念生成,并通过量化概念和网络结构间的关系,提出
了一种从社会网络中检测关键结构的算法.文献 [14]
首先证明了极大团与等势概念间的一一对应关系,进
一步提出了基于FCA识别社交物联网中多样化 top-
k极大团的方法.文献 [15]则利用等势概念与极大团
间的匹配关系,设计了一种在属性社交网络中检测绝
对公平极大团的高效算法.以上方法均先利用概念
格搜索全部形式概念,再对形式概念进行过滤完成等
势概念的计算,构建效率较低[16].
为提升等势概念的计算效率,本文提出一种基

于图属性拓扑的等势概念的直接计算方法.属性拓
扑 (attribute topology, AT)能够直观表示形式背景的
结构,该结构可以实现概念的快速计算,且具有良好
的可视化特性和强可解释性.其中,并行计算方法[17]

通过将属性拓扑分解成若干子拓扑分别搜索形式概

念,有效地提升了概念的计算效率.基于属性拓扑的
增量[18]和减量[19]概念认知方法分别分析了新增节

点和耦合节点与原始概念树结构间的关系,模拟了
概念认知学习的不同演化过程.根据属性拓扑和概
念结构的内在统一性,动态数据下概念认知学习的稳
定性[20]问题被研究.基于属性拓扑的因果不对称模

型[21]被提出,其提升了概念认知的可解释性.除了概
念计算的理论研究, AT已被证明在生物医学信号处
理领域具有一定的实用性[22-23].根据等势概念属性
和对象的数量一致性特点,本文对属性拓扑的结构进
行优化,提出一种新的图形式背景的表示方法,即图
属性拓扑 (graph context attribute topology, GcAT),为
等势概念的快速计算奠定了基础.
在人类认识新事物的过程中,随着时间的推移,

原有的知识体系结构将会产生相应的变化[24].因此,
在数据信息不全面的情况下,以增量式为基础的概念
计算更符合人类的认知过程[25].在增量式概念更新
过程中,只需考虑新数据与原有知识结构间能否构成
新的概念,有效地避免了原始形式背景中概念的重复
计算[26-27].受此启发,本文将增量式引入等势概念的
计算以提升在新数据不断累加的过程中计算等势概

念的效率并增强其实用价值.
为了降低增量式等势概念的计算时间,本文提

出一种基于图属性拓扑的增量式等势概念计算方

法.该方法结合等势概念中属性与对象一致的特点,
在结构层面优化属性拓扑,并给出图属性拓扑的定
义,提出一种静态的等势概念直接计算方法,可以有
效避免非等势概念的计算.在静态计算方法得到的
极大完全多边形的基础上,通过分析新增属性和对象
对图属性拓扑结构的影响,完成极大完全多边形和等
势概念的更新,从而实现增量式等势概念计算.最后
通过实验验证了所提出静态和增量式等势概念计算

方法的可行性和高效性.

1 基本概念

形式背景是形式概念分析的研究对象,由属性和
对象及二者间的关系组成,其定义如下.

定义1 [17] 形式背景由三元组K = (U,M, I)表

示,其中U = {u1, u2, . . . , un}为非空有限对象集合,
M = {m1,m2, . . . ,mn}为非空有限属性集合, I ⊆
U ×M为对象与属性间的关系,n为集合中元素的数
量.

定义2 [17] 形式背景K = (U,M, I)中,对于任
意A ⊆ U ,B ⊆ M ,定义一对算子

f(A) = {m ∈ M | ∀u ∈ A, (u,m) ∈ I}, (1)

g(B) = {u ∈ U |∀m ∈ B, (u,m) ∈ I}. (2)

如果二元组C = (A,B)满足f(A) = B且g(B) = A,
则称C为一个形式概念,简称概念.其中:B为概念C

的内涵,A为概念C的外延.本文用B(K)表示形式

背景中所有概念的集合.
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在定义1和定义2的基础上,给出属性拓扑的定
义.
定义3 [20] 形式背景K = (U,M, I)对应的属

性拓扑的邻接矩阵定义为一个有序的二元组AT =

(VAT,Edge), ∀mi,mj ∈ VAT且mi ̸= mj .其中:VAT =

M为非空的顶点集合, Edge为属性拓扑边上的权
重,VAT与Edge不相交. Edge定义为

Edge(mi,mj) =∅, g(mi)
∩

g(mj) = g(mi) ̸= g(mj);

g(mi)
∩

g(mj), otherwise.
(3)

在属性拓扑AT = (VAT,Edge)中,概念的内涵为
AT中的节点集合,外延则是连接节点的边上的权值
交集.属性拓扑和形式背景是一一对应的,且属性拓
扑能够直观地描述形式背景中属性间的关联关系.

定义4 [28] 形式背景K = (U,M, I)对应的属

性拓扑为AT = (VAT,Edge), AT中的完全多边形是
指每对顶点间都有耦合关系.将完全多边形记为
ATC = (VC , EC),其中VC ⊂ VAT,EC ⊂ Edge.
定理1 [28] 除全局形式概念外,形式概念对应

AT中的完全多边形,其内涵是完全多边形中的节点
集合,外延是完全多边形边上权重的交集.
等势概念存在于由网络图生成的图形式背景中,

现给出图形式背景的定义.
定义 5 [11] 无向图G = (V,E)对应的图形式

背景定义为三元组FC(G) = (V, V, I),其中第 1个
V = {v1, v2, . . . , vn}和第2个V = {v1, v2, . . . , vn}分
别为非空有限对象和属性集合.为了便于区分,将图
形式背景记作FC(G) = (VU , VM , IG), IG ⊆ VU × VM

表示对象和属性的关系,且VU = VM = V .若vi ∈
V , ∀i ∈ [1, n],则有vi = ui ∈ VU , vi = mi ∈ VM ,其中
ui和mi分别为vi作为对象和属性时的节点表示.
与一般的形式背景相比,图形式背景中对象和属

性的数量是严格一致的,这是因为对象和属性为个体
的不同表示形式,所以可认为图形式背景是一种单模
态形式背景.表1为图形式背景的示例.

表 1 无向图G对应的图形式背景

a b c d e f

a 1 1 1 0 0 0

b 1 1 1 0 0 0

c 1 1 1 1 0 0

d 0 0 1 1 1 1

e 0 0 0 1 1 0

f 0 0 0 1 0 1

定义6 无向图G = (V,E)对应的图形式背景

为FC(G) = (VU , VM , IG),对于任意的U =
n∪

i=1

ui ⊆

VU ,M =
m∪
i=1

mi ⊆ VM ,定义算子

U = M△, (4)

M = U△. (5)

算子△表示无向图中对象集合U与属性集合M

间不同表达方式的相互转换.
性质1 在图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG)

中,对于∀mi ∈ VM ,有m△
i ∈ g(mi).

证明 根据定义5,图中的节点作为对象和属性
时总有(m△

i ,mi) ∈ IG,因此m△
i ∈ g(mi). 2

性质1表明图形式背景中的同一个节点分别作
为对象和属性时,该对象一定包含该属性.
性质2 在图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG)

中,对于∀mi,mj ∈ VM ,如果m△
i ∈ g(mj),则m△

j ∈
g(mi).
证明 若m△

i ∈ g(mj),则表明节点vi与vj有连

接关系.由定义5可知,m△
j ∈ g(mi). 2

性质2表明图形式背景中节点间的连接关系是
相互的:若两节点相连,则在图形式背景中一个节点
对应的对象一定具有另一个节点对应的属性;若两
节点没有连接关系,则一个节点对应的对象一定不具
有另一个节点对应的属性.
图1为表1图形式背景对应的属性拓扑.可以看

出,只要耦合关系两端的属性作为对象出现在权值
上,两者定同时出现.因此,属性拓扑能够刻画图形式
背景的对称性.

{ , , }a b c

{ , , }a b c

{ , , }a b c

{ }c { }d

{ }d{ }c

{ }d
{ , }c d

{ , }d e

{ , }d f

a

b

c d

e

f

图 1 表1对应的属性拓扑

定义7 [11] 等势概念是一种内涵与外延一致的

形式概念.在图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG)中,
对于概念C = (A,B),若A = B,则称概念(A,B)是

一个等势概念,记作CE = (AV , BV ),图形式背景中
所有等势概念的集合记为BG(FC(G)).
由定义 7可知,图 1所示属性拓扑中共包括 4个

等势概念,分别是 ({a, b, c}, {a, b, c}), ({c, d}, {c, d}),
({d, f}, {d, f})和({d, e}, {d, e}).
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2 增量式等势概念计算

2.1 静态图属性拓扑与等势概念计算

通过利用属性拓扑的可视化特性深入研究图形

式背景中不同节点间的对称性和同一节点包含自身

的性质,本文提出图属性拓扑GcAT表示方法用于简
化属性间的耦合关系,其定义如下.
定义8 图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG)对

应的图属性拓扑的邻接矩阵定义为有序的二元组

GcAT = (VM ,EdgeG),∀mi,mj ∈ VM且mi ̸= mj .其
中:VM为非空的顶点集, EdgeG为图属性拓扑边的权
重,VM与EdgeG不相交. EdgeG定义为

EdgeG(mi,mj) =
∅, g(mi)

∩
g(mj) = g(mi) ̸= g(mj);

∅, m△
i ,m△

j /∈ g(mi)
∩

g(mj);

g(mi)
∩

g(mj), otherwise.

(6)

当g(mi)
∩
g(mj) = g(mi) ̸= g(mj)时,表明对

象集合g(mi)是g(mj)的真子集.此时在图属性拓扑
中,属性mi与mj之间只存在mj指向mi的单向边,
且耦合关系权值为 g(mi).相对于属性拓扑,图属性
拓扑加入了限制条件m△

i ,m
△
j /∈ g(mi)

∩
g(mj),其

表示属性mi(mj)不包含作为对象时的mj(mi),此时
该属性对间的耦合关系为空.
根据定义8,可将表1图形式背景转化为图属性

拓扑,如图 2所示.相比图 1中的属性拓扑,图 2中的
图属性拓扑减少了耦合关系 Edge(a, d), Edge(d, a),
Edge(c, f), Edge(f, c), Edge(b, d), Edge(d, b), Edge(c,
e), Edge(e, c), Edge(f, e), Edge(e, f).因此, GcAT能够
减少属性间的耦合关系,降低AT的规模,从而有利于
缩短搜索等势概念的时间.

{ , , }a b c { , , }a b c

{ , , }a b c

{ , }c d

{ , }d e

{ , }d f

a

b

c d

e

f

图 2 表1对应的图属性拓扑

性质3 如果ATC = (VC , EC)是图属性拓扑中

的完全多边形,则V △
C ⊆ g(VC).

证明 对于∀mi,mj ∈ VC ,mi ̸= mj ,由定义4
可得 EdgeG(mi,mj) ̸= ∅.由定义 8可得 g(mi)

∩
g(mj) = ∅,即m△

i ∈ g(mj)且m△
j ∈ g(mi).以此类

推,对象m△
i 和m△

j 满足m△
i ⊆ g(VC),m△

j ⊆ g(VC),
属性mi和mj满足V △

C ⊆ g(mi),V △
C ⊆ g(mj),因此

V △
C ⊆ g(VC). 2
概念在属性拓扑中可用完全多边形表示.图属

性拓扑中耦合关系减少将导致某些完全多边形不再

存在,这在拓扑层面上能够降低搜索极大完全多边形
的难度,其中极大完全多边形的定义如下.
定义9 形式背景K = (U,M, I)对应的属性拓

扑为AT = (VAT,Edge). ATC = (VC , EC)是此属性拓

扑中的一个完全多边形.极大完全多边形是指不能
通过包含一个或多个属性来扩展的完全多边形,即一
个极大完全多边形不能被一个更大的完全多边形所

包含.对于ATC ,如果不存在另一个完全多边形ATC′

使得ATC ⊆ ATC′ ,则称ATC为一个极大完全多边

形,记为ATMC = (VMC, EMC).
在图2所示的图属性拓扑中,极大完全多边形包

括 ({a, b, c}, EMC1)、 ({d, f}, EMC2)、 ({d, e}, EMC3)、

({c, d}, EMC4).
定理2 图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG)对应

的图属性拓扑为GcAT = (VM ,EdgeG). GcAT中的极
大完全多边形与图形式背景FC(G)中的等势概念一

一对应,两者的等价关系表示为

ATMCs(GcAT) ≡ BG(FC(G)). (7)

其中: ATMCs(GcAT)是由GcAT中所有极大完全多边
形组成的集合,BG(FC(G))是由图形式背景 FC(G)

中所有等势概念组成的集合.
证明 从两方面进行证明,分别是图属性拓

扑中的极大完全多边形与等势概念的对应关系

ATMCs(GcAT) ⇒ BG(FC(G))和图形式背景中的等

势概念与极大完全多边形的对应关系BG(FC(G))

⇒ ATMCs(GcAT).
首先证明ATMCs(GcAT) ⇒ BG(FC(G)).在图

属性拓扑GcAT = (VM ,EdgeG)中,若对于任意的
ATMC = (VMC, EMC) ∈ ATMCs(GcAT),则有等势概念
(V △

MC, VMC) ∈ BG(FC(G)).
由于极大完全多边形是一种特殊的完全多边形,

由性质3可得V △
MC ⊂ g(VMC).假设 (V △

MC, VMC)不是等

势概念,即集合VMC满足V △
MC ̸= g(VMC),则VMC满足

V △
MC ⊆ g(VMC).取属性mi和mj , ∀m△

i ∈ g(VMC) −
V △
MC, ∀mj ∈ VMC.由性质3可知m△

i ∈ g(mj),m△
j ∈

g(mi).即在 GcAT 中两属性间的耦合关系不为
空, EdgeG(mi,mj) ̸= ∅或EdgeG(mj ,mi) ̸= ∅,因
此ATMC至少会被一个更大的完全多边形所包含,即
ATMC ⊆ ATMC′ = (VMC

∪
mi, EMC),这与极大完全多

边形的定义相矛盾,因此(V △
MC, VMC) ∈ BG(FC(G)).

下面证明BG(FC(G)) ⇒ ATMCs(GcAT).在图形
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式背景FC(G) = (VU , VM , IG)中,对于任意的等势
概念CE = (AV , BV ) ∈ BG(FC(G)),可得ATMC =

(BV , EMC) ∈ GcAT.已知CE为等势概念,因此外延
与内涵之间的关系满足g(BV ) =AV . ∀mi,mj ∈BV ,
有 (mimj)

△ ⊂ AV .因此根据定义8可得EdgeG(mi,

mj) = g(mi)
∩
g(mj) ̸= ∅或EdgeG(mj ,mi) =

g(mj)
∩

g(mi) ̸= ∅,即存在完全多边形ATC =

(BV , EMC).
假设存在一个任意的极大完全多边形ATMC =

(VMC, EMC)使得ATC满足ATC ⊂ ATMC.若存在mk

∈ VMC − BV ,则对于任意mp ∈ BV ,能够使得
EdgeG(mk,mp) ̸= ∅或EdgeG(mp,mk) ̸= ∅,即属
性mk和mp满足m△

k ∈ g(mp),m△
p ∈ g(mk).由

性质3可知属性mk与完全多边形的内涵集合满足

关系 (BV

∪
mk)

△ = AV

∪
m△

k ⊂ g(BV

∪
mk).由

∀mk ∈ VMC−BV 可知mk /∈ BV ,m△
k /∈ AV ,有AV ⊆

AV

∪
m△

k ⊂ g(BV

∪
mk)=g(BV )

∩
g(mk)⊂g(BV ).

这与 (AV , BV )是等势概念相矛盾,因此有极大完全
多边形ATMC = (BV , EMC) ∈ GcAT. 2
等势概念在图属性拓扑中具有可视化的极大

完全多边形结构.根据定理 2可将等势概念的计
算转化为极大完全多边形的搜索.由于等势概念
内涵与外延的一致性,极大完全多边形ATMC =

(VMC, EMC)只需一步转化即可计算出对应的等势概

念(V △
MC, VMC).结合等势概念的定义、图2和定理2可

知,图属性拓扑不仅能可视化极大完全多边形结构,
而且每个极大完全多边形都有相对应的等势概念.
利用定理2中极大完全多边形与等势概念间的

关系,本文首先提出一种直接计算等势概念的方法处
理静态图形式背景以提升等势概念的计算效率.算
法1列出了静态图形式背景下等势概念直接计算的
步骤.

算法1 基于静态图形式背景的等势概念的直

接计算.
输入:图形式背景FC(G) = (VU , VM , IG);
输出:等势概念集合BG(FC(G)).
step 1: 初始化等势概念集合BG(FC(G)) = ∅、

子拓扑集合SGcAT = ∅和极大完全多边形集合
ATMCs(GcAT) = ∅;

step 2:根据定义8,构建图属性拓扑GcAT;
step 3: 使用属性的自下而上分解算法BDAT得

到排序后的属性集合PG(VM );
step 4:对属性mi ∈ PG构建子拓扑GcATi;
step 5: 将子拓扑存储到集合SGcAT中,SGcAT =

SGcAT
∪
GcATi;

step 6:重复step 4和step 5,按次序遍历完集合PG

中的所有属性;
step 7:约简SGcAT中的子拓扑GcATi;
step 8: 使用可视化方法在约简后的子拓扑中计

算极大完全多边形,并存储到集合ATMCs(GcAT)中;
step 9: 重复 step 7和 step 8,直至约简完SGcAT中

的所有子拓扑;
step 10: 对ATMCs(GcAT)中每个极大完全多边

形,取属性集合作为等势概念的内涵和外延,将等势
概念存储到BG(FC(G))中.
在 step 3∼ step 9中,分解与约简算法[17]在图属

性拓扑中被应用.在 step 10中,由定理2可知,在约简
后的子图属性拓扑的基础上分别搜索极大完全多边

形可完成等势概念的计算.

2.2 图属性拓扑的增量分析

结合定理2与图属性拓扑的相关性质,分析新增
个体对图属性拓扑中极大完全多边形的影响以及增

量式等势概念的变化.
在图形式背景中,新节点的加入意味着行和列同

时增加属性和对象信息.表2列出了新增节点g后新

网络G′对应的图形式背景.图3展示了由表2增量图
形式背景构建的图属性拓扑.

表 2 网络G′对应的图形式背景

a b c d e f g

a 1 1 1 0 0 0 1
b 1 1 1 0 0 0 0
c 1 1 1 1 0 0 1
d 0 0 1 1 1 1 1
e 0 0 0 1 1 0 0
f 0 0 0 1 0 1 0
g 1 0 1 1 0 0 1

{ , , }a b c

{ , , }a b c { , }d e

{ , }d f

a

b

c d

e

f

{ , , , }a b c g

{ , , , }a c d g { , , }c d g

{ , , }c d g

{ , , }a c g g

图 3 增量图形式背景构建的图属性拓扑

定理3 新节点只能与原图属性拓扑中单独的

极大完全多边形生成新极大完全多边形,不会与多个
极大完全多边形生成新的极大完全多边形.

证明 设原图属性拓扑GcAT = (VM ,EdgeG),
新增节点为vi.由新增节点导致的新增对象为ui,新
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增属性为mi,下面利用反证法进行证明。
设存在两个极大完全多边形,第 1个为ATMC1

= (VMC1, EMC1),第2个为ATMC2 = (VMC2, EMC2) ∈
ATMCs(GcAT),新的极大完全多边形为 ATMCj =

(VMCj , EMCj),VMCj = VMC1
∪

VMC2
∪
mi.根据定义

9可知存在完全多边形ATC = (VC , EC),VC =

VMC1
∪

VMC2.
由于新节点的引入并未影响原GcAT中ATMC1

与ATMC2之间的连接关系,在原GcAT中也存在完全
多边形ATC ,使得存在关系VMC1, VMC2 ⊂ VC ,此时在
原GcAT中存在完全多边形包含极大完全多边形,这
与极大完全多边形的定义相矛盾.因此新节点不会
与多个极大完全多边形同时生成新的极大完全多边

形. 2
引理1 对于GcAT = (VM ,EdgeG),新增节点为

vi,由新增节点导致的新增对象为ui,新增属性为mi,
原极大完全多边形为ATMC1 = (VMC1, EMC1),新的极
大完全多边形记为AT∗

MC = (V ∗
MC, E

∗
MC).

若ui ∈ g(VMC1),则新极大完全多边形的属性集
合V ∗

MC = VMC1
∪

mi,属性mi与原极大完全多边形共

同组合为新的极大完全多边形,此时并不会改变原有
极大完全多边形的数量.
若ui ∈ g(VMCx),VMCx ⊆ VMC1,则新极大完全多

边形的属性集合V ∗
MC = VMCx

∪
mi,属性mi与原极大

完全多边形的一部分共同组合为新的极大完全多边

形,此时原有极大完全多边形的数量将会增加.
若ui /∈ g(my), ∀my ∈ VMC1,则新极大完全多边

形的属性集合为V ∗
MC = mi,属性mi成为新极大完全

多边形中唯一的属性,此时原有极大完全多边形的数
量将会增加.
证明 当 ui ∈ g(VMC1)时,由式 (2)可知,对于

∀mj ∈ VMC1,均有ui ∈ g(mj).由性质2可知,m△
j ∈

g(mi).因此,根据式 (6)得到Edge(mi,mj) ̸= ∅或
者 Edge(mj ,mi) ̸= ∅,即在更新后的图属性拓扑
中,mi与ATMC1中的所有属性间具有耦合关系.根
据定义9, ATMC1将成为新极大完全多边形AT∗

MC =

(VMC1
∪

mi, E
∗
MC),因此原有极大完全多边形的数量

不会改变.
当ui ∈ g(VMCx),VMCx ⊆ VMC1时,由定义 4可

知有完全多边形ATCx = (VMCx, ECx)存在.因为
ui ∈ VMCx,由上个阶段的证明可知,对∀mj ∈ VMC1,
有Edge(u△

i ,mj) ̸= ∅或Edge(mj , u
△
i ) ̸= ∅,即在更

新后的图属性拓扑中,mi与ATCx中的所有属性间具

有耦合关系.根据定理 3可知,此时mi将与ATCx构

成新极大完全多边形AT∗
MC = (VMCx

∪
mi, E

∗
MC),因

此原极大完全多边形的数量将会增多.
当ui /∈ g(my),∀my ∈ VMC1时,更新后的图属

性拓扑中mi与VM中的所有属性之间均无耦合关系

存在,根据定义9易知存在极大完全多边形AT∗
MC =

(mi, E
△
MC),因此原有极大完全多边形的数量将会增

多. 2
2.3 等势概念的增量计算

在不丢失等势概念、不产生冗余和伪等势概念

的前提下,通过对增量图属性拓扑中极大完全多边形
变化的分析,增量式等势概念的计算过程主要包括3
部分:判断新增个体为属性或对象、基于属性或对象
增量的极大多边形的更新和等势概念计算.算法2展
示了新增属性/对象后极大完全多边形的更新及对应
等势概念更新计算的过程.
算法2 基于属性或对象增量的等势概念计算.
输入: 图形式背景 FC′(G) = (VU , VM , IG),

新增属性或对象m′,增量前极大完全多边形集合
ATMCs(GcAT);
输出:等势概念集合BG(FC′(G)).
step 1:初始化集合BG(FC′(G)) = ∅.
step 2:遍历极大完全多边形ATMCs(GcAT),对于

任意极大完全多边形记为ATMC = (VMC, EMC),如果
m′为新增属性,则执行 step 3;如果m′为新增对象,则
执行step 4.

step 3: ∀mi ∈ VMC,若 (m△
i ,m′) ∈ IG,则根据

定义 8构建新极大完全多边形,使用可视化方法计
算形式概念C = (A,B),并将 (g(B), (g(B))△)作为

等势概念存储到集合BG(FC′(G))中;若 (m△
i ,m′) /∈

IG,则将 ((VMC)
△, VMC)作为等势概念存储到集合

BG(FC′(G))中.
step 4: 对于任意mi ∈ VMC,若 (m′,mi) ∈

IG,则根据定义 8更新极大完全多边形的耦合关
系,使用可视化方法计算形式概念C = (A,B),
并将 (g((m′)△)

∩
g(A), (g((m′)△)

∩
g(A))△)作为等

势概念存储到集合BG(FC′(G))中;若 (m′,mi) /∈
IG,则将 ((VMC)

△, VMC)作为等势概念存储到集合

BG(FC′(G))中.
新增属性对原等势概念的影响可通过在原极大

完全多边形中添加节点信息来表示,因此在不影响原
属性拓扑连接关系的基础上可得到新的极大完全多

边形,从而计算出属性增量的等势概念.
定理4 在对象增量图形式背景中,新增对象为

ui,对应的图属性拓扑中原属性间权值可能发生改
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变,但不改变耦合关系的数量,且不增加属性节点.
证明 由于在图形式背景中新增对象并未影响

原属性的数量,根据定义9可知原图属性拓扑中属性
个数不会发生变化.新增对象ui时,按照定义9在原
图属性拓扑中更新权值信息和边的指向,不会新增耦
合关系. 2
由定理4以及完全多边形权值与形式概念之间

的关系可知,形式概念的外延对应完全多边形中边上
权值的交集,可通过考虑新增对象后原极大完全多边
形中所有被影响的耦合关系求取交集后,判断是否仍
包含新增对象而计算等势概念.若交集中包含新增
对象,则其共同组成新的等势概念外延.因此,基于图
属性拓扑的增量式等势概念计算可总结为4种更新
方式,如定理5所示.

定理5 等势概念保留:不受新节点影响的等势
概念将继续作为等势概念存在.等势概念递进:等势
概念内涵中的所有属性均受新节点影响,此时等势概
念将结合新节点成为新的等势概念.等势概念分裂:
等势概念的部分属性和对象受新节点影响,此时受影
响的部分将结合新节点成为新的等势概念,原等势概
念保留.等势概念新增:新节点作为一个单独的等势
概念出现.

3 实验分析

为了验证所提出增量式等势概念计算方法的正

确性和减少计算时间的有效性,实验选取5个数据
集评估算法性能, 5个数据集包括Karate、Dolphins、
Jazz、FPF和MVPT,分别表示空手道俱乐部成员间
的网络、宽吻海豚间的网络、爵士乐音乐人间的网

络、Facebook页面间的网络和田鼠群体间的网络数
据集.数据集节点数分别为34、62、198、620和1 263;
边条数分别为78、159、2 742、2 102和3 380.实验硬
件平台为CPU:AMD (A1-7300@2.2GHz)、8GB随机
存取存储器、Windows 10,软件平台使用Visual Studio
2013.实验在相同的硬件和软件环境下运行.
为了突出直接计算等势概念的有效性,表3和表

4对比了静态计算方法与 3种现有算法 (CMCG[29]、

CEQA[16]和AT)在计算等势概念的数量#EC (形式概
念数量 #C)和时间的结果.为了减小实验的偶然误
差,所有算法均进行 5次测试,并通过取均值作为最
终的运行时间消耗以提升时间对比的可靠性.由表
3可知,所有方法均能正确地计算出所有的形式概念
或等势概念.将CMCG、CEQA和AT算法用于计算等
势概念时,三者的思路均为先计算形式概念再筛选等
势概念.由于计算形式概念的时间远大于筛选等势

概念的时间,可用3种对比算法计算形式概念的时间
近似求取等势概念的时间.表4表明所提出方法在不
同数据集上的运行时间均低于对比算法.其中,相比
CMCG和CEQA算法,静态计算方法省略了计算非等
势概念的过程,从而有效降低了时间消耗.与AT算法
相比,静态计算方法不仅可以直接计算等势概念,而
且其构建的图属性拓扑在结构上减少了耦合关系,这
意味着计算过程中可减少路径回溯,从而提高算法的
运算效率.

表 3 概念计算结果对比

数据集
CMCG[29] CEQA[16] AT 静态计算

#C #EC #C #EC #C #EC #C #EC

Karate 136 − 136 36 136 − − 36

Dolphins 348 − 348 84 348 − − 84

Jazz 68 880 − 68 880 746 68 880 − − 746

FPF 11 528 − 11 528 1 249 11 528 − − 1 249

MVPT 5 755 − 5 755 1 305 5 755 − − 1 305

表4 不同方法的运行时间 单位: ms

数据集 CMCG[29] CEQA[16] AT 静态计算

Karate 60.2 8.2 7.4 5.4

Dolphins 63.8 12.2 10.8 8.6

Jazz 3 454 358.0 1 765.6 1 234.8 1 016.6

FPF 4 546 879.4 2 135.2 2 097.6 1 810.2

MVPT 8 354 191.8 5 327.8 5 284.2 5 166.6

为了展示所提出增量式方法计算等势概念的性

能,选取数据集中规模较大,即节点数和边条数较多
的FPF和MVPT数据集分别进行增量式等势概念计
算.具体过程为:将上述3个数据集分别分成10个阶
段模拟增量的生成过程,第1阶段节点数设置为L =

⌊总节点数/10⌋,第2∼第9阶段分别在上阶段的结果
上逐次增加L个节点,第 10阶段则增加数据集中的
剩余节点;在每个阶段统计等势概念数量和运行时
间.为了避免数据集中节点顺序对结果的影响,本节
在随机打乱5次的数据集上进行实验,并取均值作为
最终结果.
将所提出增量计算方法分别与静态计算

方法以及 3 种现有的增量式概念计算方法
(MultiAddIntent[30]、Add-FCA[24]、 ICCA[18])进行对
比.经验证,所提出方法和对比方法在各个阶段的概
念数量相等.为了突出所提出增量方法的效率,表 5
展示了所提出增量方法与对比方法在FPF和MVPT
数据集上不同阶段计算等势概念的运行时间.由表
5可知,在第1阶段,静态和增量计算方法计算等势概
念的步骤相同,因此两者运行时间相同.在第 2∼第
10阶段,随着节点的不断增加,对于增量计算而言作
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为输入的等势概念也增多,从而节省大量的计算时
间;静态方法在每个阶段都需重新计算所有等势概
念,当节点数不断增加,需要构建的图属性拓扑规模

也随之增大,导致重复计算的等势概念增多,从而大
幅度增加了计算时间.因此,增量算法不仅能正确计
算等势概念,而且运行时间均少于静态计算方法.

表5 不同方法在FPF和MVPT数据集上的运行时间对比 单位: ms

数据集 方法/不同阶段 62 124 186 248 310 372 434 496 558 620

静态 13.0 45.8 90.2 170.8 257.8 438.6 661.2 888.6 1 273.8 1 810.2

MultiAddIntent[30] 14.2 35.8 77.2 155.4 239.6 419.2 637.6 862.8 1 212.2 1 724.6

FPF Add-FCA[24] 13.8 27.6 68.4 136.8 221.8 405.4 621.2 850.2 1 146.8 1 635.4

ICCA[18] 13.6 22.8 62.6 124.4 210.2 392.8 601.4 828.6 1 112.8 1 575.4

增量 13.0 18.4 55.6 107.2 191.4 299.2 503.6 736.8 1 015.8 1 472.6

方法/不同阶段 126 252 378 504 630 756 882 1 008 1 134 1 263

静态 40.2 154.0 352.0 635.6 1 079.2 1 504.4 2 237.4 3 102.6 4 128.0 5 166.6

MultiAddIntent[30] 45.6 146.0 316.6 577.8 967.4 1 378.2 2 032.8 2 857.4 3 837.2 4 880.2

MVPT Add-FCA[24] 43.4 103.6 257.2 502.2 872.8 1 312.4 1 906.2 2 707.8 3 668.0 4 714.8

ICCA[18] 42.2 74.8 208.3 429.4 754.2 1 211.8 1 731.0 2 474.2 3 397.4 4 445.2

增量 40.2 59.0 182.0 397.8 695.4 1 164.2 1 608.0 2 355.8 3 260.0 4 311.8

另外,所提出增量式等势概念的直接计算方法在

计算效率方面比其他3种增量式算法表现出了更优

的性能.这是因为MultiAddIntent、Add-FCA和 ICCA

算法均先基于概念格或属性拓扑计算出当前形式背

景的所有形式概念,再筛选出等势概念集合.而所提

出增量式方法能够只关注等势概念的更新,无需计算

大量的形式概念,从而缩短了运行时间.

4 结 论

本文在定义的图属性拓扑上分析等势概念与极

大完全多边形的关系,提出了一种增量式等势概念的
直接计算方法,并通过实验表明基于图属性拓扑的增
量式等势概念计算的有效性.该方法表明了图属性
拓扑中极大完全多边形与等势概念的一一对应关系,
利用图属性拓扑的可视化特性能够直观地表示增量

式等势概念的更新过程,并且通过直接计算等势概念
避免了搜索全部形式概念的过程,从而有效降低了等
势概念的计算时间.未来工作将着重考虑如何利用
图属性拓扑实现增量减量一体化的等势概念计算,以
及如何在有向图上定义等势概念,这对于等势概念的
研究进展具有重要意义.
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