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有限时间控制的性能分析及参数选取
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(1. 常州工学院电气信息工程学院，江苏常州 213032；
2. 哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨 150001)

摘 要: 相比于无幂函数的传统线性控制方法,有限时间控制器 (finite-time controller, FTC)因具有指数参数而能
实现更优的控制性能.以一阶系统为例,定性且定量地对FTC和线性控制器 (linear controller, LC)性能进行较为全
面的对比,共得出11个相关定理,重点研究如何选取FTC的控制参数,以获得比LC更优的控制性能.具体内容为:
考虑一阶标称系统和受扰动系统,设定一系列能反映控制性能的评价指标,如最大控制量、能量消耗、收敛速度、
稳态精度以及抗干扰能力等;相比于已给定的LC,通过计算求出每个指标所对应的FTC参数,并证明存在合适的
参数范围使FTC在评价指标的约束下具有更优的控制性能;证明在同一评价指标约束下,相比于FTC,不存在具有
更优性能的LC.该研究可为FTC优于LC提供理论支撑,也为如何选取或优化FTC参数提供理论依据.
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Performance analysis and parameter selection for finite-time control
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Abstract: Compared with the traditional linear control method without a power function, a finite-time controller (FTC)
can achieve better control performance due to its exponential parameter. In this paper, we comprehensively compare the
performance of the FTC and linear controller (LC) both qualitatively and quantitatively, for a first-order system. We have
derived a total of 11 relevant theorems that focus on the selection of control parameters for the FTC to achieve superior
control performance compared to the LC. The specific content is that a series of evaluation indicators are set for both
the nominal system and the disturbed system to reflect their control performance. These indicators include the maximum
control amplitude, energy consumption, convergence speed, steady-state accuracy, and anti-disturbance capability. Based
on the given LC, the FTC parameters corresponding to each indicator are calculated. It has been proven that there is an
optimal parameter range that can enhance the control performance of the FTC while still satisfying the constraints of the
evaluation indicators. In addition, it is also important to demonstrate that, under the same evaluation index constraint,
there is no LC with better performance than the FTC. The significance of the research is to provide theoretical support
for improving the control performance of the FTC, and to establish a theoretical basis for selecting FTC parameters.
Keywords: finite-time control；non-smooth control；linear control；performance comparison；parameter selection

0 引 言

有限时间控制器 (finite-time controller, FTC)比
线性控制器 (linear controller, LC)多了状态的非整数
幂参数,通过合理选定该参数,能获得更好的系统性

能.从纯理论角度而言, LC只能实现系统为渐近稳
定,即被控状态收敛到平衡点的时间在理论上是趋
于无穷的;而FTC能实现系统为有限时间稳定,即被
控状态收敛到平衡点的时间是有限的.因此,理论上
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FTC具备更快的收敛速度.从实际应用情况来看,由
于干扰等不确定因素的存在,被控状态只能被稳定
在平衡点附近的邻域内,但FTC依然能表现出动态
收敛更快、稳态精度更高等优点.正是由于这些优
点, FTC在近20年来引起了人们广泛的关注和兴趣,
并在众多控制领域中取得了大量的研究成果,如航天
器控制[1]、无人机控制[2]、车辆控制[3]、无人船控制[4]、

水下机器人[5]等.
目前,关于FTC的研究成果主要集中于研究如

何证明相关系统为有限时间稳定,却很少有文献深入
地研究FTC控制参数范围与具体控制性能之间的严
谨的数学关系,例如: FTC比LC收敛更快所对应的参
数范围, FTC比LC耗能更小所对应的参数范围, FTC
比LC抗干扰能力更强所对应的参数范围,等等.此
外,在已有关于FTC研究成果中,虽然利用数字仿真
或实物验证可体现FTC比LC具备更优的控制性能,
但在验证过程中,往往仅是基于经验选取一组或几
组能使FTC具备更优性能的控制参数.这不免引发
思考和疑问,即对于LC,是否也存在合适的参数范围,
使之具备比FTC更优的控制性能?如果不存在,能否
在理论上进行证明?本文正是基于该疑问,提出并研
究如下关于FTC控制参数与控制性能关系的3个问
题.
问题1 针对给定的线性控制系统,如何设置有

限时间控制参数,使得系统性能更优？反之,针对给定
的有限时间控制,是否也存在性能更优的线性控制？
如果用FTC替代已有系统里的LC方法,则目前需要
解决的理论性问题是如何选取FTC参数以获得更优
的性能.这里面涉及到3个子问题.首先,需要设定一
系列指标 (或称约束条件)以评价系统性能是否更优,
例如在最大控制量或能量消耗的约束下,系统收敛速
度、稳态精度以及抗干扰能力是否能得到提升;其次,
需要给出关键性能所对应的具体参数,以指明不同参
数范围能提升或降低哪些性能;最后,必须从理论上
验证用FTC优化LC是否具有可逆性,即如果LC同样
具有性能更优的可能性,则不能说明FTC是一种性
能更优的控制器.
问题2 相比于线性控制,有限时间控制是否只

能改善系统在近平衡点处的控制性能？主流FTC中
含有幂项 |x|p,x为系统状态, p ∈ (0, 1)为指数参数.
由幂函数特性可知,当 |x| < 1时 (状态靠近平衡点),
幂项 |x|p的值大于LC中的线性项 |x|.因此有些观念
认为,相比于LC, FTC在近平衡点处能自发产生更大
的控制输出,进而能提高系统收敛速度.一般情况下

该观点是正确的,但参照以上论述过程,反过来推论,
当 |x| > 1时,由于 |x|p < |x|,是否意味着在状态远离
平衡点时FTC性能一定差于LC？
问题3 相比于线性控制,如果有限时间控制具

有收敛更快、精度更高的优点,然而此优点是否意味
着有限时间控制一定需要更大的控制量或消耗更多

的能量？一种常见的观点认为,系统收敛快则对应控
制量必然大或耗能必然多,否则不符合物理常识.该
观点在某些情况下是正确的,但在不同的控制算法间
进行比较时则不一定如此.优秀的控制算法应该可
以做到在小控制量或少耗能前提下,还能进一步提升
系统性能,那么相比于LC, FTC能否算作此类优秀的
控制算法？

注1 目前,关于FTC系统性能与参数范围之间
严谨数学关系的研究成果非常少,只有文献 [6]取得
了一些初步成果.本文研究方向与文献 [6]有相似之
处,但具体研究内容和结论则存在较大的不同,具体
如下: 1)两篇文章虽然都研究FTC收敛速度与控制
参数之间的关系,但研究方法和角度不同.文献 [6]证
明在相同控制输入受限情况下FTC在任意时间的收
敛速度都快于LC,所以FTC优于LC;而本文的思路
是,针对给定的LC,证明必然存在相应的FTC参数范
围,使得FTC收敛时间更短且控制输入更小.也可以
说,文献 [6]是在相同控制输入下直接对比两种控制
器的速度,而本文是对两者的收敛时间进行对比并给
出FTC时间更优且控制输入更小的参数范围. 2)文
献 [6]假设干扰观测器能完全地观测干扰,所以在证
明过程中没有进一步考虑干扰等不确定性;相比之
下,本文在证明过程中考虑了干扰的存在,更符合实
际情况,并给出了FTC具备更优的抗干扰能力及更
小的控制输入所对应的参数范围. 3)文献 [6]主要考
虑控制输入受限和收敛速度两项评价指标;而本文
考虑了控制输入受限、收敛时间、能量消耗、期望精

度与稳态误差等评价指标. 4)本文在证明FTC存在
合适的参数范围使得控制性能优于LC之外,亦证明
了不存在相应的LC使其控制性能优于FTC.

1 预备知识及问题陈述

1.1 定义与引理

定义1 (有限时间稳定定义[7]) 考虑如下系统:

ẋ(t) = f(x(t)), f(0) = 0, t0 = 0, x0 ≜ x(0). (1)

其中:状态x(t) ∈ Rn, f : U → Rn为包含原点的定

义域U到n维空间Rn中的一个函数, 0 ∈ Rn为零向

量.若x(t)在有限时间内收敛到平衡点x(t) = 0,则
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称系统为有限时间稳定.其数学描述为,对于∀x0 ∈
U ,系统解记为x(t, x0),且x0 ̸= 0,如存在一个函数
T (x0) : U\{0} → (0,∞)满足当 t ∈ [0, T (x0)]时,有
lim

t→T (x0)
x(t, x0) = 0,且当 t > T (x0)时,有x(t, x0) =

0,则称系统为有限时间稳定.
引理1 对于任意属于 (0, 1)间的正实数ϑ和p,

函数h(ϑ) = 1− ϑ1−p + (1− p) lnϑ的值恒小于0.
引理2 对于任意属于 (0, 1)间的正实数ϑ和p,

函数 l(ϑ, p) = 2(1 − ϑ1+p)(1 − ϑ1−p) − (1 + p)(1 −
p)(1− ϑ2) lnϑ−1的值恒小于0.

引理3 对于任意属于 (0, 1)间的正实数ϑ和p,
函数n(ϑ) = 1− ϑp−1 − (1− p) lnϑ的值恒小于0.

1.2 控制系统的数学模型

本文研究的一阶系统模型[6]如下:

ẋ = u+ d. (2)

其中:x ∈ R为系统状态,u ∈ R为待设计的控制
器, d ∈ R为未知的干扰且存在常数 d̄满足 |d| ⩽ d̄.针
对该系统,可设计LC和FTC分别为

LC : u1 = −αx, (3)

FTC : u2 = −βsig(x)p. (4)

其中:α > 0为LC的增益系数,β > 0为FTC的增益
系数, p ∈ (0, 1), sig(x) ≜ sign(x)|x|p.

注2 本文选择一阶系统作为控制对象的原因

如下:首先,结构简单且最具基础性的一阶系统 (2)最
适合作为本类研究初级阶段的被控对象.其次,虽然
二阶及高阶系统模型具有更广泛的应用范围,但这
类系统不存在最具代表性的控制器设计方法,如文献
[8]的表1和表2中例举的11种方法设计的FTC都是
不同的,这导致如何选择最具代表性控制器问题存在
争议.相比于二阶系统控制器的形式多种多样,一阶
系统的形式简单,其最具代表性的LC和FTC控制器
即为式 (3)和 (4)所示.最后,本文选择的一阶系统 (2)
不仅可作为本类研究的基础,其本身作为典型被控对
象已得到广泛研究,如网络控制[9]、多智能体控制[10]、

导弹制导律设计[11]、滑模控制中趋近律设计[12]、电机

转速控制[13]、电池储能控制系统[14]、反步控制中虚拟

控制律设计[15]等系统稳定问题都与一阶系统 (2)的
控制问题密切相关,因此,本文选择的一阶系统具有
一定的应用范围和研究价值.

2 不考虑干扰的性能对比与参数分析

当不考虑系统 (2)中的干扰项d时,式 (4)的FTC
才能保证状态x在有限时间内收敛到0.即从定义1
的角度出发,只有无扰动系统 ẋ = u才存在严格意义

上的有限时间稳定,所以本节首先针对该标称系统进
行研究.

将控制器 (3)和 (4)分别代入系统 ẋ = u中,设初

始时间t0 = 0,可求系统解析解分别为

LC : x(t) = x0e−αt. (5)

FTC : x(t) =


sign(x)[|x0|1−p − β(1− p)t]

1
1−p ,

t ⩽ T ;

0, t > T.

(6)

其中:x0 ≜ x(0),T ≜ |x0|1−p[β(1− p)]−1.

从上式可见,虽然LC和FTC都能保证系统状态

从x0向 0收敛,但LC系统是渐近稳定的,其从 x → 0

的收敛时间是无穷的;而FTC系统是有限时间稳定,

其能保证状态x(t)在时间T内收敛到0.因此,如果

以x(t) = 0作为控制目标来比较两种控制方法的

收敛速度或精度,则FTC远优于LC,这显然对LC不

太公平.为了更充分且合理地对比两者收敛速度,本

文一方面考虑最大控制量或耗能的约束;另一方面,

定义一个期望的稳态精度xd (或称控制目标),其需

满足xd ̸= 0且 |xd| < |x0|,再定义一个精度系数
θ = xd/x0 ∈ (0, 1),由于两种控制方法在x0 → xd

阶段收敛时间都是有限的,在此阶段对比两者收敛速

度更加公平且有意义.
注3 本文把最大控制输入作为性能指标的意

义在于:首先,其表示控制器瞬时付出的最大代价,与
能耗表示的累积时间付出的代价相对应;其次,优化
参数的结果可用在需要避免或减少控制饱和现象的

系统中;最后,研究结果可作为需要考虑控制饱和现
象系统中的性能分析的研究基础.

2.1 收敛速度、精度与最大控制输入

2.1.1 性能更优的有限时间控制器存在性研究

定理1 考虑系统 ẋ = u,对于任何一个给定的
线性控制器 (3),必然存在一个有限时间控制器 (4),使
系统收敛更快、精度更高且最大控制输入更小.满
足此性能的FTC参数β范围为βT < β < βu.其
中:βT ≜ α(1− θ1−p)|x0|1−p[(p− 1) ln θ]−1表示FTC
收敛速度不慢于LC的最小增益参数,βu ≜ α|x0|1−p

表示FTC的最大控制量不大于LC的最大增益参数.

证明 由式 (5)和 (6)可计算两类控制系统从x0

单向收敛到xd的时间分别为

LC : t1 = α−1 ln |x0| − α−1 ln |xd|, (7)
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FTC : t2 = β−1(1− p)−1(|x0|1−p − |xd|1−p). (8)

只有当β满足β > βT时,才存在 t2 < t1,所以βT为

FTC收敛速度不慢于LC的最小增益参数.

对于控制器(3)和(4),因为状态是单向收敛的,其

初始时刻的控制量即为最大控制量,所以LC的最大

控制幅值为 |u1,t=0| = α|x0|, FTC的最大控制幅值为
|u2,t=0| = β|x0|p.只有当β满足β < βu时,才存在

|u2,t=0| < |u1,t=0|,所以βu为FTC的最大控制量不大

于LC的最大增益参数.

下面研究βT < βu是否成立. βT < βu等效于

h(θ) ≜ 1 − θ1−p + (1 − p) ln θ < 0.由引理1可知,因

为θ ∈ (0, 1)且p ∈ (0, 1),所以h(θ) < 0恒成立,即

βT < βu恒成立.

由以上分析可知,可通过选取FTC的增益参数β

满足βT < β < βu,使得FTC收敛更快且最大控制输

出幅值更小.此外,在时间t2时刻, FTC系统已收敛到

xd并将继续向0方向收敛,当时间进行到 t1时, LC系

统才收敛到xd,而此时FTC系统状态已更接近0点,

这表明FTC系统具有更高的收敛精度.所以,β满足

βT < β < βu时,还使得FTC收敛精度更高且最大控

制输出幅值更小. 2
2.1.2 性能更优的线性控制器存在性研究

定理2 考虑系统 ẋ = u,对于任何一个给定的
有限时间控制器 (4),必然不存在一个线性控制器 (3)
使系统收敛更快且最大控制输入更小.

证明 与定理1证明类似,根据两类控制系统收

敛时间表达式 (7)和 (8)可计算得,当LC增益α满足

α > αT时,才有t1 < t2,其中

αT ≜ β(p− 1) ln θ(1− θ1−p)−1|x0|p−1,

其表示LC收敛速度不慢于FTC的最小增益参数.根

据 |u1,t=0| = α|x0|和 |u2,t=0| = β|x0|p可知,当LC

增益α满足α < αu = β|x0|p−1时,才有 |u1,t=0| <

|u2,t=0|,其中αu表示LC的最大控制量不大于FTC的

最大增益参数.
由以上分析可知,只有当LC的增益α满足约束

条件αT < α < αu时,才有 t1 < t2且 |u1,t=0| <

|u2,t=0|.该约束条件成立的前提为αT < αu,下面
验证αT < αu是否成立.充分条件αT < αu等效于

h(θ) = 1 − θ1−p + (1 − p) ln θ > 0.但由引理1可知,
函数h(θ)在θ ∈ (0, 1)和p ∈ (0, 1)上不可能大于0,因
此αT < αu不成立,即不存在合适的LC使系统收敛
更快且最大控制输入更小. 2

2.2 收敛速度、精度与能量消耗

本节研究是否存在一种控制方法比另一种方法

收敛速度快、精度高且消耗的能量更小.选用公式

E =
w t

0
u(t)2dt

作为能量消耗的指标[16],此公式在最优控制等领域
最常用于表征能量指标.针对具体系统和控制任务,
基于本节提供的分析思路和技术方法,也可选用其他
性能指标或目标函数对控制器性能进行比较分析或

对控制器参数进行优化.

2.2.1 性能更优的有限时间控制器存在性研究

定理3 考虑系统 ẋ = u,对于任何一个给定的
线性控制器 (3),必然存在一个有限时间控制器 (4),使
系统收敛更快、精度更高且耗能更少.满足此性能的
FTC参数β 选值范围为βT < β < βE .其中:

βE ≜ 0.5α(1− θ2)(1 + p)|x0|1−p(1− θ1+p)−1,

表示FTC耗能不多于LC的最大增益参数;βT的表达

式如定理1中所示,表示FTC收敛速度不慢于LC的
最小增益参数.
证明 定理 1已证明只有当FTC的增益β满足

β > βT时,才有 t2 < t1,下面分别计算两种控制器
的能量消耗. LC随时间消耗的能量为

E1 =
w t

0
u1(x(t))

2dt =
w t

0
α2x2

0e
−2αtdt =

0.5αx2
0 − 0.5αx2

0e
−2αt.

进一步,可计算LC从x0收敛到xd消耗的能量为

E1 = 0.5αx2
0 − 0.5αx2

d. (9)

FTC随时间消耗的能量为

E2 =
w t

0
u2(x(t))

2dt =
w t

0
β2x2p(t)dt =

β

1 + p
|x0|1+p − β

1 + p
[|x0|1−p − β(1− p)t]

1+p
1−p ,

t ⩽ |x0|1−p

β(1− p)
;

β

1 + p
|x0|1+p, t >

|x0|1−p

β(1− p)
.

进一步,可计算FTC从x0收敛到xd消耗的能量为

E2 = β(1 + p)−1|x0|1+p − β(1 + p)−1|xd|1+p. (10)

由式(9)和(10)可知,只有当β<βE时,才有E2 < E1.
下面研究βT < βE是否成立. βT < βE等效于

l(θ) ≜ 2(1− θ1+p)(1− θ1−p)−

(1 + p)(1− p)(1− θ2) ln θ−1 < 0.

由引理2可知,函数 l(θ)在θ ∈ (0, 1)和p ∈ (0, 1)上恒

小于0,所以βT < βE也成立.
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综合以上分析可知,可通过选取FTC的参数β,
使其满足约束条件βT < β < βE ,则有 t2 < t1,且
E2 < E1,即FTC的收敛速度比LC快且耗能更少.此
外,因为FTC用更少的时间收敛到与LC相同的xd,这
也说明在相同的收敛时间内FTC系统能收敛到一个
更小的xd,即只要增益β满足βT < β < βE ,则FTC
的精度更好且耗能更少. 2
2.2.2 性能更优的线性控制器存在性研究

定理4 考虑系统 ẋ = u,对于任何一个给定的
有限时间控制器 (4),必然不存在一个线性控制器 (3)
使系统收敛时间更快且耗能更少.
证明 定理2的证明中已说明当LC增益α满足

α > αT 时,才有 t1 < t2;且只有当LC增益α满足

α < αE时,才有E1 < E2,其中

αE = 2β(1− θ1+p)(1 + p)−1(1− θ2)−1|x0|p−1,

αE的物理意义为LC耗能不多于FTC的最大增益参
数.
由以上分析可知,只有当LC的增益α满足约束

条件αT < α < αE时,才有t1 < t2且E1 < E2.该约
束条件成立的前提为αT < αE ,下面验证αT < αE

是否成立.充分条件αT < αE 等效于 l(θ) > 0,其中
函数 l(θ)的表达式已在定理3的证明中给出.但由引
理2可知,函数 l(θ)在θ ∈ (0, 1)和p ∈ (0, 1)上不可能

大于0,因此αT < αE不成立,即不存在合适的LC使
系统收敛更快且耗能更少. 2
3 考虑干扰情况下的性能对比与参数分析

3.1 抗干扰能力:稳态误差与最大控制输入

受干扰影响,系统 ẋ = u + d的状态在LC和FTC
作用下不会如标称系统一直向0收敛,而是收敛并
进入0附近的某个邻域内,且之后一直保持在该邻域
内.一般称该邻域的最小范围为系统的稳态误差,下
面先计算系统的稳态误差.

LC驱动下的一阶受扰动系统为

ẋ = u1 + d = −αx+ d. (11)

定义包含原点的集合D1 ≜ {x : |x| < d̄/α},由式(11)
可知,如果x在D1外,则 ẋ与x符号相反,这表明x能

收敛到D1内.
FTC驱动下的一阶受扰动系统为

ẋ = u2 + d = −βsig(x)p + d. (12)

定义包含原点的集合D2 ≜ {x : |x| < (d̄/β)1/p},由
式 (12)可知,如果x在D2外,则 ẋ与x符号相反,这表

明x能收敛到D2内.

为了公平对稳态误差进行对比,本节后续研究

中,不妨设两个系统的初值x0相同且都在集合D1和

D2外,这样两个系统都从相同的x0收敛到各自的稳

态误差内.

3.1.1 性能更优的有限时间控制器存在性研究

定理5 考虑受扰动系统 ẋ = u + d,对于任何
一个给定的线性控制器 (3),必然存在一个有限时间
控制器 (4),使系统稳态误差更小且最大控制输入也
更小.满足此性能的FTC增益参数β的选值范围为

βD < β < βu.其中:βD ≜ αpd̄1−p表示FTC稳态误差
不大于LC的最小增益参数;βu ≜ α|x0|1−p与前文中

一致,也表示FTC的最大控制量不大于LC的最大增
益参数.

证明 根据D1和D2表达式可知,只有当FTC增

益参数满足β > βD时,才有D2 ⊂ D1,即FTC的稳态

误差更小.又由定理1可知,只有β满足约束β < βu

时,才有 |u2,t=0| < |u1,t=0|.下面研究βD < βu是否

成立. βD < βu等效于 d̄ < α|x0|.因为本节研究的
是状态从初值收敛到稳态误差内的过程,所以存在

x0 /∈ D1,故 d̄ < α|x0|成立,即βD < βu成立.综合以

上分析,可通过选取合适的FTC的增益参数β,使其

满足βD < β < βu,则有FTC稳态误差比LC更小,且

最大控制输入也比LC更小. 2
3.1.2 性能更优的线性控制器存在性研究

定理6 考虑受扰动系统 ẋ = u+ d,对于任何一
个给定的有限时间控制器 (4),必然不存在一个线性
控制器 (3),使系统稳态误差更小且最大控制输入也
更小.

证明 只有当LC增益参数满足α > αD时,

才有D1 ⊂ D2,即LC的稳态误差更小,其中αD ≜
(d̄p−1β)1/p表示LC稳态误差不大于FTC的最小增益

参数.又由定理2可知,只有α < αu时,才有 |u1,t=0|
< |u2,t=0|,其中αu ≜ β|x0|p−1与定理2中一致,表示

LC的最大控制量不大于FTC的最大增益参数.由以

上分析可知,只有当LC的增益α满足约束条件αD <

α < αu时,才有D1 ⊂ D2且 |u1,t=0| < |u2,t=0|.该约
束条件成立的前提为αD < αu,下面验证αD < αu是

否成立.充分条件αD < αu等效于 |x0| < (d̄/β)1/p.

因为系统初值x0在集合D2外,所以 |x0| < (d̄/β)1/p

不成立,即充分条件αD < αu不成立,即不存在合适

的α满足αD < α < αu,所以不存在合适的LC使系
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统的稳态误差更小且最大控制量也更小. 2
3.2 抗干扰能力:收敛速度与最大控制输入

本节研究是否存在一种控制方法比另一种方

法收敛速度快且需最大控制量更小.为更公平且

方便地对收敛速度进行对比,这里定义一个期望精

度xd,其需满足 |xd| < |x0|且xd /∈ D3,其中D3 =

D1

∪
D2.因为x0和xd都在集合D3外,所以式 (11)和

(12)的右边与 ẋ符号相反,即两个系统会从相同的x0

收敛到相同的xd,这样通过对比各自x0 → xd阶段所

用的时间,便可比对出收敛的快慢.

3.2.1 性能更优的有限时间控制器存在性研究

定理7 考虑受扰动系统 ẋ = u + d,对于任何
一个给定的线性控制器 (3),必然存在一个有限时间
控制器 (4),使系统收敛更快且最大控制输入更小.满
足此性能的FTC增益参数β的选值范围为βt < β <

βu.其中

βt ≜
(α− d̄|xd|−1)(1− θ1−p)|xd|1−p

θ1−p(1− p) ln θ−1
+ d̄|xd|−p,

(13)

βt表示FTC收敛速度不慢于LC的最小增益参数;βu

≜ α|x0|1−p和θ ≜ |xd|/|x0|与定理1中一致,分别表
示FTC最大控制量不大于LC的最大增益参数和精
度系数.
证明 首先计算LC系统的收敛时间.定义ϑ1 =

1− d̄|xd|−1/α,将其代入式(11),可得

ẋ = − αϑ1x− α(1− ϑ1)x+ d =

− αϑ1x− xd̄|xd|−1 + d. (14)

因为xd /∈ D3,则有 |xd| > d̄/α,所以常数ϑ1 > 0.又
因为收敛时间研究的是状态未到达xd的过程,所以
这期间都有 |x| > |xd|,则式(14)右边项−xd̄|xd|−1+d

与 ẋ符号相反,这表明该项起到加速系统收敛的作
用.因此,系统(14)从x0到xd的收敛时间为

t1 = ϑ1
−1α−1 ln |x0| − ϑ1

−1α−1 ln |xd|. (15)

然后计算FTC系统的收敛时间.定义ϑ2 = 1 −
d̄|xd|−p/β,将其代入式(12),可得

ẋ = −βϑ2sig(x)
p − d̄|xd|−psig(x)p + d. (16)

因为xd /∈ D3,则有 |xd| > (d̄/β)
1/p,所以常数ϑ2 >

0.又因为从x0到xd过程中都有 |x| > |xd|,则式 (16)
右边项−d̄|xd|−psig(x)p + d也与 ẋ符号相反,这表明
该项起到加速系统收敛的作用.因此,系统 (16)从x0

到xd的收敛时间为

t2 = ϑ−1
2 β−1(1− p)

−1
(|x0|1−p − |xd|1−p). (17)

因为 |x| > |xd|,且 p ∈ (0, 1),所以系统 (14)右边
的加速收敛项的作用大于系统 (16)右边的加速收敛
项.由式 (15)和 (17)可知,只有当β满足约束β > βt

时,才有 t2 < t1,其中βt的表达式已在式 (13)中给
出.此外,在前文中已计算过,只有当FTC的增益参数
β满足约束β < βu时,才有 |u2,t=0| < |u1,t=0|.因此,
如果参数β在βt < β < βu区间选值,则有 t2 < t1且

|u2,t=0| < |u1,t=0|,即FTC性能更优.但βt < β < βu

成立的前提为βt < βu需成立.
下面研究βt < βu是否成立. βt<βu等效于

m(θ) ≜ (ϑ1/ϑ2)(1− θ1−p) + (1− p) ln θ < 0. (18)

将m(θ)对θ求一阶导数,有

dm(θ)

dθ
= (1− p)θ−1[1− (ϑ1/ϑ2)θ

1−p],

如果ϑ1/ϑ2 < 1成立,则dm(θ)/dθ > 0,结合m(1) =

0,则式 (18)恒成立.下面证明 ϑ1/ϑ2 < 1 恒成立.
ϑ1/ϑ2 < 1等于

1− d̄|xd|−1α−1/(1− d̄|xd|−pβ−1) < 1,

化简得α|xd|1−p < β.已知β > βt,只需证明βt >

α|xd|1−p,即有α|xd|1−p < β. βt > α|xd|1−p等效于

n(θ) = 1− θp−1 − (1− p) ln θ < 0.

由引理3可知n(θ) < 0恒成立,即βt > α|xd|1−p恒成

立.由β > βt可知β > α|xd|1−p恒成立,即ϑ1/ϑ2 < 1

恒成立,因此m(θ) < 0成立,即充分条件βt < βu成

立.所以,选取β ∈ (βt, βu),使得FTC收敛速度比LC
快,且最大控制输入也比LC更小. 2
3.2.2 性能更优的线性控制器存在性研究

定理8 考虑受扰动系统 ẋ = u+ d,对于任何一
个给定的有限时间控制器 (4),必然不存在一个线性
控制器(3),使系统收敛更快且最大控制输入更小.

证明 由式 (15)和 (17)可知,只有当LC的增益α

满足约束α > αt时,才有t1 < t2,其中αt的表达式为

αt = β(1− p) ln θ−1/[(ϑ1/ϑ2)|x0|1−p
(1− θ1−p)],

αt表示LC收敛速度不慢于FTC的最小增益参数.此
外,由定理 2或定理 6的证明可知,只有当α满足约

束α < αu时,才有 |u1,t=0| < |u2,t=0|,其中αu ≜
β|x0|p−1与前文定义一致,表示LC最大控制量幅值
不大于FTC的最大增益参数.
由以上分析可知,只有当LC的增益α满足约束

条件αt < α < αu时,才有 t1 < t2且 |u1,t=0| <

|u2,t=0|. αt < α < αu成立的前提条件为αt < αu,
否则不存在满足条件的α. αt < αu等效于m(θ) > 0,
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其中m(θ)定义已给出,且由前文分析可知,m(θ) > 0

在研究范畴内恒不成立,所以αt < α < αu不成立,即
不存在合适的LC的增益α使其敛时间更快且最大控

制输入更小. 2
4 性能对比与参数分析的综合与总结

本节对前文进行总结,给出更简明的结论.

4.1 不考虑干扰情况下的综合与总结

本节将第 3节的 4个定理综合成一个定理,将 3
个阈值参数化简成两个.给出如下定理.

定理9 考虑系统 ẋ = u,对于任何给定的线性
控制器(3),必然存在参数β满足βT < β < βE的有限

时间控制器 (4),使系统收敛更快、精度更高、耗能更
少且最大控制输入更小.反之,对于任意给定的FTC,
必然不存在LC能提高以上系统性能.
证明 由定理1及其证明可知,如果β满足βT <

β < βu,则 t2 < t1且 |u2,t=0| < |u1,t=0|.由定理3及
其证明可知,如果β 满足βT < β < βE ,则 t2 < t1

且E2 < E1.因此,下面只需证明βE < βu,则有β满

足βT < β < βu时, t2 < t1、E2 < E1且 |u2,t=0| <
|u1,t=0|. βE < βu等效于

k(θ) ≜ 1 + p− θ2 − θp− 2 + 2θ1+p < 0.

根据 θ和 p的取值范围不难计算出 k(θ) < 0恒成

立.因此βE < βu恒成立,只要β满足βT < β < βE

时,即有t2 < t1、E2 < E1且 |u2,t=0| < |u1,t=0|.同理,
由定理2和定理4可知,不存在LC使系统控制性能更
好. 2
注4 可用图1解释定理1∼定理4以及定理9的

主要内容.
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图 1 无干扰时,相比于LC, FTC参数β对系统性能的影响

对于任何给定的LC,如果系统初值x0和期望精

度xd已知,即可计算FTC的3个性能参数βT、βE和

βu且满足βT < βE < βu,则不考虑干扰时,状态从
x0收敛到xd期间,相比于LC, FTC的参数β对系统性

能影响如图1所示.当β ∈ (0, βT )时, FTC收敛较慢,
但消耗能量更少且控制输入更小;当β ∈ (βT , βE)

时, FTC收敛快、耗能少且控制输入小;当β ∈ (βE ,

βu)时, FTC收敛快、控制输入小但耗能更多;当β >

βu时, FTC收敛快、但耗能更多且控制输入更大.因

此,可通过设置β ∈ (βT , βE)使得FTC具有最优的性
能.

4.2 考虑干扰情况下的综合与总结

定理10 考虑受扰动系统 ẋ = u + d,对于任何
一个给定的线性控制器 (3),必然存在一个参数β满

足βT < β < βu的有限时间控制器(4),使系统收敛更
快、稳态误差更小且最大控制输入也更小.反之,对
于任何一个给定的有限时间控制器 (4),必然不存在
线性控制器(3)能提高以上系统性能.
证明 由定理5及其证明可知,如果β满足βt <

β < βu,则 t2 < t1且 |u2,t=0| < |u1,t=0|.由定理7及
其证明可知,如果β 满足βD < β < βu,则D2 ⊂ D1

且 |u2,t=0| < |u1,t=0|.下面只需要证明βD < βt,则
当β满足βt < β < βu时,有 t2 < t1、D2 ⊂ D1且

|u2,t=0| < |u1,t=0|. βD < βt等效于

[(d̄α−1|xd|−1)
−1 − 1]

[(d̄α−1|xd|−1)
−p − 1]

(θp−1 − 1)

(1− p) ln θ−1
> 1. (19)

已知xd在集合D1外,故有(d̄|xd|−1α−1)
−1

> 1,所以
式(19)左边第1项满足

[(d̄α−1|xd|−1)
−1 − 1]/[(d̄α−1|xd|−1)

−p − 1] > 1.

(20)

如果式(19)左边第2项满足

(θp−1 − 1)/[(1− p) ln θ−1] > 1, (21)

则式 (19)必然成立.下面证明式 (21)恒成立.对其化
简得

n(θ) ≜ 1− θp−1 − (1− p) ln θ < 0,

由引理3可知n(θ) < 0恒成立,所以式 (21)成立.结
合式 (20)有式 (19)成立.因此βD < βt恒成立,则有
β满足βt < β < βu时, t2 < t1、D2 ⊂ D1且

|u2,t=0| < |u1,t=0|.由定理6和定理8可知,不存在LC
使系统控制性能更好. 2

注5 可用图2解释定理5∼定理8以及定理10
的主要内容.
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图 2 有干扰时,相比于LC, FTC参数β对系统性能的影响

对于任何给定的 LC,当考虑干扰时,如果系统
初值x0、期望精度xd以及干扰上界 d̄已知,即可计
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算FTC的 3个性能参数βD、 βt和βu且满足βD <

βt < βu,则与LC相比,考虑干扰且状态从x0收敛到

xd期间, FTC参数β对系统性能影响如图 2所示.当
β ∈ (0, βD)时, FTC收敛较慢、稳态误差较大,但控
制输入更小;当β ∈ (βD, βt)时, FTC收敛慢,但稳态
误差小且控制输入小;当β ∈ (βt, βu) 时, FTC收敛
快、稳态误差小且控制输入小;当β > βu时, FTC收
敛快、稳态误差小但控制输入更大.因此,可通过设
置β ∈ (βt, βu)使得FTC具有最优的性能.

4.3 性能分析总结

深入分析定理9和定理10,结合引言中提出的研
究问题2和问题3,基于本文研究的被控系统与控制
方法,以下两个关于FTC的误解或许应该重新认识.

误解1 (对应引言中的问题2) 相比于LC, FTC
仅仅只能改善系统在近平衡点处的控制性能.传统
观念认为:当 |x| < 1时, FTC中的幂项 |x|p大于LC中
的线性项 |x|,所以FTC能产生更大的控制量,进而获
得更快的收敛速度;而当 |x| > 1时, FTC收敛速度会
慢于LC.该观念比较笼统,缺少前提或约束条件,因
此有些不全面或不严谨.从定理1∼定理10的分析
可见,本文并没有对 |x|是否大于1进行分类,无论x0、

xd、D3大于1还是小于1 (即无论是在近或远平衡点
处), FTC都具有更好的性能.因此,相比于LC, FTC能
全局提高系统的控制性能.

误解2 (对应引言中的问题3) 相比于LC, FTC
虽然收敛更快,但需要更大的控制量或消耗更多的
能量.一种常识性观点认为,收敛快的系统所需的控
制量或消耗的能量应该更多.对于单独且简单的控
制系统而言,这种说法或许是对的,例如对于LC系统
ẋ = u1 = −αx,只有增大α时才能加快收敛速度,增
大α取值必然也会增大控制量和能量消耗.但对于复
杂些的系统或者不同的控制系统,这种说法可能不再
成立.例如本文研究的两个控制系统, FTC能实现收
敛更快,且控制量更小或耗能更少.再如,在近平衡点
处,虽然FTC中幂项 |x|p大于LC中的线性项 |x|,但通
过设置合适的β值 (见图1或图2),就可以做到FTC收
敛更快,且控制量更小或耗能更少.这并不与常理矛
盾,这也恰恰说明FTC是一种性能优越的控制算法.
总结定理1∼定理10,概括本文主要成果如下:
定理11 考虑系统 ẋ = u + d,对于任何一个给

定的线性控制器 (3),必然存在有限时间控制器 (4),使
系统性能得以全局优化.当干扰d可以忽略时,可设
置有限时间控制器增益参数满足β ∈ (βT , βE),使系
统收敛更快、精度更高、耗能更少、最大控制输入也

更小;当干扰d不可忽略时,可设置有限时间控制器
增益参数满足β ∈ (βt, βu),使系统的稳态误差更小、
收敛更快、最大控制输入也依然更小.反之,对于任
何一个给定的FTC,必然不存在LC能提高以上控制
性能.
详细证明可参见定理1∼定理10及其证明过程.

5 仿真分析

本节根据是否考虑干扰情况,对前文结论进行
仿真验证.当干扰可忽略不计时,不妨设LC中α =

1, FTC中 p = 0.7,状态初始 x0 = 100,期望精度
xd = 5.根据前文βT和βE表达式可计算βT = 2.626

及βE = 3.396.由图1可知,只需β在(2.626, 3.396)间

取值,便可获得最优的控制性能,不妨设β = 3.仿真
结果如图3和图4所示.
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图 3 不考虑干扰时,状态x(t)及其局部放大图
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图 4 不考虑干扰时,控制输入u(t)和能量函数E(t)
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从图3可见,虽然FTC系统的x(t)在开始时收敛

较慢,但在2.1 s后其收敛快于LC系统的x(t),最先到
达期望精度xd = 5,且在到达期望精度后,其收敛速
度和精度依然好于LC系统.
从图4可见, FTC的最大控制输入75小于LC的

最大控制输入 100.经过 3 s后,两个控制系统所消
耗的能量基本稳定,可见FTC系统消耗的能量约为
4 400,少于LC系统消耗的5 000.因此,在远平衡点且
不考虑干扰情况下, FTC的性能优于LC.
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图 5 考虑干扰时,状态x(t)及其局部放大图
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图 6 考虑干扰时,控制输入u(t)和能量函数E(t)

在以上系统中进一步考虑干扰,不妨假设干扰为
[−5, 5]间频率为10Hz的随机数,则有 d̄ = 5.由βt和

βu表达式可计算βt = 1.612和βu = 3.981.由图2可
知,只需β在 (1.612, 3.981)间取值,便可获得最优控

制性能,不妨也设β = 3.从图5可见, FTC系统的x(t)

最先到达期望精度xd = 5,其稳态精度约为0.8,小于
LC系统的稳态精度1.6.从图6可见, FTC的最大控制
输入为75,小于LC的最大控制输入100, FTC系统消
耗的能量约为4 500,少于LC系统所消耗的5 000.因
此,在远平衡点且考虑干扰情况下, FTC的性能也明
显优于LC.

6 结 论

本文对FTC与LC的一阶系统性能进行对比,从
理论上证明了FTC性能全局优于LC,也为FTC替换
LC时如何选取参数提供了理论依据.针对现有LC
控制系统,可基于图1和图2中的参数范围选定FTC
并获得对应的控制性能提升,因此,本文研究结果亦
可视为用FTC优化LC的一种方法.然而,如注 2所
言, FTC驱动的二阶和高阶系统不能计算其解析解,
且针对二阶系统设计的FTC方法多达十几种,因此,
针对二阶和高阶系统,如何研究FTC控制性能与参
数的关系,以及考虑控制饱和及控制死区等现象存在
时如何优化FTC参数,将是本研究后续的一个非常
具有挑战性的研究方向.
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