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基于面板数据的灰色向量模关联模型及其应用

党耀国, 王一博†, 王俊杰, 杨绍闻
(南京航空航天大学经济与管理学院，南京 210016)

摘 要: 针对现有面板数据灰色关联模型中不同几何特征的可比性问题,以及关联序受对象排列顺序影响的问
题,从时间维和对象维两个方面构建基于面板数据的灰色向量模关联模型.首先,以向量的形式对面板数据进行
表征,进而定义指标多维度上的绝对变化量和相对变化量两种几何特征向量,并基于特征向量对各几何特征进行
相应的无量纲化处理;然后,在时间维度考虑指标的横向发展绝对量和相对量向量的模得到时间维灰色向量模关
联度,在对象维度考虑指标的纵向振荡绝对量和相对量向量的模得到对象维灰色向量模关联度,对两维度加权平
均得到面板数据的灰色向量模关联度;其次,对面板数据灰色向量模关联模型的性质如规范性、接近性、数乘变换
保序性等进行讨论,验证模型的实用性和有效性,且模型不受对象排列顺序的影响;最后,利用所提出的模型对江
苏省地区大气污染问题进行研究,以期为江苏省大气污染防治工作提供理论支持.
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Grey vector modulus incidence model based on panel data and its
application
DANG Yao-guo, WANG Yi-bo†, WANG Jun-jie, YANG Shao-wen

(College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，China)

Abstract: Aiming at the comparability problem of different geometric features in the existing panel data grey incidence
model, and the problem that the incidence order is affected by the order of objects, a grey vector modulus incidence model
based on panel data is constructed. Firstly, the panel data is characterized in the form of vectors, and then two geometric
feature vectors of absolute change and relative change in multi-dimension of the index are defined, and the corresponding
dimensionless processing of each geometric feature is carried out based on the feature vector. Then, the time dimension
grey vector modulus incidence degree is obtained by considering the modulus of the horizontal development absolute
quantity and the relative quantity. The object dimension grey vector modulus incidence degree is obtained by considering
the modulus of the vertical oscillation absolute quantity and the relative quantity. The grey vector modulus incidence
degree of the panel data is obtained by two dimensions. The properties of the grey vector norm incidence model of panel
data are discussed. Finally, the proposed model is used to study the air pollution problem in Jiangsu Province.
Keywords: grey system；grey incidence analysis；panel data；vector modulus；air pollution

0 引 言

灰色系统理论是1982年由邓聚龙教授创立的一
种针对少数据、贫信息不确定性问题的分析方法,
现已成为研究不确定性系统的最常用方法之一.其
中,灰色关联分析是灰色系统理论的重要组成部分,
该方法弥补了采用数理统计方法进行系统分析所产

生的不足,能够适用于不同的数据量和数据规律的

情况,相关成果在控制[1]、评价[2-3]、决策[4]等领域

均有应用.灰色关联分析方法的基本思想在于:根据
序列曲线几何相似程度判断不同序列间的联系是否

紧密.自Deng[5]首先基于序列点之间的欧氏距离提

出了邓氏关联模型以来,学者们基于不同的几何特征
分析角度,提出了大量新的灰色关联模型.例如: Liu
等[6]基于序列间所夹面积提出了广义灰关联模型,并
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在后续进行改进[7]; Dang等[8]基于序列曲线的斜率

提出了灰色斜率关联模型; Wang等[9]引入三角函数

提出了灰色变趋势关联模型.除此之外还有基于数
据的凸性提出的灰色凸关联模型[10]等.近年来,为解
决现实生活中大量复杂系统和应用难题,灰关联分析
的对象逐渐由时间序列拓展到面板数据,面板数据灰
色关联分析逐步成为研究热点.
目前,关于面板数据的灰色关联模型研究主要

包括针对三维几何特征、针对二维几何特征的拓展

和针对混合特征的研究.第一,针对三维几何特征建
模的研究: Zhang等[11]用空间三角形组成的曲面簇对

面板数据进行描述,基于曲面簇的有向体积提出了
扩展绝对关联模型;吴鸿华等[12]将矩阵分解并投射

为空间四面体网格,提出了灰色四面体网格关联模
型.这些方法使用三维几何特征的角度判断不同矩
阵间的联系是否紧密.第二,将二维几何特征分析方
法拓展到面板数据进行建模的研究: Liu等[13]利用面

板数据时间和对象维度的斜率构建了灰色网格关联

模型; Wu等[14]基于离散曲率思想提出了灰色曲率关

联模型.这些方法将二维几何特征的度量方法拓展
到面板数据.第三,针对混合特征,即综合多种几何特
征进行建模的研究: Cui等[15]利用发展速度指数和增

长速度指数,提出了面板数据灰色矩阵相似关联模
型; Qian等[16]基于多指标面板数据的时空特征引入

“水平”距离、“增量”距离、“变异”距离,提出了多
指标面板数据灰色矩阵关联模型; Dang等[17]在时间

维上利用增量表征发展水平,在对象维上利用离差表
征分布水平,提出了灰色指标关联模型; Zhai等[18]将

样本行为矩阵的二元指标子矩阵投射为空间中的点

集并构建绝对离差矩阵,通过矩阵数据的平均值和离
差提出了灰色点集关联分析模型.上述关于面板数
据关联模型的研究,为灰色关联分析理论的发展和完
善做出了重要贡献,但在建模过程中仍然存在一些问
题亟待解决:

1)现有的面板数据灰色关联模型在进行建模时
多数仅考虑单一的几何特征,对混合特征灰色关联模
型的研究较少.

2)部分面板数据灰色关联模型在计算对象维度
的灰色关联度时,将该维度数据视为有序序列进行处
理,导致关联序受对象排列顺序的影响.

3)面板数据的混合特征灰色关联模型可以综合
多种几何特征,然而各几何特征量纲量级不同,导致
特征间不具有可比性,容易导致结果失真.
为了解决现有面板数据灰色关联模型中几何特

征的可比性问题和对象排列顺序给关联序带来的影

响,本文对面板数据的混合特征灰色关联模型研究进
行拓展,通过对时间维度和对象维度几何特征的无量
纲化处理及向量表征,构建基于面板数据的灰色向量
模关联模型.首先,对面板数据进行向量表征,进而定
义指标多维度上的绝对变化量和相对变化量两种几

何特征向量,并基于特征向量对各几何特征进行相应
的无量纲化处理,解决各几何特征的可比性问题.在
时间维度综合考虑面板数据的横向发展绝对量和相

对量向量的模得到时间维灰色向量模关联度,在对象
维度综合考虑面板数据的纵向振荡绝对量和相对量

向量的模得到对象维灰色向量模关联度,最终加权平
均多维度的灰色关联度得到面板数据的灰色向量模

关联度,并对模型的性质如规范性、接近性、数乘变换
保序性等进行讨论,且证明该模型不受对象排列顺序
的影响.最后,将所提出的关联模型应用于江苏省大
气污染的分析研究中,并与其他灰色关联模型进行对
比分析,以验证本文模型的实用性和有效性.

1 基于面板数据的灰色向量模关联模型的

构建

面板数据包括截面数据和时间序列,是一个三
维数据结构,通常包括时间、对象和指标 3个维度.
Zhang等[11]在扩展灰色绝对关联模型中使用行为矩

阵表示面板数据,简化了面板数据计算难度,现已得
到广泛应用.设xi(s, t)表示指标i关于对象s在时间t

上的数值.其中: i = 1, 2, . . . , I; t = 1, 2, . . . , T ; s =

1, 2, . . . , S.
定义1 设X = {X1(s, t), X2(s, t), . . . , XI(s, t)}

为面板数据指标行为矩阵序列,则称

Xi(s, t) =


xi(1, 1) xi(1, 2) . . . xi(1, T )

xi(2, 1) xi(2, 2) . . . xi(2, T )
...

...
. . .

...
xi(S, 1) xi(S, 2) . . . xi(S, T )

 (1)

为指标 i面板数据的行为矩阵[6].其中: i = 1, 2, . . . ,

I; s = 1, 2, . . . , S; t = 1, 2, . . . , T .
为了方便对时间维和对象维几何特征的计算和

表征,本文引入行向量和列向量对面板数据进行表
征.这里的行向量是一个由含有T个元素的行组成

的1 × T的矩阵,而列向量是一个由含有S个元素的

列组成的S × 1的矩阵.在这里首先定义面板数据的
向量表征.
定义 2 (面板数据的向量表征) 设第 i个指标

(1 ⩽ i ⩽ I)的行为矩阵为Xi(s, t),设

αi(s) = [xi(s, 1), xi(s, 2), . . . , xi(s, T )] (2)
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为指标 i关于对象 s的时间维行向量,表征了指标 i

面板数据关于对象s的各时点值,其中s = 1, 2, . . . ,

S.设

βi(t) = [xi(1, t), xi(2, t), . . . , xi(S, t)]
T (3)

为指标 i关于时间 t的指标维列向量,表征了指标 i面

板数据关于时间t的各对象值,其中t = 1, 2, . . . , T .
将指标 i的行为矩阵Xi(s, t)用行向量αi(s)或

列向量βi(t)表示,即

Xi(s, t) =


αi(1)

αi(2)
...

αi(S)

 = [βi(1),βi(2), . . . ,βi(T )],

(4)

可以得到面板数据行为矩阵的向量表征.
本文通过指标面板数据在两维度上的绝对变化

量和相对变化量两种几何特征衡量指标间的关联程

度.然而,两种量纲量级不同的几何特征显然不具有
可比性,为提高关联模型的有效性,需要对多维度上
的两种几何特征进行无量纲化处理.

定义 3 (特征无量纲化处理及向量表征) 设

αi(s)(1 ⩽ i ⩽ I)为指标 i关于对象s的时间维行向

量,其中s = 1, 2, . . . , S.令

x′
i(s, t) =

xi(s, t+ 1)− xi(s, t)

t+ 1− t
= xi(s, t+ 1)− xi(s, t), (5)

x′′
i (s, t) =

x′
i(s, t)

xi(s, t)
=

xi(s, t+ 1)− xi(s, t)

xi(s, t)
(6)

分别为指标 i关于对象 s在时间点 t到时间点 t + 1

上发展的绝对变化量和相对变化量,其中 t = 1, 2,

. . . , T − 1.可以看出,指标 i在时间维的绝对变化量

和相对变化量的量纲不同.对其进行无量纲化处理,
定义

ᾱ′
i(s) =

1

T − 1

T−1∑
t=1

|x′
i(s, t)|, (7)

ᾱ′′
i (s) =

1

T − 1

T−1∑
t=1

|x′′
i (s, t)| (8)

分别为指标i关于对象s的时间序列上各时点绝对变

化量和相对变化量绝对值的均值.定义

α′
i(s) =

[x′
i(s, 1)

ᾱ′
i(s)

,
x′
i(s, 2)

ᾱ′
i(s)

, . . . ,
x′
i(s, T − 1)

ᾱ′
i(s)

]
(9)

为指标i关于对象s的时间序列各时点上的无量纲绝

对变化量组成的行向量,其中s = 1, 2, . . . , S.

α′′
i (s) =

[x′′
i (s, 1)

ᾱ′′
i (s)

,
x′′
i (s, 2)

ᾱ′′
i (s)

, . . . ,
x′′
i (s, T − 1)

ᾱ′′
i (s)

]
(10)

为指标 i关于对象s的时间序列各时点上的无量纲

相对变化量组成的行向量.通过这种处理,将原本量
纲不同的两种几何特征向量转换为无量纲向量.同
理,设βi(t)为指标 i关于时间t的对象维列向量,其中
t = 1, 2, . . . , T .令

x̄i(t) =
xi(1, t) + xi(2, t) + . . .+ xi(S, t)

S
(11)

为指标i关于时间t的全部S个对象的均值.令

x̄′
i(s, t) = xi(s, t)− x̄i(t), (12)

x̄′′
i (s, t) =

x′
i(s, t)

xi(s, t)
=

xi(s, t)− x̄i(t)

xi(s, t)
(13)

分别为指标 i关于时间t在对象维上相对于该时间点

所有对象均值振荡的绝对变化量和相对变化量,其中
s = 1, 2, . . . , S.定义

β̄′
i(t) =

1

S

S∑
s=1

|x̄′
i(s, t)|, (14)

β̄′′
i (t) =

1

S

S∑
s=1

|x̄′′
i (s, t)| (15)

分别为指标 i关于时间t在对象维的绝对变化量和相

对变化量绝对值的均值.定义

β′
i(t) =

[ x̄′
i(1, t)

β̄′
i(t)

,
x̄′
i(2, t)

β̄′
i(t)

, . . . ,
x̄′
i(S, t)

β̄′
i(t)

]T
(16)

为指标 i关于时间t的各对象的无量纲绝对变化量组

成的列向量,其中t = 1, 2, . . . , T .

β′′
i (t) =

[ x̄′′
i (1, t)

β̄′′
i (t)

,
x̄′′
i (2, t)

β̄′′
i (t)

, . . . ,
x̄′′
i (S, t)

β̄′′
i (t)

]T
(17)

为指标 i关于时间t的各对象的无量纲相对变化量组

成的列向量,其中t = 1, 2, . . . , T .
定义3通过对几何特征进行无量纲化处理和向

量表征,得到了面板数据各维度绝对变化量和相对
变化量的无量纲化向量,解决了几何特征的可比性问
题.为了求解面板数据多维度上的关联程度,本文基
于所构建的特征向量,将向量模的计算方法引入面板
数据灰色关联系数的构造中,通过计算特征差值向量
的模对指标间的关联程度进行度量.
定义4 (面板数据灰色向量模关联系数) 设指

标 i和指标 j(1 ⩽ i ⩽ I, 1 ⩽ j ⩽ I, i ̸= j)的行为矩

阵分别为Xi(s, t)和Xj(s, t).其中: s = 1, 2, . . . , S; t

= 1, 2, . . . , T .设指标 i和指标 j关于对象 s的时间

维无量纲绝对变化量组成的行向量分别为α′
i(s)和

α′
j(s),指标 i和指标j关于对象s的时间维无量纲相

对变化量组成的行向量分别为α′′
i (s)和α′′

j (s).引入
向量模的计算方法定义指标 i和指标j关于对象s的

时间维绝对量关联系数,即

γij(s) =

1 + ∥α′
i(s)∥+ ∥α′

j(s)∥
1 + ∥α′

i(s)∥+ ∥α′
j(s)∥+ ∥α′

i(s)−α′
j(s)∥

, (18)

其中s = 1, 2, . . . , S.定义指标 i和指标j关于对象s
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的时间维相对量关联系数为

εij(s) =

1 + ∥α′′
i (s)∥+ ∥α′′

j (s)∥
1 + ∥α′′

i (s)∥+ ∥α′′
j (s)∥+ ∥α′′

i (s)−α′′
j (s)∥

, (19)

其中s = 1, 2, . . . , S.设指标 i和指标 j关于时间 t的

对象维无量纲绝对变化量组成的列向量分别为β′
i(t)

和β′
j(t),指标 i和指标 j关于时间 t的对象维无量纲

相对变化量组成的列向量分别为 β′′
i (t)和β′′

j (t).定
义指标 i和指标j关于时间 t的对象维绝对量关联系

数为

γij(t) =

1 + ∥β′
i(t)∥+ ∥β′

j(t)∥
1 + ∥β′

i(t)∥+ ∥β′
j(t)∥+ ∥β′

i(t)−β′
j(t)∥

, (20)

其中 t = 1, 2, . . . , T .定义指标 i和指标 j关于时间 t

的对象维相对量关联系数为

εij(t) =

1 + ∥β′′
i (t)∥+ ∥β′′

j (t)∥
1 + ∥β′′

i (t)∥+ ∥β′′
j (t)∥+ ∥β′′

i (t)−β′′
j (t)∥

, (21)

其中t = 1, 2, . . . , T .
本文通过引入向量模的计算方法对多维度上绝

对量和相对量的关联系数进行构建,取绝对量和相对
量关联系数的权重为1/2.定义指标i和指标j关于对

象s的时间维向量模关联系数为

Eij(s) =
γij(s) + εij(s)

2
, (22)

其中s = 1, 2, . . . , S.该关联系数表示指标 i和指标j

在第s个对象的时间序列上的发展关联程度.定义指
标i和指标j关于时间t的对象维向量模关联系数为

Eij(t) =
γij(t) + εij(t)

2
, (23)

其中 t = 1, 2, . . . , T .该关联系数表示指标 i和指标j

在第t个时间点上各对象的振荡关联程度.通过这种
方法,本文从多维度视角对面板数据发展和振荡的绝
对量与相对量差异进行度量.
定义5 (时间维和对象维灰色向量模关联度) 设

指标 i和指标j的行为矩阵分别为Xi(s, t)和Xj(s, t).
其中: s = 1, 2, . . . , S; t = 1, 2, . . . , T .设Eij(s)和

Eij(t)分别为指标 i和指标j的时间维灰色向量模关

联系数和对象维灰色向量模关联系数.定义指标 i和

指标j的时间维灰色向量模关联度为

Et
ij =

1

S

S∑
s=1

Eij(s). (24)

定义指标i和指标j的对象维灰色向量模关联度

为

Es
ij =

1

T

T∑
t=1

Eij(t). (25)

Et
ij和Es

ij的值越大,指标 i和指标 j在时间维和对象

维的关联程度越大,反之则关联度越小.
定义6 (面板数据灰色向量模关联度) 设Et

ij和

Es
ij分别为指标 i和指标j时间维和对象维的灰色向

量模关联度,称

Eij = ω1E
t
ij+ω2E

s
ij (26)

为指标 i和指标 j的面板数据灰色向量模关联度,其
中ω1和ω2分别为指标 i和指标j时间维和对象维关

联度的权重,ω1, ω2 ∈ [0, 1]且ω1 + ω2 = 1.在实际应
用中,研究人员可以按照其重视程度对ω1和ω2进行

取值,一般情况下取1/2.
综上所述,基于面板数据的灰色向量模关联模型

的计算步骤如下.
step 1:根据定义2定义指标 i(1 ⩽ i ⩽ I)关于对

象s的时间维行向量αi(s)(s = 1, 2, . . . , S)和指标 i

关于时间 t的对象维列向量βi(t)(t = 1, 2, . . . , T ),将
面板数据以αi(s)行向量和βi(t)列向量的形式表征;

step 2:根据定义3计算指标 i在时间维无量纲处

理后的绝对变化量组成的向量α′
i(s)和相对变化量

组成的向量α′′
i (s)、在对象维无量纲处理后的绝对

变化量组成的向量β′
i(t)和相对变化量组成的向量

β′′
i (t);

step 3:根据定义 4、向量模计算指标 i和指标 j

关于对象 s的时间维绝对量关联系数 γij(s)和相对

量关联系数 εij(s)以及时间维灰色向量模关联系数

Eij(s),关于时间 t的对象维绝对量关联系数γij(t)和

相对量关联系数 εij(t)以及对象维灰色向量模关联

系数Eij(t);
step 4:根据定义5分别计算指标 i和指标 j的时

间维灰色向量模关联度Et
ij和对象维灰色向量模关

联度Es
ij ;

step 5:根据定义6计算指标 i和指标 j的面板数

据灰色向量模关联度Eij .

2 面板数据灰色向量模关联模型的性质及

定理

设指标 i和指标 j的行为矩阵分别为Xi(s, t)和

Xj(s, t),矩阵中的元素分别为 xi(s, t)和 xj(s, t).其
中: 1 ⩽ i ⩽ I; 1 ⩽ j ⩽ I; s = 1, 2, . . . , S; t = 1, 2,

. . . , T ;且它们的面板数据灰色向量模关联度为Eij .
则有如下定理.
定理1 基于面板数据的灰色向量模关联度Eij

具有如下性质:
1)规范性: 0 < Eij ⩽ 1,且Eij = 1 ⇐ Xi(s, t) =

Xj(s, t);
2)接近性: |xi(s, t)− xj(s, t)|越小,Eij越大;
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3)对称性:Eij = Eji;
4)数乘变换保序性:若Xc

i (s, t) = c ·Xi(s, t), c =
const,则 E(ci)j = Eij .

证明 1)根据定义4灰色向量模关联系数构建
步骤及向量模的非负性可得时间维上的灰色向量模

关联系数0 < γij(s) ⩽ 1, 0 < εij(s) ⩽ 1,则0 <

Eij(s) ⩽ 1.对象维上的灰色向量模关联系数 0 <

γij(t) ⩽ 1, 0 < εij(t) ⩽ 1,则0 < Eij(t) ⩽ 1.可推知
0 < Et

ij ⩽ 1, 0 < Es
ij ⩽ 1.由于Eij = ω1E

t
ij+ω2E

s
ij ,

且ω1, ω2 ∈ [0, 1],ω1 + ω2 = 1,可知0 < Eij ⩽ 1.当
Xi = Xj时,αi(s) = αj(s),βi(t) = βj(t),由灰色向
量模关联系数的构建步骤可得Et

ij = 1,Es
ij = 1.

可推知Eij = ω1E
t
ij+ω2E

s
ij = ω1+ω2 = 1.

2) |xi(s, t)− xj(s, t)|越小,则xi(s, t)−xj(s, t)越

趋近于0,根据定义4的灰色向量模关联系数构建步
骤及向量模的非负性可知,Eij(s)和Eij(t)越趋近于

1.其中: s = 1, 2, . . . , S; t = 1, 2, . . . , T .可推得指标 i

和指标j的面板数据越接近,面板数据的灰色向量模
关联度Eij越大.

3)根据面板数据的灰色向量模关联模型的推导
过程可知,在时间维上有

∥α′
i(s)−α′

j(s)∥ = ∥α′
j(s)−α′

i(s)∥,

∥α′′
i (s)−α′′

j (s)∥ = ∥α′′
j (s)−α′′

i (s)∥.

同理,在对象维上有

∥β′
i(t)−β′

j(t)∥ = ∥β′
j(t)−β′

i(t)∥,

∥β′′
i (t)−β′′

j (t)∥ = ∥β′′
j (t)−β′′

i (t)∥.

性质3显然成立.
4)令Xc

i (s, t) = c ·Xi(s, t), c = const,则

xc′

i (s, t) =

c · xi(s, t+ 1)− c · xi(s, t) = c · (x′
i(s, t)),

xc′′

i (s, t) =

c · (xi(s, t+ 1)− xi(s, t))

c · xi(s, t)
= x′′

i (s, t),

ᾱc′

i (s) =
1

T − 1

T−1∑
t=1

|xc′

i (s, t)| = c · ᾱ′
i(s),

ᾱc′

i (s) =
1

T − 1

T−1∑
t=1

|xc
i (s, t)|=ᾱ′′

i (s).

可推得

xc′

i (s, t)

ᾱc
i
′(s)

=
c · (x′

i(s, t))

c · ᾱ′
i(s)

=
x′
i(s, t)

ᾱ′
i(s)

,

xc′′

i (s, t)

ᾱc
i
′′(s)

=
x′′
i (s, t)

ᾱ′′
i (s)

.

可证Et
(ci)j =Et

ij ,同理易证Es
(ci)j =Es

ij ,则E(ci)j

= Eij . 2
为解决绝对变化量和相对变化量可比性的问题,

对它们进行无量纲化处理.推得关联模型还满足以
下定理.
定理2 面板数据的标准化处理不影响绝对变

化量和相对变化量无量纲化处理后的结果.
证明 以面板数据初值化算子、均值化算子、区

间值化算子为例:

X1
i (s, t) = Xi(s, t)d1 =

Xi(s, t)

Xi(1, 1)
,

则

x1′

i (s, t) = x1
i (s, t+ 1)− x1

i (s, t) =
x′
i(s, t)

xi(1, 1)
,

x1′

i (s, t)

ᾱ1′
i (s)

=
x′
i(s, t)/xi(1, 1)

1

T − 1

T−1∑
t=1

|x′
i(s, t)|/xi(1, 1)

=
x′
i(s, t)

ᾱ′
i(s)

.

故α1′

i (s) = α′
i(s), s = 1, 2, . . . , S.同理可得α1′′

i (s)

= α′′
i (s), s = 1, 2, . . . , S;β1′

i (t) = β′
i(t), t = 1, 2,

. . . , T ;β1′′

i (t) = β′′
i (t), t = 1, 2, . . . , T .容易证得对

面板数据进行均值化和区间值化处理同样不影响无

量纲化处理后的结果. 2
定理3 对于任意指标 i和指标j的面板数据,对

象维度的排列顺序不影响Eij的值.
证明 对于指标 i和指标j在时间 t上的对象维

列向量βi(t) = [xi(1, t), xi(2, t), . . . , xi(m, t)]T,βj(t)

= [xj(1, t), xj(2, t), . . . , xj(m, t)]T.令βN
i (t)= [xN

i (1,

t), xN
i (2, t), . . . , xN

i (m, t)]T,βN
j (t) = [xN

j (1, t), xN
j (2,

t), . . . , xN
j (m, t)]T分别为βi(t)和βj(t)随机排列的向

量,通过定义4的计算步骤可得

∥β′
i
N
(t)∥ = ∥β′

i(t)∥∥β′′
i
N
(t)∥ = ∥β′′

i (t)∥,

∥β′
j
N
(t)∥ = ∥β′

j(t)∥∥β′′
j
N
(t)∥ = ∥β′′

j (t)∥,

其中t = 1, 2, . . . , T .易推得EN
ij = Eij . 2

3 实例分析

近年来,我国大气环境污染问题逐渐受到国家和
人民的重视.在国务院印发的《“健康中国2030”规
划纲要》中,已明确将“全面实施城市空气质量达标
管理,促进全国城市环境空气质量明显改善”作为主
要任务.在此背景下,有必要识别出大气污染的主要
影响因素及大气污染物之间的耦合关联性.

2012年,我国出版了《环境空气质量标准》
(GB3095-2012),以保障人体健康和生态环境为目标,
对大气中的各种污染物允许含量进行限制规定,经过
3次修订后,设置了包括细颗粒物 (PM2.5)、可吸入颗

粒物(PM10)、二氧化硫(SO2)、二氧化氮(NO2)、一氧
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化碳 (CO)和臭氧 (O3)共6种常规污染物[19],并设置
了前4种污染物的年均浓度限值.考虑到数据的可获
取性,选取全市环境空气质量未达到二级均值化的天
数,简称为YSPD (yearly statistics polluted days),即年
度污染天数统计 (单位:天)作为特征指标,年度污染
天数指一个城市一年内达到中度及以上污染的天数,
表征该地区的大气污染程度,以细颗粒物(PM2.5)、可

吸入颗粒物 (PM10)、 二氧化硫 (SO2)、 二氧化氮

(NO2)的年平均浓度(单位:µg/m3)作为行为指标.
本文以江苏省作为主要研究区域,江苏省位于中

国经济持续快速发展的长三角区域,因其丰富的能
源、钢铁、化工行业、交通运输网络,以及高速增
长的城市人口,成为易发生大气污染的代表性省份之
一.选择南京、连云港、常州、无锡、苏州5个城市作为
研究对象,考虑到信息的时效性和可获取性,本文选
取的数据来源于2018∼ 2022年5个城市的环境公报,
具体如表1所示,部分数据由计算得到.

表 1 江苏5市2018∼ 2022年空气污染指标

指标 城市 2018年 2019年 2020年 2021年 2022年

南京 114 110 62 65 74
连云港 81 99 69 59 60

YSPD /(µg/m3) 常州 126 110 70 76 84
无锡 107 102 67 65 77
苏州 82 77 58 59 66

南京 43 40 31 29 28
连云港 44 42 37 32 30

PM2.5/(µg/m3) 常州 50 44 39 35 33
无锡 43 39 33 29 28
苏州 42 36 31 28 28

南京 75 69 56 56 51
连云港 67 66 55 57 54

PM10/(µg/m3) 常州 73 69 61 60 55
无锡 75 69 56 54 49
苏州 65 62 50 48 44

南京 10 10 7 6 5
连云港 15 13 10 10 7

SO2/(µg/m3) 常州 14 10 9 9 7
无锡 12 8 7 7 8
苏州 8 9 8 6 6

南京 44 42 36 33 27
连云港 31 30 28 27 22

NO2/(µg/m3) 常州 44 37 35 35 28
无锡 43 40 35 34 26
苏州 48 37 34 33 25

近些年来,大气污染导致的危害逐渐引起人们的
重视,江苏省在2015年通过了《江苏省大气污染防治
条例》,并在此之后,制定了大气污染物排放总量控制
制度,对污染物排放企业及生产运营单位进行管控和
升级,逐步削减了重点大气污染物排放的总量,使污
染物年均浓度逐渐趋于达标.

由表 1可以看出,随着污染防治条例的严格执
行,苏南地区年均污染天数和几大污染物浓度在
2018∼ 2022年的数据大体上随时间呈下降趋势:
2020∼ 2022年,江苏地区几大城市普遍出现了年污
染天数锐减的情况,受疫情解封影响, 2022年污染物
浓度虽然继续下降,但年均污染天数回升.由于严格
的颗粒物排放管控政策,苏南地区的颗粒物年均浓度
出现了较大幅度的下降,相比之下,其他污染物管控
力度较为宽松,浓度下降较为平缓.

3.1 江苏省大气污染程度关联分析

为了分析江苏5市大气污染程度与主要污染物
年均浓度之间的关系,本文使用所提出的灰色向量
模关联模型,分别计算表征大气污染程度的年度污
染天数 (YSPD)和细颗粒物 (PM2.5)、可吸入颗粒物

(PM10)、二氧化硫 (SO2)、二氧化氮 (NO2)在时间维度
和对象维度的灰色向量模关联度以及面板数据灰色

向量模关联度,且时间维和对象维的权重都为0.5,计
算结果见表2.
由表2可以看出,大气污染程度与污染物在时间

维的关联序为PM10 ≻ PM2.5 ≻ SO2 ≻ NO2,对象
维关联序为PM10 ≻ PM2.5 ≻ NO2 ≻ SO2,综合的
关联序为PM10 ≻ PM2.5 ≻ NO2 ≻ SO2.根据分析
结果显示,江苏地区在2018∼ 2022年期间大气污染
严重程度主要受PM10、PM2.5污染物的影响.具体而
言, PM10和PM2.5是苏南地区近几年空气污染的主

要来源, PM10颗粒物是大气中直径小于等于10µm
的颗粒物,来源于工业排放、交通排放和建筑工地扬
尘等.由于其悬浮性较高且停留时间较长,导致大气
中的PM10颗粒物较多,进而对大气污染天数影响更
大. PM2.5颗粒物是直径小于等于2.5µm的颗粒物,
与PM10类似,但其直径更小,更容易传播和进入人体
呼吸系统,同样对大气污染天数影响较大. NO2是主

要由汽车尾气和工业排放产生的氮氧化物,在高温条
件下与其他大气污染物反应形成臭氧和细颗粒物,因
此, NO2的存在直接或间接地导致大气污染天数增

多.而SO2则主要由燃煤和石油燃烧排放产生,对人
体健康和环境具有危害,但近年来江苏省在硫化物排
放监管控制方面相对严格,因此其与大气污染天数的
关联性较低.
综上,本文得出大气污染物与大气污染程度的关

联序PM10 ≻ PM2.5 ≻ NO2 ≻ SO2,符合江苏省地区
大气污染的实际情况,模型具有全面性和实用性,所
得关联序具有稳定性.
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表 2 江苏5市大气污染程度关联分析

指标
时间维关联系数

时间维关联度
对象维关联系数

对象维关联度 综合关联度
南京 连云港 常州 无锡 苏州 2018 2019 2020 2021 2022

YSPD-PM2.5 0.811 6 0.724 2 0.723 9 0.746 1 0.749 9 0.751 2 0.729 3 0.785 8 0.829 6 0.739 2 0.679 2 0.752 6 0.751 9
YSPD-PM10 0.769 8 0.734 0 0.752 5 0.745 9 0.761 0 0.752 6 0.830 1 0.879 7 0.781 2 0.743 0 0.658 6 0.778 5 0.765 6
YSPD-SO2 0.755 3 0.665 0 0.683 0 0.702 6 0.655 8 0.692 3 0.659 9 0.646 2 0.703 8 0.655 0 0.643 5 0.661 7 0.677 0
YSPD-NO2 0.682 6 0.656 6 0.661 1 0.647 0 0.644 2 0.658 3 0.683 8 0.649 9 0.590 5 0.737 7 0.865 7 0.705 5 0.681 9

3.2 江苏省大气污染物关联分析

由大气污染影响因素的关联分析结果可知,
PM10与年均污染浓度关联度最大,考虑到大气污染
物之间的耦合性,污染物共同对年污染天数造成影

响.
在此将其作为特征指标,其他污染物作为行为指

标,计算PM10与其他污染物的灰色向量模关联度,计
算结果如表3所示.

表 3 江苏5市大气污染物关联分析

指标
时间维关联系数

时间维关联度
对象维关联系数

对象维关联度 综合关联度
南京 连云港 常州 无锡 苏州 2018 2019 2020 2021 2022

PM10-PM2.5 0.871 2 0.717 9 0.811 6 0.839 8 0.778 9 0.803 9 0.664 1 0.743 6 0.742 7 0.797 0 0.765 1 0.742 5 0.773 2
PM10-SO2 0.822 8 0.786 1 0.774 6 0.696 0 0.686 6 0.753 2 0.661 4 0.616 0 0.641 6 0.745 0 0.653 5 0.663 5 0.708 4
PM10-NO2 0.810 6 0.715 9 0.780 6 0.802 7 0.728 6 0.767 7 0.654 4 0.677 1 0.645 3 0.614 6 0.628 9 0.644 1 0.705 9

由表 3可以看出,各污染物与PM10在时间维的

关联序为PM2.5 ≻ NO2 ≻ SO2,在对象维的关联序为
PM2.5 ≻ SO2 ≻ NO2,综合关联序为PM2.5 ≻ SO2 ≻
NO2.大气污染是一个复杂的系统,受到多种因素
的影响,而大气污染物之间本身存在着一定的关联
性. PM2.5与PM10同为颗粒物,其年均浓度间的关联
性较大; SO2在大气中容易发生湿沉降或与其他气体

发生反应形成细颗粒物,与PM10关联度较高;而NO2

主要来源于汽车尾气和工业废料的排放,与其他污染
物不同,主要以气体形式存在,对PM10的形成影响较

小,关联度相对较低.由此可知,本模型所得关联序结
果符合江苏地区大气污染的实际情况,模型具有一定
的应用价值.

3.3 模型检验与对比

为检验模型的性能,本文将原本数据表中对象排
列顺序 (南京→连云港→常州→无锡→苏州)调整
为 (无锡→常州→连云港→苏州→南京),将本文的
结果和其他相关的灰关联模型的结果进行对比,包括
灰色矩阵相似关联模型[15]、灰色网格关联度模型[13]、

面板数据灰色B型关联模型[20],结果如表4所示.

表 4 面板数据灰色关联模型对比分析

指标
文献 [15] 文献 [13] 文献 [20] 本文

原顺序 交换顺序 原顺序 交换顺序 原顺序 交换顺序 原顺序 交换顺序

YSPD-PM2.5 0.669 9 0.669 9 0.363 2 0.451 5 0.720 6 0.720 6 0.751 9 0.751 9
YSPD-PM10 0.825 9 0.825 9 0.315 8 0.358 4 0.711 7 0.711 7 0.765 6 0.765 6
YSPD-SO2 0.481 1 0.481 1 0.088 7 0.174 9 0.630 4 0.630 4 0.677 0 0.677 0
YSPD-NO2 0.644 4 0.644 4 0.410 0 0.358 9 0.626 6 0.626 6 0.681 9 0.681 9

数乘变换保序性 否 否 否 是

鲁棒性 高 低 高 高

对象变换保序性 是 否 是 是

由表4可知:文献 [15]考虑发展水平差异和动态
增长情况使其关联结果具备较高的鲁棒性,但其未
考虑面板数据对象维的信息.文献 [13]考虑了对象
维的关联度,将对象维也看作序列进行与时间维相同
的计算,它存在两方面的问题: 1)对象序列本身无意
义,模型可解释性差; 2)关联序受对象排列顺序变换
的影响.而文献 [20]根据传统的一维灰色B型关联模
型进行拓展,在横向测度面板数据的总体位移差、一

阶和二阶斜率差,在纵向测度面板数据的纵向变换速
率,考虑对象维的同时具有较高的鲁棒性,同时也具
有对象变换保序性,但横向各几何特征差异的量纲量
级存在差异,不具有可比性.相比之下,本文提出的面
板数据灰色向量模关联模型在多维度的视角上,同时
兼顾了绝对变化量和相对变化量两种几何特征,并对
特征进行了无量纲化处理,使其具有可比性.该模型
关联序的鲁棒性较高,具备数乘变换保序性和对象变
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换保序性等优良性质,具有较好的应用价值.

4 结 论

本文针对面板数据灰色关联模型的现存问题,对
面板数据几何特征进行了向量表征和相应的无量纲

化处理,并通过计算特征向量的模,在时间维度考虑
面板数据的横向发展绝对量和相对量,在对象维度考
虑面板数据的纵向振荡绝对量和相对量,构建了基于
面板数据的灰色向量模关联模型,并对模型的性质进
行了研究.该模型不仅克服了关联模型中几何特征
的可比性问题,且关联序结果不受对象排列顺序变换
的影响.最后,将该模型应用于江苏省大气污染分析
研究中,并与其他关联模型进行了对比分析,验证了
该模型的实用性和有效性.尽管基于面板数据的灰
色向量模关联模型克服了许多模型的不足,但仍存在
一些局限需要改进.如何对面板数据几何特征的差
异进一步分析,构造更符合面板数据不同维度特点的
混合特征灰色关联模型是未来进一步研究的问题.
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