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基于新定义的二型模糊偏好关系及其在多准则决策中的应用

徐婷婷1, 秦晋栋1,2†

(1. 武汉理工大学管理学院，武汉 430070；2. 武汉理工大学数据科学与智能决策研究中心，武汉 430070)

摘 要: 二型模糊集本质上是将模糊集中的隶属度扩展为一型模糊集而产生的集合,是处理复杂不确定环境下决
策分析问题的有效工具.首先,系统性回顾所提出的新的二型模糊集的数学表述定义,并进一步展示其在不同论
域条件下的几何解释;其次,针对二型模糊偏好关系在处理复杂决策情景下的多准则决策问题时所具有的显著优
势,开展针对二型模糊偏好关系及其在多准则决策中的应用基础研究,并基于新的数学表述方法分别给出二型模
糊偏好关系的定义和决策解释,同时定义了加型和积型一致性二型模糊偏好关系的条件;然后,根据模糊偏好关系
理论构建并分析二型模糊偏好关系的相关方法和性质来说明二型模糊偏好关系以及所提出的新的二型模糊集的

数学表述定义的科学性和合理性;最后,通过旅游产品选择案例与对比分析验证所提出的新定义下的基于二型模
糊偏好关系的多准则决策方法的有效性和可行性.
关键词: 二型模糊集；二型模糊偏好关系；决策解释；旅游产品选择

中图分类号: C934 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2023.0610

引用格式: 徐婷婷,秦晋栋.基于新定义的二型模糊偏好关系及其在多准则决策中的应用 [J]. 控制与决策, 2024,
39(10): 3469-3478.

Type-2 fuzzy preference relation based on new definition and its
application in multi-criteria decision-making
XU Ting-ting1, QIN Jin-dong1,2†

(1. School of Management，Wuhan University of Technology，Wuhan 430070，China；2. Research Center for Data
Science and Intelligent Decision Making, Wuhan University of Technology，Wuhan 430070，China)

Abstract: A type-2 fuzzy set (T2FS) is essentially a set generated by expanding the membership degree of a fuzzy set
into a type-1 fuzzy set, and it is an effective tool to deal with decision analysis problems in complex and uncertain
environment. First, this paper systematically reviews the proposed new mathematical representation definition of type-2
fuzzy sets (T2FSs), and further demonstrates its geometric interpretations under different universe conditions. Second,
aiming at the significant advantages of type-2 fuzzy preference relations in dealing with multi-criteria decision-making
problems in complex decision-making scenarios, basic research is conducted on type-2 fuzzy preference relations and
their applications in multi-criteria decision-making. More specifically, the definition and decision interpretations of
type-2 fuzzy preference relations are given based on the new mathematical representation method, and the additive as
well as multiplicative consistency conditions of type-2 fuzzy preference relations are defined simultaneously. Then,
according to the theory on fuzzy preference relations, the related methods and properties of type-2 fuzzy preference
relations are constructed and analyzed to illustrate the scientificity and rationality of type-2 fuzzy preference relations
and the proposed new mathematical representation definition of T2FSs. Finally, the effectiveness and feasibility of the
multi-criteria decision-making method based on type-2 fuzzy preference relations under the new definition are verified
by a case study on tourism product selection and a comparative analysis.
Keywords: type-2 fuzzy sets；type-2 fuzzy preference relations；decision interpretations；tourism product selection

0 引 言

为了刻画和处理现实决策问题中的复杂性和

模糊性, Zadeh[1]在1965年提出了模糊集 (fuzzy sets,

FSs)的定义,随后又与Bellman开展合作给出了模糊
决策[2]的概念.自此,模糊决策逐渐成为了不确定决
策科学领域中发展最为迅猛的研究课题[3-4],其中模
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糊环境下多准则决策理论与方法的研究吸引了大量

决策分析领域学者们的关注,也随之形成了较为丰富
而完善的模糊决策理论方法体系[5-8].然而,由于客观
事物和人类思维的不确定性,对于一些多准则决策问
题,决策信息的获取有时较为困难.例如,决策者本身
对于备选方案具有偏好,或者无法获取准则的权重信
息,亦或是决策者们可能会因为所需评价的因素较多
而很难提供合理的评估值,此时偏好关系 (preference
relations)便成为解决该类问题的重要工具.在构建
偏好关系的过程中,比较备选方案 (或准则)有多种方
法,如两两 (逐对)比较、一个与另一个比较、一部分
与另一部分比较等,其中两两比较则是目前最受决策
者们青睐的方法之一[9-10].决策者们通过对备选方案
(或准则)进行两两比较来刻画自己对于这些备选方
案 (或准则)的偏好.另外,由于决策环境的复杂性以
及决策者自身的经验或者知识的局限性, Orlovsky[11]

考虑到对于“x好于y”或“y好于x”的确定有时

较为困难,此时利用区间 [0, 1]上的某个值来描述“x

好于y”或“y好于x”的程度会更加容易,由此提出
了模糊偏好关系 (也称互补偏好关系)的概念,并成为
了模糊决策理论中重要的组成部分,受到了诸多学
者[8-9,12-22]的广泛关注.

随着现实决策环境中复杂性和模糊性的日益增

加,传统模糊集在描述这些更深层次的不确定性时存
在着一定程度的局限性;因此, Zadeh[23]又进一步将
模糊集中的隶属度扩展为一型模糊集,在此基础上提
出了二型模糊集 (type-2 fuzzy sets, T2FSs)的定义,其
本质上是模糊集之间的嵌套,使得所提出的二型模糊
集能够更好地表征和处理更为复杂的不确定性.根
据秦晋栋等[4]对于二型模糊决策理论与方法所进行

的系统性综述,目前二型模糊决策理论与方法的研究
主要集中于区间二型模糊环境中,且造成这一研究态
势最本质的原因是二型模糊集缺乏一个简单易懂的

数学表述以及直观明了的几何解释.由此可见,提出
一个形式简单且易于理解的二型模糊集的数学表述

定义,并在此基础上给出其在不同论域条件下的几何
解释十分必要.与此同时,与目前研究较为完备的模
糊偏好关系理论体系[8-9,11-22]相比,尽管区间二型模
糊偏好关系的研究成果较为丰硕,但是关于二型模糊
偏好关系 (type-2 fuzzy preference relations)的研究却
是极为匮乏的[4].鉴于二型模糊偏好关系在处理决策
环境更为复杂的多准则决策问题时所具有的优势,因
此为了丰富二型模糊决策基础理论和扩宽二型模糊

决策方法的研究思路,基于简洁明了的二型模糊集的
数学表述定义开展关于二型模糊偏好关系的研究工

作具有较高的学术价值与现实意义.同时,考虑到经
典模糊集与所提出的二型模糊集之间的关联性,可以
在当前丰富的模糊偏好关系的研究成果的基础上系

统深入地探究二型模糊偏好关系的相关结论,不仅能
够完善二型模糊偏好关系理论,而且进一步阐明了所
提出的新的二型模糊集的数学表述定义的合理性和

科学性.最后,将基于二型模糊偏好关系的多准则决
策方法应用于旅游产品选择案例中,进一步说明所提
出的定义和方法的有效性.
本文的结构组织如下: 首先,在第1节中给出一

个新的二型模糊集的数学表述定义,并介绍了不同论
域情况下二型模糊集及其几何解释.其次,在第2节
中提出二型模糊关系和二型模糊偏好关系的定义,给
出了两类二型模糊偏好关系的决策解释,并基于加法
传递性和乘法传递性定义了加型和积性一致性二型

模糊偏好关系.然后,在第3节中基于模糊偏好关系
理论探究了二型模糊偏好关系的相关性质和决策方

法来说明所提出的二型模糊集的数学表述以及二型

模糊偏好关系的合理性.同时,在第4节将3.2节中所
拓展的二型模糊多准则决策方法应用于旅游产品选

择问题,并通过对比分析来说明所提出的定义和方法
的可行性和有效性.最后,在第5节对全文进行了总
结,并对未来的研究工作进行了展望.

1 二型模糊集的基本概念

1975年, Zadeh[23]基于语言真实度和真值之间的
联系对模糊集进行了拓展,给出了n型模糊集 (type-n
fuzzy sets, TnFSs)的定义.

定义1 一个模糊集是n(n = 2, 3, . . .)型的,如
果其隶属函数取值为n − 1型模糊集,其中一型模糊
集的隶属函数取值范围为 [0, 1].
另外,当定义1中n = 2时,可以得到二型模糊集

的原始定义,具体如下所示.
定义2 一个二型模糊集的隶属函数取值为一

型模糊集.
由定义1和定义2可知,二型模糊集的隶属度为

一型模糊集,一型模糊集的值域为 [0, 1],而Zadeh[23]

对一型模糊集的论域没有进行明确设定.但是,通常
将 [0, 1]作为一型模糊集的论域[4, 24-28],因此一型模糊
集的数学表达式可定义为A∗ = {⟨x, µA∗(x)⟩|x ∈
[0, 1], µA∗(x) ∈ [0, 1]}.之后,许多学者[24-33]提出了多

种二型模糊集的数学表述定义.秦晋栋等[4]对现存
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的这些研究成果进行了分析和总结,进而结合定义1
和定义2给出了一种新的二型模糊集的数学表达式
Ã = {⟨x, µÃ(x)⟩|x ∈ X,µÃ(x) ∈ T1FS([0, 1])},其
中T1FS([0, 1])表示 [0, 1]上全体一型模糊集构成的

集合.为了进一步说明和描绘所提出的二型模糊集
的数学表述,这里对所提出的二型模糊集的新的数学
表述方法[34-35]和几何解释[35]进行系统性回顾.
定义3 设X为论域,定义在X上的一个二型模

糊集为

Ã = {⟨x, µÃ(x)⟩|x ∈ X,µÃ(x) = {⟨τ, µµÃ(x)(τ)⟩|

τ ∈ [0, 1], µµÃ(x)(τ) ∈ [0, 1]}}. (1)

其中:µµÃ(x) : [0, 1] → [0, 1], µÃ : X → T1FS([0, 1]),
µµÃ(x)(τ)表示元素 τ属于一型模糊集µÃ(x)的隶属

度,µÃ(x)表示元素x属于二型模糊集Ã的隶属度集.
为了更加方便地在实际决策中应用二型模糊

信息,不妨将式 (1)中的η = ⟨x, µÃ(x)⟩称为二型模
糊元 (type-2 fuzzy element, T2FE),其中的一型模糊集
Ã(x) = µÃ(x)称为二型模糊值 (type-2 fuzzy value,
T2FV).同时,这里提供一个例子来具体说明利用式
(1)表示实际决策信息的过程.

例1 令X = {x1, x2}为一个论域,二型模糊值
{⟨0.3, 0.8⟩, ⟨0.4, 0.7⟩, ⟨0.5, 0.9⟩}, {⟨0.2, 0.6⟩, ⟨0.4, 0.7⟩,
⟨0.3, 0.7⟩}分别是x1和x2属于二型模糊集 Ã的隶属

度集,则基于式(1)可得

Ã = {⟨x1, {⟨0.3, 0.8⟩, ⟨0.4, 0.7⟩, ⟨0.5, 0.9⟩}⟩,

⟨x2, {⟨0.2, 0.6⟩, ⟨0.4, 0.7⟩, ⟨0.3, 0.7⟩}⟩}.

由定义3可知,二型模糊集 Ã中包含两个论域,
即二型模糊集的论域X以及一型模糊集的论域

[0, 1].这里基于这两个论域给出一种二型模糊集的
几何解释,如图1所示.

X

x 1

1

1

τ

μ τμA x( )( )~

μ τμA x( )( )~

图 1 二型模糊集的几何解释

此外,为了进一步更直观地描述所提出的二型模
糊集,接下来将根据定义3中二型模糊集Ã和一型模

糊集µÃ(x)的论域特性 (离散或连续),介绍下面3种
情况下二型模糊集的几何解释.

1)当二型模糊集Ã的论域是连续的,而一型模糊
集µÃ(x)的论域为离散的时,二型模糊集可表示为

Ã =

{⟨x, µÃ(x)⟩|x ∈ X,µÃ(x) = {⟨τj , µµÃ(x)(τj)⟩|

τj ∈ [0, 1], µµÃ(x)(τj) ∈ [0, 1]}}.

将其称为单连续二型模糊集 (single continuous
T2FSs),几何解释如图2所示.

μ τμA x( )( )~

α β ξ

X

x
1

τ1 τ2
τm -1 τm

μ τμA x( )( )2~ μ τμA x( )( )m~

图 2 单连续二型模糊集的几何解释

2) 当二型模糊集 Ã和一型模糊集µÃ(x)的论域

同时为离散的时,二型模糊集可表示为

Ã =

{⟨xi, µÃ(xi)⟩|xi ∈ X,µÃ(xi) = {⟨τj , µµÃ(xi)(τj)⟩|

τj ∈ [0, 1], µµÃ(xi)(τj) ∈ [0, 1]}}.

将其称为双离散二型模糊集 (double discrete T2FSs),
其几何解释如图3所示.

X

1

τm -1 τmτ1
τ2

xn

xn-1

x2

x1

μ τμA x( )i
( )j~

μ τμA x( )1
( )2~ μ τμA x( )1

( )m -1~

μ τμA x( )1
( )m~

μ τμA x( )1
( )1~

1

1

2

1

图 3 双离散二型模糊集的几何解释

3)当二型模糊集Ã的论域是离散的,而一型模糊
集µÃ(x)的论域为连续的时,二型模糊集可定义为

Ã =

{⟨xi, µÃ(xi)⟩|xi ∈ X,µÃ(xi) = {⟨τ, µµÃ(xi)(τ)⟩|

τ ∈ [0, 1], µµÃ(xi)(τ) ∈ [0, 1]}}.
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将其称为单离散二型模糊集 (single discrete T2FSs),
如图4所示.

μ τμA x( )i
( )~

X

1

xn

xn-1

x2

x1

1
1

1

μ τμA x( )1
( )~

μ τμA x( )n
( )~

γ

δ

τ

图 4 单离散二型模糊集的几何解释

在实际决策中论域为单位闭区间或其子集的决

策环境相对较少,所以为了更广泛地在现实决策中
应用二型模糊信息,一型模糊集 (即现存的二型模糊
集定义[24-33]中的次隶属函数)的论域不应该仅局限
于单位闭区间或其子集,应根据实际决策环境进行设
定[4].对此不妨给出一个例子进行说明.

例2 在一个多准则决策问题中,若假设备选方
案集Λ = {Λ1, Λ2, . . . , Λm},准则集C = {c1, c2, . . . ,
cn},与准则ci(i = 1, 2, . . . , n)相关联的子准则集为

ci = {ci1, ci2, . . . , cini
},此时可将子准则集ci设定为

一型模糊集的论域,则方案Λl(l = 1, 2, . . . ,m)在各

个准则下的评估值都可表示为如下形式:

Ã =

{⟨ci, µÃ(ci)⟩|ci ∈ C, µÃ(ci) = {⟨cij , µµÃ(ci)(cij)⟩|

cij ∈ ci, µµÃ(ci)(cij) ∈ [0, 1]}}. (2)

为了丰富二型模糊决策理论,也为了能够多角度
地在实际决策中应用二型模糊信息,接下来将基于定
义3研究二型模糊偏好关系.

2 二型模糊偏好关系

本节基于第1节研究二型模糊偏好关系及其决
策解释,定义加型和积性一致性来进一步丰富二型模
糊偏好关系理论.为了更好地构造二型模糊偏好关
系,首先介绍二型模糊关系的定义.

定义4 设X和Y 为两个非空集合,映射S : X×
Y → T1FS([0, 1])被称为从X到Y 的二型模糊二元

关系,简称二型模糊关系(type-2 fuzzy relations).特别
地,从X到X的二型模糊关系一般称为X上的二型

模糊关系.
实际上,X上的二型模糊关系即为X×X上的二

型模糊集,且对于任意(xi, xj) ∈ X × X ,S(xi, xj) ∈

T1FS([0, 1])表示xi与xj具有二型模糊关系S的程

度.基于此,下面给出二型模糊偏好关系的定义.
定义5 设X为一个论域,称A = (Ã(xj

i ))n×n为

定义在X上的二型模糊偏好关系,若对于任意 i, j =

1, 2, . . . , n,满足

Ã(xj
i ) = {⟨τϵι, 1− µÃ(xi

j)
(τιϵ)⟩|τϵι, τιϵ ∈ [0, 1],

µÃ(xi
j)
(τιϵ) ∈ [0, 1]}, (3)

Ã(xi
i) = {⟨τϵϵ, 0.5⟩|τϵϵ ∈ [0, 1]}, (4)

则Ã(xi
i)表示xi优于xi的偏好信息集,其中二型模糊

值Ã(xj
i )表示xi优于xj的偏好信息集.
由于关系一般有集合表示法、关系图表示法和

关系矩阵表示法等3种表示方法[14],二型模糊偏好关
系从矩阵的视角也称为二型模糊判断矩阵 (或二型
互补判断矩阵).为了更加清楚地解释二型模糊偏好
关系以及凸显利用二型模糊值表示偏好信息的优势,
下面给出二型模糊偏好关系的两类决策解释.
为了更好地阐述二型模糊偏好关系的决策解释

以及后续研究二型模糊判断矩阵的相关性质,这里首
先定义二型模糊判断矩阵的余矩阵、转置矩阵以及

合成矩阵,同时回顾一下(二元)关系[36]的定义.
定义6 设Aε = (Ãε(x

j
i ))n×n(ε = 1, 2, . . . , p)为

定义在X上的任意p个二型模糊偏好关系:
1) 若 (µÃ1(x

j
i )
(τϵι))

T = µÃ1(xi
j)
(τιϵ),则称AT

1 =

((Ã1(x
j
i ))

T)n×n为A1的转置矩阵.
2) 若 (µÃ1(x

j
i )
(τϵι))

C = 1 − µÃ1(x
j
i )
(τϵι),则称

AC
1 = ((Ã1(x

j
i ))

C)n×n为A1的余矩阵.

3) 若µÃ(xj
i )
(τϵι) =

p∑
ε=1

wεµÃε(x
j
i )
(τϵι),且

p∑
ε=1

wε

= 1,则称A = (Ã(xj
i ))n×n为Aε = (Ãε(x

j
i ))n×n(ε =

1, 2, . . . , p)的合成矩阵,记为A =
p⊕

ε=1

Aε.

定义7 设X和Y 为两个集合,P (X×Y )为X×
Y 的幂集,称子集R ∈ P (X × Y )为从X到Y 的一个

(二元)关系.
根据定义7,对于任意一个集合X = {x1, x2, . . . ,

xn},其中任意两个不同集合xi = {τi1, τi2, . . . , τint
,

. . . , τini
},xj = {τj1, τj2, . . . , τjnk

, . . . , τjnj
},定义

Rj
i = {(τint

, τjnk
)|(τint

, τjnk
) ∈ xi × xj}, (5)

Ri
i = {(τint

, τint
)|(τint

, τint
) ∈ xi × xi}. (6)

下面进一步从单个决策者参与的多准则决策和

涉及多个专家的多准则群决策两个方面分别给出方

案间和准则间的二型模糊偏好关系的决策解释.
1)方案之间的二型模糊偏好关系.
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1⃝决策是日常生活的一部分,无论是个人、企业
或者是社会经济系统,都有着诸多决策问题[37].例如,
对于游客来说,选择合适的旅游景点就是一个决策
问题,假设游客想游玩的景点类型集为Λ = {Λ1, Λ2,

. . . , Λm},其中Λl = {Λl1, Λl2, . . . , Λlml
}是景点类型

Λl所关联的因素, l = 1, 2, . . . ,m.比如Λl为中国古

代建筑,则Λl1, Λl2, . . . , Λlml
可分别为国内各大古代

建筑景点,即故宫、颐和园、永乐宫等.利用二型模糊
偏好关系来表示游客对于各种景点类型的偏好,可得
二型模糊判断矩阵A = (Ã(Λj

i ))m×m,满足 Ã(Λj
i ) =

{⟨τϵι, 1 − µÃ(Λi
j)
(τιϵ)⟩|τϵι ∈ T j

i , µÃ(Λi
j)
(τιϵ) ∈ [0, 1]},

Ã(Λi
i) = {⟨τϵϵ, 0.5⟩|τϵϵ ∈ T i

i }.其中:T j
i = Λi ×Λj , T

i
i

= Λi × Λi,且 |Ã(Λj
i )| = mi ×mj , |Ã(Λi

i)| = mi.
2⃝ 对于日常生活中一些中小型决策问题,有时

所邀请的专家们因为处于不同的生活环境或者受教

育的程度不同,在解决该类决策问题时所具有的经验
和知识可能存在少许的差异,在这种情况下专家们一
般被赋予不同的权重.在情况 1⃝所提供的决策信息
的基础上,假设现有p位游客相约一起旅游,同时各
位游客由于对各类景点的了解程度不同而具有不同

的权重.例如,Λl(l = 1, 2, . . . ,m)可为各类景点的其

中一种,Λl1, Λl2, . . . , Λlml
则可分别为该类景点的旅

游资源.不妨令游客集℘ = {e1, e2, . . . , ep},游客们的
权重信息W = {w1, w2, . . . , wp},且满足wε ∈ [0, 1]

和

p∑
ε=1

wε = 1.如果应用二型模糊偏好关系表示每

个游客eε(ε = 1, 2, . . . , p)对于各类景点的偏好信息,
则有Aε = (Ãε(Λ

j
i ))m×m,满足 Ãε(Λ

j
i ) = {⟨τϵι, 1 −

µÃε(Λi
j)
(τιϵ)⟩|τϵι ∈ T j

i , µÃε(Λi
j)
(τιϵ) ∈ [0, 1]}, Ãε(Λ

i
i)

= {⟨τϵϵ, 0.5⟩|τϵϵ ∈ T i
i }.根据定义 6,可得 p位游客

的综合二型模糊偏好关系为A = (Ã(Λj
i ))m×m.其

中:µÃ(Λj
i )
(τϵι) =

p∑
ε=1

wεµÃε(Λ
j
i )
(τϵι),且 |Ã(Λj

i )| =

mi ×mj , |Ã(Λi
i)| = mi.

2)准则之间的二型模糊偏好关系.
1⃝∗ 基于例 2和式 (5)和 (6),若利用二型模糊

偏好关系表示决策者对于各个准则之间的偏好,
则可得二型模糊判断矩阵A = (Ã(cji ))n×n,满足
Ã(cji ) = {⟨cϵι, 1 − µÃ(cij)

(cιϵ)⟩|cϵι ∈ Sj
i , µÃ(cij)

(cιϵ) ∈
[0, 1]}, Ã(cii) = {⟨cϵϵ, 0.5⟩|cϵϵ ∈ Si

i}.其中:Sj
i = ci ×

cj ,Si
i = ci × ci, |Ã(cji )| = ni × nj ,|Ã(cii)| = ni.
2⃝∗ 与情况 2⃝类似,假设准则集C = {c1, c2, . . . ,

cn},其中 ci(i = 1, 2, . . . , n)相关联的子准则集为 ci

= {ci1, ci2, . . . , cini
},则各个专家对于每个准则的偏

好可表示为Aε = (Ãε(c
j
i ))n×n,满足Ãε(c

j
i ) = {⟨cϵι, 1

− µÃε(cij)
(cιϵ)⟩|cϵι ∈ Sj

i , µÃε(cij)
(cιϵ) ∈ [0, 1]}, Ãε(c

i
i)

= {⟨cϵϵ, 0.5⟩|cϵϵ ∈ Si
i}.基于定义6,类似可得该群

决策的综合二型模糊偏好关系为A = (Ã(cji ))n×n.

其中:µÃ(cji )
(cϵι) =

p∑
ε=1

wεµÃε(c
j
i )
(cϵι), |Ã(cji )| = ni ×

nj , |Ã(cii)| = ni.
此外,为了完善二型模糊偏好关系的一致性相关

概念,下面基于Tanino[12]所提出的加法和乘法传递
性分别定义加型和积型一致性二型模糊偏好关系.
定义 8 设A = (Ã(xj

i ))n×n为定义在X上的

任意二型模糊偏好关系,其中二型模糊值 Ã(xj
i ) =

{⟨τϵι, µÃ(xj
i )
(τϵι)⟩|τϵι ∈ [0, 1], µÃ(xj

i )
(τϵι) ∈ [0, 1]}.

对于任意i, j, k ∈ N ,若满足

(µÃ(xk
i )
(τϵς)− 0.5) + (µÃ(xj

k)
(τςι)− 0.5) =

µÃ(xj
i )
(τϵι)− 0.5, (7)

即µÃ(xj
i )
(τϵι) = µÃ(xk

i )
(τϵς) − µÃ(xk

j )
(τις) + 0.5,则称

A为加型一致性二型模糊偏好关系.
定义 9 设A = (Ã(xj

i ))n×n为定义在X上的

任意二型模糊偏好关系,其中二型模糊值 Ã(xj
i ) =

{⟨τϵι, µÃ(xj
i )
(τϵι)⟩|τϵι ∈ [0, 1], µÃ(xj

i )
(τϵι) ∈ [0, 1]}.对

于任意i, j, k ∈ N ,若满足

µÃ(xk
i )
(τϵς)µÃ(xj

k)
(τςι)µÃ(xi

j)
(τιϵ) =

µÃ(xi
k)
(τςϵ)µÃ(xk

j )
(τις)µÃ(xj

i )
(τϵι), (8)

则称A为积型一致性二型模糊偏好关系.
注1 定义8和定义9要求二型模糊判断矩阵中

每个二型模糊值的对应隶属度都必须满足加法传递

性或乘法传递性,当将式 (7)和 (8)应用于一些一致性
要求相对宽容的决策案例中就显得比较苛刻.对此,
将从对二型模糊判断矩阵中每个二型模糊值的隶属

度取平均值的角度进行考虑,分别给出二型模糊偏好
关系相对较为宽容的加型和积型一致性条件.假设
A = (Ã(xj

i ))n×n为定义在X上的任意二型模糊偏好

关系,其中二型模糊值Ã(xj
i ) = {⟨τg, µÃ(xj

i )
(τg)⟩|τg ∈

[0, 1], µÃ(xj
i )
(τg) ∈ [0, 1], g = 1, 2, . . . , |Ã(xj

i )|},对于
任意i, j, k ∈ N ,若满足

(
|Ã(xk

i )|∑
e=1

µÃ(xk
i )
(τe)

|Ã(xk
i )|

−0.5
)
+
(

|Ã(xj
k)|∑

f=1

µÃ(xj
k)
(τf )

|Ã(xj
k)|

−0.5
)
=

|Ã(xj
i )|∑

g=1

µÃ(xj
i )
(τg)

|Ã(xj
i )|

− 0.5, (9)
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|Ã(xk
i )|∑

e=1

µÃ(xk
i )
(τe)

|Ã(xk
i )|

|Ã(xj
k)|∑

f=1

µÃ(xj
k)
(τf )

|Ã(xj
k)|

|Ã(xi
j)|∑

ǵ=1

µÃ(xi
j)
(τǵ)

|Ã(xi
j)|

=

|Ã(xi
k)|∑

é=1

µÃ(xi
k)
(τé)

|Ã(xi
k)|

|Ã(xk
j )|∑

f́=1

µÃ(xk
j )
(τf́ )

|Ã(xk
j )|

|Ã(xj
i )|∑

g=1

µÃ(xj
i )
(τg)

|Ã(xj
i )|

,

(10)

则分别称A为加型一致性二型模糊偏好关系和积型

一致性二型模糊偏好关系.
相较于式 (7)和 (8),式 (9)和 (10)更贴合日常生活

中的决策案例.例如,一个公司计划组织一次团建活
动,一共有50人参加,现有3个备选团建地点Λ1、Λ2

和Λ3,这50个人根据交通的便捷性、食物的可口程
度以及娱乐设施的多样性对选择Λ1、Λ2或Λ3作为

团建地点分别表达了自己的偏好,结果发现在上述3
个标准下绝大多数人都认为Λ1优于Λ2和Λ3,极少数
人则认为Λ2优于Λ1和Λ3.在现实生活中,这种情况
下最终所确定的团建地点一般都会遵循“少数服从

多数”的原则,即选择Λ1作为这次团建的场所.由此
可见,这个决策问题对于一致性要求相对宽容.在式
(7)和 (8)的条件下,如果上述绝大多数人所提供的二
型模糊判断矩阵满足加型和积型一致性,而极少数
人所给出的二型模糊判断矩阵不满足加型和积型一

致性,则由定义6对这50个人所提供的二型模糊判断
矩阵进行合成所得到的合成矩阵也不具有加型和积

型一致性.但是,在这种情况下,如果根据式(9)和(10)
进行判断,这50个人所提供的二型模糊判断矩阵很
大程度上都是满足加型和积型一致性的,所以最后的
合成矩阵也是满足加型和积型一致性的.
接下来,将进一步探讨二型模糊偏好关系的基本

性质、排序方法和决策方法.

3 二型模糊偏好关系的理论分析

通过分析定义2和定义3可知,二型模糊集和模
糊集之间具有极其紧密的联系,因而模糊集理论相关
研究成果可类似拓展到所提出的二型模糊集上.鉴
于目前模糊偏好关系所具有的完善的理论体系,接下
来将基于模糊偏好关系理论的研究成果探究二型模

糊偏好关系的相关结论.

3.1 二型模糊偏好关系的相关性质研究

根据加型一致性互补判断矩阵的相关性质[18]及

其转置矩阵、余矩阵以及合成矩阵所具有的保持一

致性[17], 下面加型和积型一致性二型模糊判断矩阵

的相关定理成立.
定理1 加型 (或积型)一致性二型模糊判断矩

阵满足中分传递性、满意一致性、中等随机传递性以

及强随机传递性.
证明 令A = (Ã(xj

i ))n×n为定义在X上的任

意一个加型一致性二型模糊判断矩阵.若λ ∈ [0.5,

1),当µÃ(xk
i )
(τϵς) ⩾ λ,µÃ(xj

k)
(τςι) ⩾ λ时,则由式 (7)

可得µÃ(xj
i )
(τϵι) = µÃ(xk

i )
(τϵς) + µÃ(xj

k)
(τςι) − 0.5 ⩾

2λ − 0.5 ⩾ λ.同理,若λ ∈ (0, 0.5],当µÃ(xk
i )
(τϵς)

⩽ λ, µÃ(xj
k)
(τςι) ⩽ λ时,则有µÃ(xj

i )
(τϵι) ⩽ λ.特别

地,若λ = 0.5,则由式 (7)分别有µÃ(xj
i )
(τϵι) ⩾ 0.5和

µÃ(xj
i )
(τϵι) ⩽ 0.5.所以式 (7)满足中分传递性和满意

一致性.此外,当µÃ(xk
i )
(τϵς) ⩾ 0.5, µÃ(xj

k)
(τςι) ⩾ 0.5

时,通过式(7),显然有

µÃ(xj
i )
(τϵι) ⩾ max{µÃ(xk

i )
(τϵς), µÃ(xj

k)
(τςι)},

µÃ(xj
i )
(τϵι) ⩾ min{µÃ(xk

i )
(τϵς), µÃ(xj

k)
(τςι)},

即式 (7)满足强随机传递性和中等随机传递性.类似
可证式(8)∼ (10)条件下定理1也是成立的. 2
鉴于中分传递性和满意一致性满足人们决策思

维的心理特征,本文所提出的加型 (或积型)一致性二
型模糊判断矩阵也具有能够刻画实际决策心理的优

良性质.
定理2 加型 (或积型)一致性二型模糊判断矩

阵的转置矩阵和余矩阵相等且为加型 (或积型)一致
性二型模糊判断矩阵.
证明 令A = (Ã(xj

i ))n×n为定义在X上的任意

加型一致性二型模糊判断矩阵.根据定义6,可得A

的转置矩阵和余矩阵分别为

AT = ((Ã(xj
i ))

T)n×n,

AC = ((Ã(xj
i ))

C)n×n.

其中

(µÃ(xj
i )
(τϵι))

T = µÃ(xi
j)
(τιϵ),

(µÃ(xj
i )
(τϵι))

C = 1− µÃ(xj
i )
(τϵι).

通过式(3),有

µÃ(xi
j)
(τιϵ) = 1− µÃ(xj

i )
(τϵι),

因此

(µÃ(xj
i )
(τϵι))

T = (µÃ(xj
i )
(τϵι))

C,

进而可得AT = AC.又因为由定义6和定义8,有

(µÃ(xj
i )
(τϵι))

C = 1− µÃ(xj
i )
(τϵι) =

1− (µÃ(xk
i )
(τϵς)− µÃ(xk

j )
(τις) + 0.5) =
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µÃ(xk
j )
(τις)− µÃ(xk

i )
(τϵς) + 0.5 =

(1− (µÃ(xk
j )
(τις))

C)− (1− (µÃ(xk
i )
(τϵς))

C) + 0.5 =

(µÃ(xk
i )
(τϵς))

C − (µÃ(xk
j )
(τις))

C + 0.5,

所以AC满足加型一致性.式 (8)∼ (10)条件下定理的
成立类似可证. 2
如果定义在X上的任意p个二型模糊判断矩阵

都满足加型一致性或积型一致性,则下面定理成立.
定理3 对于X上任意p个二型模糊判断矩阵

Aε = (Ãε(x
j
i ))n×n(ε = 1, 2, . . . , p), 如果它们都

是加型 (或积型)一致性的,则它们的合成矩阵A =
p⊕

ε=1

Aε = (Ã(xj
i ))n×n也是加型(或积型)一致性的.

证明 令Aε = (Ãε(x
j
i ))n×n(ε = 1, 2, . . . , p)

是定义在X上的任意p个加型一致性二型模糊判断

矩阵.由定义6,可得这p个判断矩阵的合成矩阵

A =
p⊕

ε=1

Aε = (Ã(xj
i ))n×n.

其中:µÃ(xj
i )
(τϵι) =

p∑
ε=1

wεµÃε(x
j
i )
(τϵι),

p∑
ε=1

wε = 1.

因为

µÃ(xj
i )
(τϵι) =

p∑
ε=1

wεµÃε(x
j
i )
(τϵι) =

p∑
ε=1

wε(µÃε(xk
i )
(τϵς)− µÃε(xk

j )
(τις) + 0.5) =

µÃ(xk
i )
(τϵς)− µÃ(xk

j )
(τις) + 0.5,

所以根据定义8可知A是加型一致性的.类似可证公
式(8)∼ (10)条件下定理也是成立的. 2
3.2 基于二型模糊偏好关系的决策方法

类似地,模糊偏好关系的相关排序方法[8,18-20]和

决策方法[8,14,17,19,21-22]也可以应用于二型模糊偏好关

系的研究工作中.
在决策信息的获取方面,可根据模糊判断矩阵

的排序方法研究通过二型模糊判断矩阵确定准则权

重的方法.例如,在文献 [8]给出的模糊偏好关系的
排序方法 (包括中转法、最小方差法、特征向量法
等)的基础上,探究二型模糊偏好关系的各种排序方
法.不妨以中转法为例,对于定义在X上的任意一个

二型模糊判断矩阵A = (Ã(xj
i ))n×n,其中二型模糊

值Ã(xj
i ) = {⟨τg, µÃ(xj

i )
(τg)⟩|τg ∈ [0, 1], µÃ(xj

i )
(τg) ∈

[0, 1], g = 1, 2, . . . , |Ã(xj
i )|},首先利用

Gij =

|Ã(xj
i )|∑

g=1

µÃ(xj
i )
(τg)

|Ã(xj
i )|

(11)

计算二型模糊判断矩阵A中每个二型模糊值 Ã(xj
i )

的平均偏好值;然后在此基础上对A中的平均偏

好值进行按行求和,有Fi =

n∑
j=1

Gij ,并令 F̄ij =

Fi − Fj

2(n− 1)
+ 0.5,由此采用归一化方法可得二型模糊

判断矩阵A的排序向量为W = (ω1, ω2, . . . , ωi, . . . ,

ωn),其中

ωi =

n∑
j=1

F̄ij

n∑
i=1

n∑
j=1

F̄ij

=

n∑
j=1

Gij +
n

2
− 1

n(n− 1)
. (12)

上述求解排序向量的方法被称为二型模糊判断矩阵

排序的中转法.
在决策信息的集成过程中,可根据加型一致性

模糊判断矩阵的决策应用[17]研究基于二型模糊判

断矩阵的决策方法来对备选方案进行排序.例如,对
于第2节中情况 1⃝的多准则决策问题,假设景点类型
集Λ = {Λ1, Λ2, . . . , Λm},游客所给出的对于各类景
点的偏好信息为A = (Ã(Λj

i ))m×m,其中二型模糊值
Ã(Λj

i ) = {⟨τg, µÃ(Λj
i )
(τg)⟩|τg ∈ [0, 1], µÃ(Λj

i )
(τg) ∈

[0, 1], g = 1, 2, . . . , |Ã(Λj
i )|},则运用式 (11)可得各个

二型模糊值 Ã(xj
i )的平均偏好值Gij ,在此基础上对

A中的平均偏好值进行按行求和,有Fi =

m∑
j=1

Gij ,并

令 F̂ij = (Fi − Fj)/(2m) + 0.5.然后基于方根法计算
每个方案的优度值,具体公式如下:

si =

( m∏
j=1

F̂ij

) 1
m

m∑
i=1

( m∏
j=1

F̂ij

) 1
m

. (13)

根据优度值si(i = 1, 2, . . . ,m)的大小可进一步为游

客推荐合适的旅游景点.

4 二型模糊偏好关系在多准则决策中的

应用

在本节中,将3.2节中所拓展的基于二型模糊偏
好关系的决策方法应用于旅游产品选择问题中,并结
合对比分析来说明二型模糊偏好关系在多准则决策

中的有效性和可行性.

4.1 算例分析

给出一个关于旅游酒店选择的案例来说明3.2
节中所拓展的基于二型模糊偏好关系的决策方法的

有效性和可行性.
现有一名学生计划从武汉地区的如家酒店(Λ1)、
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蓝湾酒店 (Λ2)、庭然酒店 (Λ3)和武汉鑫瑞达商务酒

店 (Λ4)这4类快捷连锁酒店中选取一家作为暑假旅
游的住宿场所,且该名学生就住宿的满意度向住宿过

这4类连锁酒店的同学进行了咨询,该同学基于卫生
条件(c1)、性价比(c2)和服务态度(c3)这3个指标,给
出了他的偏好,如下所示:

A0=



Λ1 Λ2 Λ3 Λ4

Λ1 {⟨c111, 0.5⟩, ⟨c112, 0.5⟩, {⟨c121, 0.7⟩, ⟨c122, 0.6⟩, {⟨c131, 0.4⟩, ⟨c132, 0.6⟩, {⟨c141, 0.7⟩, ⟨c142, 0.8⟩,
⟨c113, 0.5⟩} ⟨c123, 0.5⟩} ⟨c133, 0.5⟩} ⟨c143, 0.6⟩}

Λ2 {⟨c211, 0.3⟩, ⟨c212, 0.4⟩, {⟨c221, 0.5⟩, ⟨c222, 0.5⟩, {⟨c231, 0.4⟩, ⟨c232, 0.5⟩, {⟨c241, 0.6⟩, ⟨c242, 0.6⟩,
⟨c213, 0.5⟩} ⟨c223, 0.5⟩} ⟨c233, 0.3⟩} ⟨c243, 0.6⟩}

Λ3 {⟨c311, 0.6⟩, ⟨c312, 0.4⟩, {⟨c321, 0.6⟩, ⟨c322, 0.5⟩, {⟨c331, 0.5⟩, ⟨c332, 0.5⟩, {⟨c341, 0.7⟩, ⟨c342, 0.6⟩,
⟨c313, 0.5⟩} ⟨c323, 0.7⟩} ⟨c333, 0.5⟩} ⟨c343, 0.8⟩}

Λ4 {⟨c411, 0.3⟩, ⟨c412, 0.2⟩, {⟨c421, 0.4⟩, ⟨c422, 0.4⟩, {⟨c431, 0.3⟩, ⟨c432, 0.4⟩, {⟨c441, 0.5⟩, ⟨c442, 0.5⟩,
⟨c413, 0.4⟩} ⟨c423, 0.4⟩} ⟨c433, 0.2⟩} ⟨c443, 0.5⟩}



.

另外,根据携程旅行网 (https://ctrip.com)上关于
这4家酒店的评分以及每晚的价格 (大床房),可知所
住宿过的如家酒店的评分是4.1,价格在176元左右;
蓝湾酒店的评分为4.4,价格在214元左右;庭然酒店
评分为4.9,价格在239元左右; 武汉鑫瑞达商务酒店
评分为3.8,价格在182元左右.
下面运用 3.2节中所拓展的二型模糊决策方法

来解决上述酒店选择问题.首先,基于式 (11),由二型
模糊判断矩阵A0可得G11 = G22 = G33 = G44 =

G13 = G31 = 0.5,G12 = G32 = G24 = 0.6,G21 =

G23 = G42 = 0.4,G14 = G34 = 0.7,G41 = G43 =

0.3,由式 (9)可知,A0满足加型一致性.在此基础上对
A0中的平均偏好值进行按行求和,有F1 = 2.3,F2 =

1.9,F3 = 2.3,F4 = 1.5,进而可得 F̂11 = F̂22 = F̂33 =

F̂44 = F̂13 = F̂31 = 0.5, F̂12 = F̂24 = F̂32 = 0.55,

F̂14 = F̂34 = 0.6, F̂21 = F̂23 = F̂42 = 0.45, F̂41 =

F̂43 = 0.4.然后利用式 (13)计算4家酒店的优度值分
别为s1 = 0.268 9, s2 = 0.243 7, s3 = 0.268 9, s4 =

0.218 5.因为 s1 = s3 > s2 > s4,即Λ1 ∼ Λ3 ≻
Λ2 ≻ Λ4,所以该同学对于Λ1和Λ3具有更高的偏

好.基于该同学的偏好结果,结合上述携程旅行网上
的相关数据,如果该名学生同时对低价格有偏好,则
可得4家连锁酒店的排序为Λ1 ≻ Λ3 ≻ Λ2 ≻ Λ4,
即选取如家酒店作为旅游住宿场所.此外,如果该名
学生同时对高评分有偏好,则四家连锁酒店的排序为
Λ3 ≻ Λ1 ≻ Λ2 ≻ Λ4,即此时选择庭然酒店作为旅游
住宿场所.

4.2 对比分析

接下来,将基于模糊偏好关系的决策方法[17]应

用于4.1节中的酒店选择问题.如果利用模糊互补判
断矩阵来表示4.1节中4家酒店关于每个准则的偏好
信息,则分别可得下面3个矩阵:

Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ1 Λ2 Λ3 Λ4 Λ1 Λ2 Λ3 Λ4

Λ1 0.5 0.7 0.4 0.7 0.5 0.7 0.4 0.7 0.5 0.6 0.6 0.8

Λ2 0.3 0.5 0.4 0.6 0.3 0.5 0.4 0.6 0.4 0.5 0.5 0.6

Λ3 0.6 0.6 0.5 0.7 0.6 0.6 0.5 0.7 0.4 0.5 0.5 0.6

Λ4 0.3 0.4 0.3 0.5 0.3 0.4 0.3 0.5 0.2 0.4 0.4 0.5


.

进一步地,利用文献 [17]所提出的方法分别对3
个矩阵进行了一致性修正.然后,根据文献 [17]所提
出的决策方法,分别可得4家酒店关于每个准则的决
策结果:

1) sc11 = 0.268 9, sc12 = 0.237 4, sc13 = 0.275 2,

sc14 = 0.218 5.因为sc13 > sc11 > sc12 > sc14 ,所以四家
酒店关于卫生条件指标的排序为Λ3 ≻ Λ1 ≻ Λ2 ≻
Λ4.

2) sc21 = 0.281 5, sc22 = 0.249 9, sc23 = 0.249 9,

sc24 = 0.218 5.因为sc21 > sc22 ∼ sc23 > sc24 ,所以4家酒
店关于性价比指标的排序为Λ1 ≻ Λ2 ∼ Λ3 ≻ Λ4.

3) sc31 = 0.256 3, sc32 = 0.243 7, sc33 = 0.281 5,

sc34 = 0.218 5.因为sc33 > sc31 > sc32 > sc34 ,所以4家酒
店关于服务态度指标的排序为Λ3 ≻ Λ1 ≻ Λ2 ≻ Λ4.
由上述排序结果可知,在关于准则 c1和 c3的偏

好下,该名学生可选择Λ3作为旅游住宿场所.在关于
准则 c2的偏好下,则推荐该名学生选择Λ1作为旅游

住宿场所.显然,运用模糊互补判断矩阵表示偏好信
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息时只能得到关于单个准则的排序结果,且所得的最
优方案包含在4.1节中所获得的两种最优方案中.而
利用基于二型模糊偏好关系的决策方法则可得4家
酒店关于所有准则的综合排序结果.这不仅说明了
4.1节中所拓展的基于二型模糊判断矩阵的决策方法
比基于模糊互补判断矩阵的决策方法更为全面和有

效,也侧面反映了所研究的二型模糊集的数学表述定
义和二型模糊偏好关系具有可行性.

5 结 论

本文基于二型模糊决策理论与方法的研究现状,
提出了一种新的二型模糊集的数学表述定义,并分别
给出了其在不同情况下的几何解释.然后,定义了二
型模糊偏好关系相关概念,并基于模糊偏好关系研究
了二型模糊偏好关系的相关性质和决策方法.由此
可见,本文所研究的二型模糊偏好关系能够延续诸多
学者[8-9,11-22]所构建的完备的模糊偏好关系理论,这
也从侧面反映了所提出的二型模糊集的数学表述定

义以及二型模糊偏好关系是合理且科学的.
未来可以在集合运算的基础上深入研究二型模

糊偏好关系的基本运算和运算性质.另外,对于加型
和积性一致性二型模糊偏好关系,需要进一步探索一
致性检验和调整方法.同时,也希望本文所提出的新
的二型模糊集的数学表述定义和二型模糊偏好关系

的相关概念能够为深入探索二型模糊决策的系统理

论方法提供新的研究视角和有益借鉴.
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