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线性时不变系统的分布式固定时间观测器
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摘 要: 针对线性时不变系统的分布式状态估计问题,基于双极限加权齐次估计理论和可观测性分解方法提出一
类分布式固定时间收敛观测器.首先,针对单输入单输出积分链式系统,使用双极限加权齐次性方法设计集中式
固定时间观测器.然后,基于可观测性分解将线性时不变系统分为可观测和不可观测子系统,传感器网络中每个
智能体以集中式观测器为基础,在固定时间内仅用系统输出测量值重构局部可观子状态,利用智能体间状态信息
构造一致性算法在固定时间内估计出局部不可观测子状态,从而在固定时间内实现状态全知.不同于已有工作,
所提出观测器不需要构造具体的李雅普诺夫函数即可给出收敛时间的显示表达式.最后,通过仿真实验验证所设
计观测器的有效性.
关键词: 分布式估计；线性系统；加权齐次性；固定时间观测器；可观测性分解；传感器网络

中图分类号: TP273 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2023.1372

引用格式: 张锬,吴怀宇,朱振华,等.线性时不变系统的分布式固定时间观测器 [J]. 控制与决策, 2024, 39(11):
3664-3672.

Distributed fixed-time observers for linear time-invariant systems
ZHANG Tan1,2, WU Huai-yu1,2, ZHU Zhen-hua1,2†, ZHENG Xiu-juan1,2, GUAN Zhi-hong3

(1. Engineering Research Center for Metallurgical Automation and Measurement Technology of Ministry of Education，
Wuhan University of Science and Technology，Wuhan 430081，China；2. Institute of Robotics and Intelligent Systems，
WuhanUniversity of Science and Technology，Wuhan 430081，China；3. School of Artificial Intelligence andAutomation，
Huazhong University of Science and Technology，Wuhan 430074，China)

Abstract: A class of distributed fixed-time convergent observers is designed based on the bi-limit weighted
homogeneous approximation theory and observability decomposition for the distributed state estimation of linear
time-invariant systems. Firstly, for a single-input-single-output integrating chain system, a centralized fixed-time
observer is designed for the system using bi-limit weighted homogeneous estimation. Then, the linear time-invariant
system is decomposed into observable and unobservable subsystems based on the observability decomposition. Each
agent in the sensor network reconstructs local observable sub-states in a fixed time based on the centralized observer by
using only the system output measurements, and then state information between the agents is used to construct a
consistent algorithm to estimate the local unobservable sub-states in a fixed time, thus realizing state omniscience in a
fixed time. Unlike previous works, this paper does not need to construct a specific Lyapunov function to give an
expression for the convergence time. Finally, the effectiveness of the designed observer is verified by simulations.
Keywords: distributed estimation；linear systems；weighted homogeneity；fixed-time observer；observability
decomposition；sensor networks

0 引 䀰

在大型复杂网络(交通系统、电网电力调度、工业
生产)中,系统状态信息由分散在各节点的传感器观

测,由于传感器通信距离的限制[1-2],集中式观测器不
再适用.为此,出现了分布式估计问题,其目标是设计
分布式观测器,使得观测器网络中的每个观测器节点

收稿日期: 2023-09-26；录用日期: 2024-01-26.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (62303360, 62073250, 62233007, 62203339)；湖北省自然科学基金项目 (2023AFB

619).
责任编委: 俞立.
†通讯作者. E-mail: zhenhua_hust2016@163.com.



第11期 张 锬等: 线性时不变系统的分布式固定时间观测器 3665

均能够使用自身的测量值和来自邻居节点的信息来

重建系统的完整状态.通常,观测器节点只能访问系
统的部分输出信息,且各智能体间的通信受预先给定
通信图的约束.文献 [3]针对观测器设计受通信图约
束的问题,给出了与通信图相关设计的可解性.近几
十年来,分布式观测器理论一直是控制领域的热点问
题[4-7].文献 [4-5]给出了基于一致性的卡尔曼滤波状
态估计方法,在估计 (卡尔曼滤波)步骤与数据融合步
骤间交替从而解决离散线性系统的分布式估计问题;
文献 [6]针对连续线性系统的状态估计问题,通过设
计输出反馈增益和耦合增益,提出了基于Luenberger
的观测器;文献 [7]将卡尔曼可观测规范分解的思想
扩展到了具有多个传感器的环境中,每个传感器节点
构建Luenberger观测器,并使用一致性动力学来估计
每个节点的不可观测状态部分.
需要注意的是,文献 [4-7]均是处理渐近收敛问

题,未考虑收敛速度.观测器的一个关键特征是观测
误差的收敛速度,在一些特定的场景中,要求能够在
有限时间内完成状态重建[8].如在飞行器姿态协同控
制[9]、多自主水下机器人一致性跟踪问题[10]中需要

快速收敛.因此,许多有限时间观测器[11-14]的设计方

法被相继提出,它们可以在有限时间内使得观测误差
收敛至平衡点.文献 [11]在Luenberger观测器的基础
上,增加了输出反馈和一致项的非线性项,使用齐次
性和李雅普诺夫稳定性判据的方法验证了所设计有

限时间观测器的可行性;文献 [12-13]在文献 [11]的
基础上进行了扩展,使用可观测性结构分解的方法,
将有限时间观测器应用于一般系统;文献 [14]提出了
一种求解线性定常系统的分布式有限时间状态估计

问题的方法,将状态观测任务重新表述为参数估计问
题.然而,对于有限时间观测器,观测误差收敛时间的
上界与每个智能体的初始状态有关.在实际应用中,
初始状态值具有不确定性,这为有限时间观测器的稳
定时间估计带来了重大挑战.为了应对这一问题,研
究人员研究了固定时间观测器,这类观测器的显著特
点在于它们能够确保观测误差的收敛时间上限与初

始条件无关.文献 [15]建立了固定时间稳定性分析
理论,提出了一种收敛时间独立于初始状态的控制理
论.基于固定时间分析方法,文献 [16]针对线性多智
能体系统状态估计问题，基于固定时间Super-twisting
算法和积分滑模面的设计提出了一类分布式固定时

间观测器;文献 [17]提出了一种基于核的分布式固定
时间分布式观测器设计方法,研究了一般线性时不变
系统的固定时间估计问题.但是以上文献均未能给

出观测器收敛时间的显示表达式.如何针对一般线
性时不变系统设计有效的分布式固定观测器并给出

收敛时间上界的数学表达式仍然有待进一步研究.
本文针对以上观测器设计中李雅普诺夫函数的

构造以及收敛时间受初始状态影响的难点,提出基于
双极限加权齐次性和可观测性分解理论的分布式固

定时间观测器.与现有的分布式观测器成果相比,本
文的内容如下: 1)相比于文献 [11-13]的有限时间收
敛观测器,所提出观测器的观测误差收敛时间上界与
初始条件无关; 2)相比于文献 [16-17],所提出方法用
于分析观测误差系统的稳定性,该方法不需要建立具
体的李雅普诺夫函数即可给出收敛时间上界的显式

表达式.
符号说明:对于x = [x1 x2 . . . xn]

T ∈ Rn和

α = [α1 α2 . . . αn]
T ∈ Rn

+,用 ⌈x⌋α =

[sgn(x1)|x1|α1 sgn(x2)|x2|α2 . . . sgn(xn)|xn|αn ]T∈
Rn表示保号元素求幂. ∥x∥为向量x的欧几里德范

数.定义有向图G=(V, E).其中:V = {1, 2, . . . , N}为
节点集合, E ⊆ V ×V为边集合.记(i, j)为节点i到节

点j的一条边,表示节点i可向节点j传递信息.第i个

节点的所有邻居的集合表示为Ni ≜ {i}
∪
{j|(j, i) ∈

E}.定义邻接矩阵A= (ai,j)n×n,当(j, i) ∈ E时, aij =
1;否则, aij = 0.定义与G相关的拉普拉斯矩阵L =

[lij ]N×N为 lii =

N∑
j=1,j ̸=i

aij和 lij =−aij(j ̸= i; i, j = 1,

2, . . . , N).整数序列 1, 2, . . . , n用 1, n表示. diag(x)
表示主对角线元素为x1, x2, . . . , xn,其他元素为0的
对角矩阵, blkdiag{Ai}Ni=1是由矩阵A1, A2, . . . , AN

组成的块对角矩阵.对于n⩾2,定义

Jn =


0 1 . . . 0
. . . . . .

...
. . . 1

0 . . . 0

 .

1 预༷知䇶和问题᧿述

考虑如下系统:

ẋ(t) = f(t, x(t)), t ⩾ t0, x(t0) = x0. (1)

其中:x ∈ Rn为状态, f : Rn → Rn为线性函数.记
X(t, x0)为系统 (1)初始条件x0 ∈ Rn下的解.假设原
点为系统(1)的平衡点.

1.1 预备知识

定义1 [18] 系统 (1)的平衡点x = 0是全局有限

时 间 稳 定 的, 若 它 是 全 局 渐 近 稳 定 的, 且
lim

t→T (x0)
X(t, x0) = 0,其中T : Rn → R+为沉降时间



3666 控 制 与 决 策 第39卷

函数;若存在某个正数Tmax使得T (x0) ⩽ Tmax(∀x0 ∈
Rn),则系统(1)是全局固定时间稳定的.

引理1 [19] 针对系统 (1),若存在满足下列条件
的连续径向无界函数V (x) :Rn →R+

∪
0: 1)V (0) =

0,原点为全局有限时间收敛平衡点. 2)存在0 < µ <

1, v>0, rµ>0, rv>0,使得

V̇ =

 − rµV
1−µ, V ⩽ 1;

− rvV
1−v, V ⩾ 1

成立.则系统 (1)是全局固定时间稳定的,且最大收敛
时间Tmax满足

T (x0) ⩽ Tmax ⩽
1

µrµ
+

1

vrv
.

定义2 [20] 令V (x) : Rn → R为一向量函数.若
对于任意λ > 0,存在r = [r1, r2, . . . , rn] ∈ Rn,其中
ri>0 (i=1, 2, . . . , n),使得V (x)满足

V (Λr(λ)x) = λdV (x).

这里: Λr(λ)x = [λr1x1, λ
r2x2, . . . , λ

rnxn]
T, d ∈ R.则

称V (x)关于r具有齐次度d.
令f(x) :Rn →Rn为一向量场函数.若对于任意

λ > 0,存在r = [r1, r2, . . . , rn] ∈ Rn,其中ri > 0(i =

1, 2, . . . , n),使得向量场函数 f(x)中的任一分量

fi(x)(i=1, 2, . . . , n)满足

fi(Λr(λ)x) = λd+rifi(x),

则称f(x)关于r具有齐次度d.
下面给出双极限加权齐次性的相关概念和双极

限向量场中齐次向量的稳定性定理.
定义3 [20] 若V 是连续的,则Vℓ是连续的且不

等于0,并对于任一紧子集C⊆Rn/{0}和∀δ>0,存在
λℓ>0,使得

max
x∈C

|λ−d0V (Λr0(λ)x)− V0(x)| ⩽ δ, ∀λ ∈ (0, λ0]

或

max
x∈C

|λ−d∞V (Λr∞(λ)x)− V∞(x)| ⩽ δ, ∀λ ⩾ λ∞

成立,则称函数V (x) : Rn → R相对于三元组 (rℓ, dℓ,

Vℓ)具有 ℓ极限齐次性 (ℓ = 0或∞).其中: rℓ = (rℓ,1,

rℓ,2, . . . , rℓ,n)
T∈Rn

+为权值, dℓ为齐次度,Vℓ : R
n→R

为近似函数.
若对于任一紧子集C ∈ Rn/0和∀δ > 0,存在

λℓ>0,使得

max
x∈C

∥λ−σ0Λ−1
r0

(λ)f(Λr0(λ)x)− f0(x)∥ ⩽ δ,

∀λ ∈ (0, λ0]

或

max
x∈C

∥λ−σ∞Λ−1
r∞

(λ)f(Λr∞(λ)x)− f∞(x)∥ ⩽ δ,

∀λ ⩾ λ∞

成立,且对于i∈{1, 2, . . . , n},σℓ+rℓ,i⩽0, fi相对于三
元组(rℓ, σℓ+ rℓ,i, fℓ,i)是ℓ极限齐次的,则向量场函数
f(x) : Rn→Rn相对(rℓ, σℓ, fℓ)具有ℓ极限齐次性.其
中: rℓ = (rℓ,1, rℓ,2, . . . , rℓ,n)

T ∈ Rn
+为权值,σℓ为齐次

度, fℓ=(fℓ,1, fℓ,2, . . . , fℓ,n)
T为近似向量场函数.

定义4 [20] 若函数V (x) : Rn → R (或向量场函
数f(x) :Rn →Rn)相对于三元组(r0, d0, V0) (或三元
组(r0, d0, f0))具有0极限齐次性,相对于三元组(r∞,

d∞, V∞) (或三元组(r∞, d∞, f∞))具有无穷极限齐次
性,则称函数V (x)(或向量场函数f(x))具有双极限
齐次性.
引理2 [20] 函数ϕ(x) : Rn → R和ξ(x) : Rn →

R+均为双极限齐次函数,其针对相同的权重 r0和

r∞,分别具有齐次度dϕ0
、dϕ∞和dξ0、dξ∞ ,齐次估计函

数ϕ0、ϕ∞和ξ0、ξ∞.若两个函数的齐次度满足dϕ0
⩾

dξ0、dϕ∞ ⩽ dξ∞ ,且ξ、ξ0、ξ∞为正定函数,则必然存在
c>0,使得ϕ(x)⩽c ξ(x)(∀x∈Rn)成立.
引理3 [20] 考虑双极限向量场f :Rn→Rn,其相

关三元组 (r0, d0, f0)和 (r∞, d∞, f∞)使得原点是

f(x)、f0(x)、f∞(x)的全局线性渐近收敛平衡点.设
dV0
和 dV∞为实数,使得 dV0

> max
1⩽s⩽n

r0,s, dV∞ >

max
1⩽s⩽n

r∞,s,则存在一阶连续可微、正向径向无界的李

雅普诺夫函数V (x),对于 i ∈ {1, 2, . . . , n},函数x 7→
∂V

∂xi
是双极限齐次的,具有相关的三元组 (r0, dv0 −

r0,i, V0)和 (r∞, dv∞ − r∞,i, V∞),函数x 7→ ∂V

∂x
f(x),

x 7→ ∂V0

∂x
f0(x),x 7→

∂V∞

∂x
f∞(x)负定.

1.2 问题描述

考虑如下线性时不变系统: ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0;

yi(t) = Cix(t), i ∈ {1, 2, . . . , N}.
(2)

其中:x(t) ∈ Rn为状态,A ∈ Rn×n为系统状态矩阵,
yi(t)为第 i个智能体能访问的系统输出向量.本文主
要解决以下问题.
问题1 给定通信拓扑G,设计一个状态估计为

x̃i(t)(∀i ∈ V)的分布式固定时间观测器,使得观测器
网络中的每个节点均能够在固定时间内基于自身的

测量值yi(t)和通过通信拓扑获得的信息正确估计出

系统 (2)的状态,且不受初始状态的影响,即∀x0 ∈Rn,
∀i∈V存在常数Tmax,使得

lim
t→Tmax

∥x̃i(t)− x(t)∥ = 0,

x̃i(t) = x(t), ∀t > Tmax.

本文的控制目标是为一般线性时不变系统设计

分布式固定时间观测器,使得系统状态可在固定时间



第11期 张 锬等: 线性时不变系统的分布式固定时间观测器 3667

内实现状态全知.

2 集中式固定时间观测器

为了解决分布式固定时间状态估计问题,本节考
虑积分链式的集中观测器设计.给出如下积分链式
线性时不变系统:

ẋ = Ax, y = Cx. (3)

其中:x ∈ Rn为系统的状态; y ∈ R为系统输出;矩阵
A∈Rn×n和输出向量C∈R1×n如下所示:

A =



0 1 . . . 0

...
...
. . .

...

0 0 . . . 1

0 0 . . . 0


, C = [1 0 . . . 0].

系统观测矩阵满秩.给出如下集中式固定时间观测
器:

ż = Az + diag(ℓ)⌈(Cz − y)1n⌋α+

diag(ℓ)⌈(Cz − y)1n⌋β. (4)

其中: z ∈ Rn为状态x的估计值;观测器增益ℓ ∈ Rn;
幂次项α = [α1, α2, . . . , αi]

T ∈ Rn, β = [β1, β2, . . . ,

βi]
T ∈ Rn,且αi ∈ (0, 1)和βi > 1.定义e = z − x为

系统观测误差,由式(3)和(4),得到观测误差系统

ė = f(e) =

Ae+ diag(ℓ)⌈(Ce)1n⌋α + diag(ℓ)⌈(Ce)1n]
β. (5)

结合双极限加权齐次性相关概念可为集中式系

统设计固定时间观测器,具体定理如下.
定理1 对于积分链式线性时不变系统 (3),观测

器系统 (4),给定d0 ∈
(
− 1

n
, 0
)
, d∞ ∈

(
0,

1

n

)
,使得

非线性幂次项指数α = [α1 α2 . . . αn]
T,β =

[β1 β2 . . . βn]
T.其中:αs=

r0,s+1

r0,1
=1 + sd0,βs=

r∞,s+1

r∞,1
=1 + sd∞.选取合适的增益ℓ,则存在满足双

极限加权齐次性的李雅普诺夫函数V (e),使得观测
器 (4)的估计误差系统 (5)是全局固定时间稳定的,且
收敛时间上界Tmax满足

T (e0) ⩽ Tmax ⩽
1

c

(dV∞

d∞
− dV0

d0

)
.

证明 使用两个步骤来验证误差系统(5)的稳定
性,即能够在有限时间收敛至平衡点,且不受初始条
件的影响.首先给出误差系统满足双极限加权齐次
性的参数取值,然后验证固定时间稳定性.

step 1: 根据幂次项的支配范围,式 (5)所示的固
定时间观测器的误差动力学可化简为

ė = f(e) = Ae+ diag(ℓ)(1n +K1)⌈(Ce)1n⌋γ . (6)

其中:当∥(Ce)1n∥ ⩽ 1时,低阶幂次项处于支配地位,
γ = α,K1 = |(Ce)1n|β−α;当∥(Ce)1n∥⩾ 1时,高阶幂
次项处于支配地位, γ=β,K1 = |(Ce)1n|α−β .以上两
种情况中变化的系数K1 ∈ (0, 1].由定义3,取误差系
统f(e)的0极限齐次估计为

ė = f0(e) = Ae+ diag(ℓ)⌈(Ce)1n⌋α. (7)

选择r0,s =1 + (s − 1)d0, s=1, n.取− 1

n
<d0 < 0时,

r0,s>0.由定义2, f0(e)得到

f0,s(Λr0(λ)e) = λr0,s+1es+1 + ℓsλ
r0,1αs⌈e1⌋αs ,

λd0+r0,sf0,s(e) = λr0,s+1(es+1 + ℓs⌈e1⌋αs).

因此,对于式 (7)的α = [α1 α2 . . . αn]
T,当αs =

r0,s+1

r0,1
=1+sd0时, f0(e)相对权值r0,s = 1+(s−1)d0

的齐次度为d0.
取误差系统f(e)的无穷极限齐次估计为

ė = f∞(e) = Ae+ diag(ℓ)⌈(Ce)1n⌋β. (8)

同理,对于式 (8)的β = [β1 β2 . . . βn]
T,当βs =

r∞,s+1

r∞,1
=1 + sd∞时, f∞(e)相对权值r∞,s=1 + (s−

1)d∞的齐次度为d∞.为了证明无穷和0极限齐次估
计满足定义3的条件,以f0(e)为例,由于

lim
λ→0

∥λ−d0Λ−1
r0

f(Λr0(λ)e)− f0(e)∥ =

lim
λ→0

∥diag(ℓ) · diag{λr0,1·(βs−αs)}ns=1⌈(e1)1n⌋
β∥ =

0 ⩽ δ,

必然存在紧子集C ∈ Rn/0、常数λ0和δ,使得f(e)和

f0(e)满足定义 3零极限加权齐次性的条件.同理,
f(e)和f∞(e)满足无穷极限加权齐次性的条件,故误
差系统f(e) : Rn → Rn相对于 (r0, d0, f0(e))和 (r∞,

d∞, f∞(e))具有双极限加权齐次性.
由于系统 (A,C)可观,必然存在增益 ℓ使得原

点是 f0(e)和 f∞(e)的全局线性渐近收敛平衡点,
由文献 [18]的命题2.18,原点也是f(e)的全局线性渐

近收敛平衡点.故f(e)存在一阶连续可微、正定且径

向无界的李雅普诺夫函数V (e)相对于(r0, dV0
, V0(e))

和 (r∞, dV∞ , V∞(e))具有双极限加权齐次性.其中:
dV0

> max
1⩽s⩽n

r0,s, dV∞ > max
1⩽s⩽n

r∞,s. V0(e)和V∞(e)的

存在性可由文献 [21]的定理2判定. V̇ (e)负定且具有

双极限齐次性.
step 2:为了证明固定时间稳定性,定义如下函数:

ϕ(e) ≜ V (e)
dV0

+d0

dV0 + V (e)
dV∞+d∞

dV∞ , (9)

ξ(e) ≜ −V̇ (e) = −∂V (e)

∂e
f(e). (10)

由双极限加权齐次性证明,得到ϕ(e)是双极限齐次
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函数,相对于权值 r0和 r∞的齐次度分别为dV0
+ d0

和dV∞ + d∞; ξ(e)是双极限齐次函数,相对于r0和r∞

的齐次度为dV0
+ d0和dV∞ + d∞.根据引理2,令

ϕ(e) ⩽ 1

c
ξ(e), (11)

其中常数c>0.将式(9)和(10)代入(11),得到
∂V (e)

∂e
f(e) ⩽ −c

(
V (e)

dV0
+d0

dV0 + V (e)
dV∞+d∞

dV∞

)
.

(12)

由 f(e)双极限加权齐次性证明,可以得到d0 ∈(
− 1

n
, 0
)
, d∞∈(0,− 1

n
),从而得到

dV0
+ d0

dV0

< 1,
dV∞ + d∞

dV∞

> 1.

由幂次函数支配范围,式(12)可化为如下形式:

∂V (e)

∂e
f(e) ⩽

 − cV (e)
dV0

+d0

dV0 , V (e) ⩽ 1;

− cV (e)
dV∞+d∞

dV∞ , V (e) ⩾ 1.

(13)

其中:µ=− d0
dV0

∈ (0, 1), v=
d∞
dV∞

> 0, rµ = rv = c> 0,

则由引理1和引理3,得到原点是系统 (5)的全局固定
时间收敛平衡点,观测误差系统将在固定时间内收敛
至原点,且最大收敛时间Tmax满足

T (e0) ⩽ Tmax ⩽
1

c

(dV∞

d∞
− dV0

d0

)
. (14)

综上所述,误差系统 (5)的固定时间稳定性得
证. 2
3 分布式固定时间观测器

本节研究系统 (2)的分布式固定时间观测器设
计问题,对于每个输出yi,可观测子空间的维数 ri =

rank(O(A,Ci))<n,故系统状态无法从任何单个输出
yi中观测到.为了实现系统 (2)状态全知,本文做出如
下假设.
假设1 系统 (A, (CT

1 , C
T
2 , . . . , C

T
N )T)联合可观,

且通信图强连通.
使用可观测性分解将系统分为可观测子系统和

不可观测子系统,并为每个部分设计一个局部观测

器.选择一个坐标变换x=Ti

[
xo,i

xu,i

]
,Ti=[To,i Tu,i],

其中Tu,i的列形成O(A,Ci)核的基,有[
ẋo,i

ẋu,i

]
= T−1

i ATi

[
xo,i

xu,i

]
=

[
Ao,i 0

Ar,i Au,i

][
xo,i

xu,i

]
,

(15)

yi = CiTi

[
xo,i

xu,i

]
= [Co,i 0]

[
xo,i

xu,i

]
. (16)

因此,可观测子系统

ẋo,i = Ao,ixo,i, yi = Co,ixo,i (17)

独立于xu,i,其中 rank(O(Ao,i, Co,i))= ri;而不可观测
子系统

ẋu,i = Ar,ixo,i +Au,ixu,i (18)

与系统测量输出无关.对于可观测部分,可依赖系统
测量输出重构状态,但是要重建不可观测部分,必须
基于通信图交换节点间的信息.

3.1 可观测部分

对于可观测子系统,考虑系统 (17)输出均是标量
的情况,且每对 (Ao,i, Co,i)可观,因此,将集中式固定
时间观测器的设计思想应用于每个观测器节点的可

观测部分.使用变换矩阵θi ∈Rri×ri将系统化为可观

标准型θ−1
i Ao,iθi=Jri − piCo,iθi,式(17)化为

v̇o,i = θ−1
i Ao,iθivo,i = Jrivo,i − piyi. (19)

其中:Co,iθi = [1, 2, . . . , 0], pi为Ao,i特征多项式的系

数向量.每个节点可观测部分的观测器可分为以下
两种情况表示.
情况1 由式(19),得到观测器动力学

˙̃vo,i =

Jri ṽo,i − piyi + diag(ℓo,i)⌈(Co,iθiṽo,i − yi)1⌋αi+

diag(ℓo,i)⌈(Co,iθiṽo,i − yi)1⌋βi . (20)

其中:αi = [1 + do,0,i . . . 1 + sido,0,i]
T, do,0,i ∈(

− 1

ri
, 0
)
;βi = [1 + do,∞,i . . . 1 + sido,∞,i]

T, si =

1, ri, do,∞,i∈
(
0,

1

ri

)
.

情况2 由系统可观子系统(17),得到

˙̃xo,i = Ão,ix̃o,i − p̃iyi + Lo,i⌈(Co,ix̃o,i − yi)1⌋αi+

Lo,i⌈(Co,ix̃o,i − yi)1⌋βi . (21)

其中: Ão,i = θiJriθ
−1
i , p̃i = θipi,Lo,i = θidiag(ℓo,i).由

式(19)和(20),得到观测误差动力学

ėo,i = Jrieo,i + diag(ℓo,i)⌈(eo,i,1)1⌋αi+

diag(ℓo,i)⌈(eo,i,1)1⌋βi . (22)

将第2节的集中式固定时间观测器设计方法应用于
系统可观测部分的分布式固定时间观测器的设计中,
可验证可观测子系统的观测误差动力学能够在固定

时间内收敛至平衡点,且不受初始状态的影响.

3.2 不可观测部分

对于一个大规模的系统,完整的状态估计可能是
一个高维数.然而,这可通过每个节点的测量输入已
有一些系统状态的信息来缓解,因此不必从其邻居那
里接收完整的状态估计,而只需接收其自身无法重建
的部分.将该思想用于不可观测子系统的状态重建,
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基于系统不可观测子系统 (18),给出如下固定时间收
敛观测器动力学方程:

x̃u,i = Ar,ix̃o,i +Au,ix̃u,i − ki
∑
j∈Ni

(x̃u,i − T T
u,ix̃j)−

⌈ ∑
j∈Ni

(x̃u,i − T T
u,ix̃j)

⌋γi

−

⌈ ∑
j∈Ni

(x̃u,i − T T
u,ix̃j)

⌋ηi

. (23)

其中: x̃u,i ∈ Rn−ri为不可观测子状态xu,i的估计值,
ki∈R为一致性增益, γi∈ (0, 1), ηi>1.若每个节点均
正确估计了其可观测的部分,则线性项推动节点达到
一致性,从而得到正确的估计,而非线性项的增加推
动误差系统在固定时间内收敛至平衡点.

定义不可观测子系统观测误差eu,i= x̃u,i − xu,i,
由式 (18)和 (23),得到不可观测子系统的观测误差动
力学

ėu,i = Ar,ieo,i +Au,ieu,i−

ki
∑
j∈Ni

(eu,i − T T
u,i(To,jeo,j + Tu,jeu,j))−

⌈ ∑
j∈Ni

(eu,i − T T
u,i(To,jeo,j + Tu,jeu,j))

⌋γi

−

⌈ ∑
j∈Ni

(eu,i − T T
u,i(To,jeo,j + Tu,jeu,j))

⌋ηi

.

(24)

由式 (24),得到整个观测器网络的不可观测误差
系统

Ėu = (Au − kT T
u(L ⊗ I)Tu)Eu+

(Ar + kT T
u(A⊗ I)To)E0−

⌈T T
u (L ⊗ I)TuEu − T T

u (A⊗ I)ToE0⌋γ−

⌈T T
u (L ⊗ I)TuEu − T T

u(A⊗ I)ToE0⌋η,

Eo = [eTo,1 eTo,2 . . . eTo,N ]T,

Eu = [eTu,1 eTu,2 . . . eTu,N ]T. (25)

其中:Au = blkdiag{Au,i}Ni=1,Tu = blkdiag{Tu,i}Ni=1,
To = blkdiag{To,i}Ni=1,γ = [γT1 , γ

T
2 , . . . , γ

T
N ]T,η = [ηT1 ,

ηT2 , . . . , η
T
N ]T, I ∈ Rn×n.若所有节点均正确估计了其

可观测子空间(Eo=0),则式(25)可改写为

Ėu = g(Eu) =

(Au − kT T
u(L ⊗ I)Tu)Eu + ⌈T T

u (L ⊗ I)TuEu⌋γ−

⌈T T
u (L ⊗ I)TuEu⌋η. (26)

下面将证明不可观测误差系统满足固定时间稳

定性定理,观测器网络中每个节点将正确估计出其不
可观测子状态.

命题1 若系统 (2)是联合可观测的,且通信图是
强连通的,则存在一个正定对角矩阵P ,使得

−T T
u(LT ⊗ I)TuP − PT T

u(L ⊗ I)Tu < 0.

定理2 对于不可观测子系统 (18),观测器动力
学 (23),给定du,0 ∈

(
− 1

n
, 0
)
, du,∞ ∈

(
0,

1

n

)
,使得非

线性幂次项指数γ = [γ1 γ2 . . . γN ]T,η = [η1

η2 . . . ηN ]T.其中: γi,s =
1 + sdu,0,i

1 + (s− 1)du,0,i
, ηi,s =

1 + sdu,∞,i

1 + (s− 1)du,∞,i
.假设命题1成立,得到原点是观测

器网络误差系统的全局渐近收敛点,则存在满足双极
限加权齐次性的李雅普诺夫函数Vu(Eu),证得观测
器动力学 (26)的不可观测误差系统满足固定时间收
敛稳定性,且收敛时间上界Tu,max满足

T (eu,0) ⩽ Tu,max ⩽
1

cu

(dVu,∞

du,∞
−

dVu,0

du,0

)
.

证明 由幂次项函数的支配范围,误差系统
g(Eu)的0极限齐次估计为

Ėu = g0(Eu) = −⌈T T
u (L ⊗ I)TuEu⌋γ . (27)

选择 ru,0,s = 1 + diag(s − 1)du,0,其中 du,0 =

[du,0,1, du,0,2, . . . , du,0,N ]T.由定义3,得到g0(Eu)的每

个节点分量g0,i(Eu)的齐次性证明如下:由

g0,i,s(Λru,0,i
(λ)Eu) =

diag{λru,0,i,s+du,0,i}n−ri
s=1 g0,i,s(Eu),

得到

diag{λru,0,i,sγi,s}n−ri
s=1 g0,i,s(Eu) =

diag{λru,0,i,s+du,0,i}n−ri
s=1 g0,i,s(Eu).

故当γi,s =
1 + sdu,0,i

1 + (s− 1)du,0,i
(∀i ∈ {1, 2, . . . , N}), s =

1, n− ri时, g0(Eu)相对权值ru,0,s的齐次度为du,0.
误差系统g(Eu)的无穷极限齐次估计为

Ėu = g∞(Eu) = −⌈T T
u (L ⊗ I)TuEu⌋η. (28)

同 0 极限齐次估计的证明, 故当 ηi,s =
1 + sdu,∞,i

1 + (s− 1)du,∞,i
(∀i ∈ {1, 2, . . . , N}), s = 1, n− ri

时, g∞(Eu)相对权值 ru,∞,s的齐次度为 du,∞.为了
证明不可观测子系统的0极限齐次估计g0(Eu)和无

穷极限齐次估计g∞(Eu)满足双极限加权齐次性,以
g0(Eu)为例,由于

lim
λ→0

∥λ−du,0Λ−1
ru,0

(λ)g(Λru,0
(λ)Eu)− g0(Eu)∥ =

0 ⩽ δ,

由定义3可知,必然存在紧子集C ∈ R

N∑
i=1

(n−ri)
/0、常

数λ0和δ,使得g(Eu)和g0(Eu)满足双极限加权齐次

性的条件.同理, g(Eu)和g∞(Eu)满足无穷极限加权
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齐次性的条件,故误差系统 g(Eu) : R

N∑
i=1

(n−ri)
→

R

N∑
i=1

(n−ri)
相对于 (ru,0, du,0, g0(Eu))和 (ru,∞, du,∞,

g∞(Eu))具有双极限加权齐次性.
可从文献 [13]命题1的证明中推断出−T T

u(L ⊗
I)Tu是霍尔维兹矩阵,存在足够高的一致性增益
k1, k2, . . . , kN < 0,使得矩阵Au − kT T

u(L ⊗ I)Tu是

稳定的,故原点是g(Eu)、g0(Eu)、g∞(Eu)的全局线性

渐近收敛平衡点.由于原点是g(Eu)、g0(Eu)、g∞(Eu)

的全局线性渐近收敛平衡点,必然存在一阶连续可
微、正定且径向无界的李雅普诺夫函数Vu(Eu)相对

于 (ru,0, dVu,0
, Vu,0(Eu)) 和 (ru,∞, dVu,∞ , Vu,∞(Eu))

具有双极限加权齐次性,其中Vu,0(Eu)和Vu,∞(Eu)

的存在性可由文献 [21]的引理2判定, V̇u(Eu)负定且

具有双极限齐次性.定义如下函数:

ϕu(Eu) ≜ Vu(Eu)

dVu,0
+du,0

dVu,0 + Vu(Eu)

dVu,∞+du,∞
dVu,∞ ,

(29)

ξu(Eu) ≜ −V̇u(Eu) = −∂Vu(Eu)

∂Eu
g(Eu). (30)

由双极限加权齐次性证明,得到ϕu(Eu)是双极限齐

次函数,相对于权值 ru,0和 ru,∞的齐次度分别为

dVu,0
+ du,0和dVu,∞ + du,∞; ξu(Eu)是双极限齐次函

数,相对于 ru,0和ru,∞的齐次度分别为dVu,0
+ d0和

dVu,∞ + du,∞.根据引理2,令

ϕu(Eu) ⩽
1

cu
ξu(Eu), (31)

其中常数cu>0.将式(29)和(30)代入(31),得到
∂Vu(Eu)

∂Eu
g(Eu) ⩽

− cu

(
Vu(Eu)

dVu,0
+du,0

dVu,0 + Vu(Eu)

dVu,∞+du,∞
dVu,∞

)
. (32)

由f(e)双极限加权齐次性证明,得到
dVu,0

+ du,0

dVu,0

< 1,
dVu,∞ + du,∞

dVu,∞

> 1,

du,0 ∈
(
− 1

n
, 0
)
, du,∞ ∈

(
0,

1

n

)
.

由幂次函数支配范围,式(32)可化为如下形式:
∂Vu(Eu)

∂Eu
g(Eu) ⩽

− cuVu(Eu)

dVu,0
+du,0

dVu,0 , Vu(Eu) ⩽ 1;

− cuVu(Eu)

dVu,∞+du,∞
dVu,∞ , Vu(Eu) ⩾ 1.

(33)

其中:µu=− du,0
dVu,0

∈ (0, 1), v=
du,∞
dVu,∞

>0, rνu
= rVu

=

cu > 0,由引理1和引理3,得到原点是不可观测子系
统的全局固定时间收敛平衡点,观测误差将在固定时

间内收敛至原点,最大收敛时间Tu,max满足

T (eu,0) ⩽ Tu,max ⩽
1

cu

(dVu,∞

du,∞
−

dVu,0

du,0

)
. (34)

综上所述,误差系统 (22)和 (26)的固定时间稳定
性得证,故分布式系统的可观测部分和不可观测部分
均能够在固定时间内被观测器观测到. 2
4 仿 真

给定如下系统动力学矩阵:

A =



−1 0 0 0 0 0

−1 1 1 0 0 0

1 −2 −1 −1 1 1

0 0 0 1 0 0

−8 1 1 −1 −2 1

4 −0.5 0.5 0 0 −4


,

每个观测器节点的输出矩阵为

C1 = [1 0 0 2 0 0], C2 = [2 0 0 1 0 0],

C3 = [0 0 1 0 0 0], C4 = [2 0 5 0 0 0].

由系统状态矩阵和输出矩阵可得到每个观测器的观

测矩阵不满秩(r1=2, r2=2, r3=5, r4=5),故观测器
不能从单个输出来重构出系统完整状态,需要借助相
邻节点间的信息交换.图1为观测器网络中每个节点
间的通讯拓扑图.

3 4

2 1

图 1 分布式观测器的通信拓扑图

对于系统可观测子系统 (18),选择观测器增益
ℓo,1 = [3; 5], ℓo,2 = [4; 3], ℓo,3 = [5; 10; 10; 5; 1], ℓo,4 =

[5; 10; 10; 5; 1].为了选取合适的非线性项幂次αi和

βi的值,令 do,0,1 = do,0,2 = −0.4, do,0,3 = do,0,4 =

−0.15, do,∞,1=do,∞,2=0.4, do,∞,3=do,∞,4=0.15.
若观测器正确估计了系统可观测子状态,即

Eo =0,则不可观测部分的观测器一致项增益为k1 =

k2 = k3 = k4 = 2.非线性项γi和 ηi的值由齐次度

du,0和du,∞决定,选择du,0,1 = du,0,2 = −0.2, du,0,3 =
du,0,4 =−0.7, du,∞,1 = du,∞,2 =0.2, du,∞,3 = du,∞,4 =

0.7.由式 (14)和 (34),得到系统可观测和不可观测部
分的观测误差收敛时间上界分别为19.33 s和6.43 s.
本节将所提出分布式固定时间观测器与有限时

间观测器进行对比.图2和图3展示了各智能体的可
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图 2 固定时间观测器可观测部分观测误差
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图 3 固定时间观测器不可观测部分观测误差
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图 4 对数标度下初始状态为x0时观测误差变化过程
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图 5 对数标度下初始状态为5x0时观测误差变化过程

观测和不可观测部分的固定时间观测器均能够在

固定时间内正确重构系统状态.图4为所提出固定
时间观测器和有限时间收敛观测器在初始状态为

x0=[−44; 18;−46; 35; 22;−43]时的观测误差收敛曲

线.图5为固定时间收敛和有限时间收敛观测器在初
始状态为5x0的观测误差变化过程.由图2∼图5可
见:所提出观测器在初始条件波大的情况下,观测性
能稳定;而有限时间观测器受初始状态的影响会使
得收敛时间大幅度增加.表1为不同初始状态下各观
测器的收敛时间.进一步分析表1可以发现:不同于
有限时间观测器,所提出固定时间观测器独立于初始
状态,这意味着固定时间观测器在不同初始状态下均
能够稳定地估计系统状态.综上所述,所提出分布式
固定时间观测器在系统状态估计的准确性和收敛速

度方面具有优势.

表 1 不同初始状态下各观测器的收敛时间

初始状态范围 有限时间 固定时间To,max ⩽ 19.33

x0 22.78 17.32

5x0 38.23 18.61

10x0 46.08 19.11

5 结 论

针对一般线性时不变系统的状态估计问题,本文
利用加权齐次性和可观测性结构分解给出了一类分

布式固定时间观测器设计,其中分布式观测器节点间
的信息交换受到预先选定的通信图的约束.所设计
观测器保证了误差系统在不受到初始状态影响的情

况下,能够在固定时间内收敛.通过双极限加权齐次
性的方法,建立了不需要构建具体李雅普诺夫函数的
稳定性分析方法,并通过数值模拟对所提出观测器进
行了有效性验证.
所提出分布式固定时间观测器没有考虑扰动和

通信延迟等因素的影响,是在强连通拓扑图条件下设
计的.但是一旦实际通信网络存在延迟和外界扰动,
有向图的连通性无法满足条件时,如何设计有效的解
决方案是一个值得关注的问题.在未来的工作中,将
针对上述问题开展进一步的研究.
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