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机械臂预定时间重复学习控制

李亚倩, 陈 强†, 施卉辉, 张智皓, 陈 鹏

(浙江工业大学信息工程学院，杭州 310023)

摘 要: 为实现不确定机械臂系统快速和高精度跟踪控制性能,提出一种基于反演算法的预定时间重复学习控制
策略.通过构造非奇异预定时间虚拟控制器,有效避免传统有限时间反演控制中由虚拟控制器微分引起的奇异性
问题,确保机械臂角位置跟踪误差在预定时间内收敛至原点附近邻域内.在此基础上,根据期望轨迹的周期特性,
将机械臂系统的集总不确定划分为周期不确定和非周期不确定两部分,并构造全限幅重复学习更新律以准确估
计和补偿周期不确定部分.同时,设计鲁棒控制律并引入终端吸引,补偿包括外部干扰在内的非周期不确定部分,
实现机械臂角位置对周期性期望轨迹的高精度跟踪.最后,基于Lyapunov定理证明闭环系统稳定性和分析跟踪误
差收敛性,并通过仿真结果验证所提出控制方法的有效性.
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Predefined-time repetitive learning control of robotic manipulators
LI Ya-qian, CHEN Qiang†, SHI Hui-hui, ZHANG Zhi-hao, CHEN Peng

( College of Information Engineering，Zhejiang University of Technology，Hangzhou 310023，China)

Abstract: A backstepping-based predefined-time repetitive learning control scheme is proposed for uncertain robot
manipulators to achieve rapid and high-precision tracking control performance. A non-singular predefined-time virtual
controller is constructed to effectively avoid the singularity issues caused by the differentiation of the virtual controller in
conventional finite-time backstepping design. It ensures that the tracking error of the robot manipulators joint positions
converges to a neighborhood of the origin within the predefined time. Then, the lumped uncertainty of the manipulator
is separated into periodic and non-periodic parts by considering the periodic characteristics of the desired trajectory. A
fully saturated repetitive learning law is constructed to accurately estimate and compensate for the periodic uncertainty.
Meanwhile, a robust control law is developed and the terminal attracting technique is applied to guarantee the effective
compensation of the non-periodic uncertainty including external disturbances, such that the high-precision tracking of the
robot manipulators joint positions is achieved. Finally, the stability of the closed-loop system and the error convergence
performance of the proposed scheme are analyzed through the Lyapunov stability synthesis. The effectiveness of the
proposed control method is verified by comparative simulations.
Keywords: robot manipulator；predefined-time control；repetitive learning law；backstepping recursive algorithm；
periodic uncertainty；tracking control

0 引 䀰

随着科技的发展,机械臂被广泛应用于现代生产
和制造业中,从事高强度、重复性作业[1].然而,机械
臂系统模型的不确定性和外部干扰通常会导致其快

速、高精度的控制目标难以实现[2].近年来,为了提高
机械臂跟踪控制性能,各种先进控制策略被提出,如
自适应控制、滑模控制等[3-5].尽管以上控制策略能

够在不同程度上改善机械臂的控制性能,但在控制器
设计过程中,机械臂执行任务的重复性和周期性特征
并未充分加以利用,导致系统跟踪周期性期望轨迹时
仍存在一定的周期性稳态误差,有待进一步消除.
重复学习控制是一种有效处理周期性轨迹跟踪

或周期性干扰补偿问题的智能控制方法.因此,重复
学习控制被应用于执行周期性重复任务的机械臂,能

收稿日期: 2023-08-19；录用日期: 2023-12-19.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (62222315, 61973274)；浙江省自然科学基金项目 (LZ22F030007).
责任编委: 易建强.
†通讯作者. E-mail: sdnjchq@zjut.edu.cn.
*本文附带电子附录文件,可登录本刊官网该文“资源附件”区自行下载阅览.



3720 控 制 与 决 策 第39卷

够保证高精度跟踪性能[6-7].文献 [8]针对含非参数不
确定性的永磁同步电机系统,提出一种基于滑模的自
适应重复学习控制方法,实现了对给定周期轨迹的精
确跟踪.文献 [9]针对含参数化和非参数化的非线性
系统,提出一种基于反演算法的重复学习控制策略,
将所有未知时变项合并为一个周期时变向量,设计自
适应重复学习控制律,实现了跟踪误差在误差平方范
数意义下渐近收敛于零.尽管重复学习控制方法能
够实现系统输出对周期期望轨迹的高精度跟踪,但跟
踪误差的渐近收敛需要多个周期的重复学习,难以满
足实际机械臂应用中有限时间内达到高精度跟踪的

要求.
为了提高跟踪速度,学者们提出了有限时间控制

策略,以保证在初始状态有界的条件下,跟踪误差在
设定的有限时间内收敛至零或残差集[10-13].文献[10]
提出一种有限时间重复学习控制策略,以保证有限时
间和高精度的跟踪性能.文献 [12]针对输出受限的
机械臂系统,提出一种有限时间自适应事件触发控制
方法,将命令滤波反演控制与事件触发控制相结合,
使机械臂角位置跟踪误差在有限时间内收敛至期望

的邻域.然而,在上述有限时间控制方法中,收敛时间
高度依赖初始状态.为放宽收敛时间对初始状态的
依赖性,固定时间控制策略[14-16]相继涌现.文献 [15]
针对机械臂系统设计固定时间自适应神经网络控制

器,实现了机械臂角位置对期望轨迹的固定时间跟
踪.文献 [16]针对一类具有随机扰动和多约束的单
连杆机械臂系统,提出固定时间模糊自适应跟踪控
制方法,以保证机械臂角位置跟踪误差在固定时间内
收敛至预先指定的区域内.然而,跟踪误差的收敛时
间上界仍是多个控制参数的复杂函数,难以根据实际
需求预先设定.近年来,学者们提出了预定时间控制
方法,通过调整一个可调参数便能预先设定收敛时间
的最小上界[17-20].文献 [20]提出一种预定时间鲁棒
控制方法,实现了机械臂角位置跟踪误差在预定时间
内收敛至预定界内.然而,由于在控制器设计中未充
分利用机械臂跟踪轨迹的周期性特征,难以满足机械
臂跟踪周期期望轨迹时的快速和高精度跟踪性能要

求.同时,控制器设计过程中的奇异性问题主要通过
构造分段连续函数或二次分式函数来避免,增加了计
算负担和分析复杂度.
综上所述,本文针对不确定机械臂系统,提出一

种基于反演算法的预定时间重复学习控制方法,以保
证机械臂角位置跟踪误差在预定时间内收敛至原点

附近的邻域内,并在重复学习律的作用下,实现机械

臂角位置对周期性期望轨迹的快速、高精度跟踪.与
现有的预定时间控制方法相比,本文设计的非奇异虚
拟控制器无需构造分段连续函数或二次分式函数,从
而减轻计算负担和分析复杂度.为提高稳态跟踪精
度,将机械臂的集总不确定性分为周期性和非周期性
两部分.利用期望轨迹的周期特性,构造全限幅重复
学习律估计和补偿周期性不确定性;同时,在鲁棒控
制方法中引入终端吸引,保证非周期性不确定性的有
效补偿和跟踪误差的快速收敛,进而实现瞬态过程中
误差的预定时间收敛和稳态过程中角位置的高精度

跟踪.

1 系统描述及预༷知䇶

1.1 系统描述

本文考虑 n连杆机械臂的动态方程为

(M(q) + ∆M(q))q̈ + (C(q, q̇) + ∆C(q, q̇))q̇+

G(q) + F (q̇) = τ + d. (1)

其中: q, q̇, q̈ ∈ Rn分别为关节角位置、角速度、角加

速度矢量;M(q),∆M(q) ∈ Rn×n为惯性矩阵的已

知标称项和不确定项;C(q, q̇),∆C(q, q̇) ∈ Rn×n为

科里奥利矩阵的标称项和不确定项;G(q),F (q̇),d ∈
Rn分别为不确定的重力矢量、不确定的摩擦效应和

有界的外部扰动; τ ∈ Rn为控制输入矢量.
系统(1)可等价表示为

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) + F (q̇) +H(q) =

τ + d, (2)

其中H(q) = ∆M(q)q̈ +∆C(q, q̇)q̇.
为表述方便,定义x1 = q,x2 = q̇, ẋ2 = q̈,M =

M(q),C = C(q, q̇),G = G(q),F = F (q̇)和H =

H(q),则式(2)可重写为
ẋ1 = x2,

Mẋ2 = τ −Cx2 −G− F −H + d. (3)

本文的控制目标是,针对不确定机械臂系统 (1),
给定以T为周期的期望角位置轨迹x1r,设计控制器
τ ,保证机械臂角位置x1能够在预定时间内快速收敛

至期望轨迹x1r附近邻域内,并在重复学习律的作用
下实现对x1r的高精度跟踪.

1.2 预备知识

在设计控制器之前,先介绍以下性质和引理.
性质1 [20] 惯性矩阵M是对称的正定矩阵,存

在η > 0满足

1

2
ςTMς ⩽ η||ς||2, ∀ς ∈ Rn, (4)

其中 || · ||表示矩阵或向量的欧氏2范数.
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性质2 [20] 矩阵Ṁ − 2C具有斜对称性质,满足
以下不等式:

ςT[Ṁ − 2C]ς = 0, ∀ς ∈ Rn. (5)

引理1 [18] 考虑系统

ẋ(t) = f(x, t). (6)

其中:x(t)是系统的状态变量, f(x, t)是光滑的非线
性函数.假设存在正定函数V (x),正实数0 < γ <

1,Tc > 0, 0 < ϱ < ∞满足

V̇ ⩽ − π

γTc
(V 1− γ

2 + V 1+ γ
2 ) + ϱ, (7)

则系统(6)是实际预定时间稳定的,收敛区域为{
lim
t→T0

x
∣∣∣V ⩽ min

{(2γTcϱ

π

) 2
2−γ

,
(2γTcϱ

π

) 2
2+γ

}}
,

(8)

其中T0为收敛时间最小上界且满足T0 < Tmax =√
2Tc.
引理2 [8] 给定标量 ı和ȷ,假设 |ı| ⩽ ȷ̄,其中 ȷ̄是ȷ

的限幅值,满足以下不等式:

(ı− sat(ȷ))(ȷ− sat(ȷ)) ⩽ 0. (9)

其中

sat(ȷ) =


ȷ̄, ȷ > ȷ̄;

ȷ, |ȷ| ⩽ ȷ̄;

−ȷ̄, ȷ < −ȷ̄.

引理3 [18] 对于σ1 ∈ R,σ2 ∈ R和常数m >

0,n > 0, ℏ > 0,有下列不等式成立:

|σ1|m|σ2|n ⩽ m

m+ n
ℏ|σ1|m+n +

n

m+ n
ℏ−

m
n |σ2|m+n.

(10)

引理4 [18] 对于xi > 0 (i = 1, 2, . . . , j)和ν > 0,
有下列不等式成立:

j∑
i=1

xν
i ⩾

( j∑
i=1

xi

)ν

, 0 < ν < 1;

j∑
i=1

xν
i ⩾ j1−ν

( j∑
i=1

xi

)ν

, ν > 1.

(11)

2 控制器设计

基于反演递推算法,本文提出一种预定时间重复
学习控制方法,以保证瞬态过程中跟踪误差的预定时
间收敛和稳态过程中角位置的高精度跟踪.
定义跟踪误差z1和中间误差z2为

z1 = x1 − x1r,

z2 = x2 − x2r −α = ż1 −α. (12)

其中:x1r,x2r ∈ Rn分别是周期为T的期望角位置轨

迹和期望角速度轨迹;α ∈ Rn是需要设计的虚拟控

制器.具体的设计过程如下.

step 1:构造Lyapunov函数

V1 =
1

2
zT
1 z1, (13)

对其求导,可得

V̇1 = zT
1 ż1 = zT

1 (z2 +α). (14)

设计虚拟控制器为

α = −k1z1 − k2sig1+γ(z1). (15)

其中: k1 = k11 + k12, k11 =
1

2
, k12 =

(1
2

)1− γ
2 ·

2− γ

2
· π

γTc
, k2 =

(1
2

)1+ γ
2 · n γ

2 2
γ
2 · π

γTc
, 0 < γ <

1, 0 < Tc且
√
2Tc < T , sigγ(z1) = [|z11|γsign(z11),

. . . , |z1n|γsign(z1n)]T.
将式(15)代入(14),利用引理4可得

V̇1 = zT
1 z2 − k1z

T
1 z1 − k2z

T
1 sig1+γ(z1) ⩽

− k1||z1||2 − k2n
− γ

2 (||z1||2)1+
γ
2 + zT

1 z2. (16)

根据引理3,定义σ1 = 1,σ2 = ||z1||,m = γ,n =

2− γ和ℏ = 1,可得

−||z1||2 ⩽ γ

2− γ
− 2

2− γ
(||z1||2)

2−γ
2 . (17)

将式(17)代入(16),可得

V̇1 ⩽

− k11||z1||2 +
k12γ

2− γ
− 2k12

2− γ
(||z1||2)1−

γ
2 −

k2n
− γ

2 (||z1||2)1+
γ
2 + zT

1 z2 =

− 1

2
||z1||2 + zT

1 z2 −
π

γTc
(V

1− γ
2

1 + 2
γ
2 V

1+ γ
2

1 ) + δ1,

(18)

其中δ1 =
k12γ

2− γ
.

注1 与现有的预定时间控制策略相比[18-20],本
文设计的虚拟控制器 (15)表达形式简单,未使用分段
连续函数,收敛性/稳定性分析无需进行分段讨论,且
不含分式计算,从而能有效减轻计算负担,降低分析
复杂度.

step 2:构造Lyapunov函数

V2 = V1 +
1

2
zT
2 Mz2, (19)

对其求导,可得

V̇2 = V̇1 + z2
TMż2 +

z2
TṀz2

2
. (20)

根据式(3)和性质2可得

V̇2 = V̇1 + zT
2 (Mż2 +Cz2) =

V̇1 + zT
2 (τ −Cx2 −G−H −Mẋ2r−

F −Mα̇+Cx2 −Cx2r −Cα+ d) =

V̇1 + zT
2 (τ + Υ (x)−Mẋ2r −Mα̇−
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Cx2r −Cα+ d). (21)

其中:x = [xT
1 ,x

T
2 ]

T;Υ (x) = [Υ1, . . . , Υn]
T =

−G − F − H是机械臂系统的集总不确定性,包括
不确定惯性矩阵∆M(q)、不确定科里奥利离心矩阵

∆C(q, q̇)、不确定重力力矩G(q)以及不确定摩擦力

矩F (q̇).
当机械臂角位置x1跟踪周期性期望角位置x1r

时,集总不确定性Υ (x)跟踪Υ (xr),因此,Υ (x)包含

与期望轨迹x1r同周期的周期不确定性Υ (xr)和非

周期性不确定性Υ (x) − Υ (xr).然而,现有的大多数
非线性控制方法,通常将集总不确定性Υ (x)视为时

变扰动,并采用扰动抑制技术对其进行补偿.本文则
根据期望轨迹x1r的周期特性,将不确定性Υ (x)分

为周期不确定性Υ (xr)和非周期性不确定性Υ (x)−
Υ (xr),并构建全限幅重复学习律和鲁棒控制律,分
别用于补偿周期性和非周期性不确定性.因此,式
(21)可改写为

V̇2 = V̇1 + zT
2 [τ −Mẋ2r −Mα̇−Cx2r−

Cα+ Υ (xr) + (Υ (x)− Υ (xr)) + d]. (22)

其中:Υ (xr) = [Υ1r, . . . , Υnr]
T,xr = [xT

1r,x
T
2r]

T.
根据式(22),实际控制器τ可设计为

τ = τ1 + τ2 + τ3,

τ1 = − π

γTc
(η1−

γ
2 sig1−γ(z2)+

2
γ
2 n

γ
2 η1+

γ
2 sig1+γ(z2))− λ1z2,

τ2 = Mẋ2r +Mα̇+Cx2r +Cα− Υ̂ (xr),

τ3 = − Ῡ z2

||z2||+
ε

Ῡ

. (23)

其中: τ1是预定时间控制项,用来保证瞬态过程中误
差的预定时间收敛; τ2是全限幅重复学习控制项,用
来保证精确补偿周期性不确定性Υ (xr); τ3是鲁棒控
制项,用来保证补偿非周期干扰Υ (x) − Υ (xr)及外

部干扰d;λ1 = λ11 + 1,λ11 > 0; η > 0满足性质 1; Ῡ
是鲁棒控制项的系数,满足 Ῡ ⩾ ||Υ (x) − Υ (xr)|| +
||d||; ε > 0; Υ̂ (xr)是周期不确定性Υ (xr)的估计值,
其表达式为

Υ̂ (xr(t)) = sat(Υ̂0(xr(t))).

Υ̂0(xr(t)) =


sat(Υ̂0(xr(t− T ))) + µ0ϕ(t)z2,

t ∈ [0,+∞);

0, t ∈ [−T, 0).

(24)

sat(·)是限幅函数. Υ̂0(xr(t))的限幅值设为ΥM ,其表

达式为

sat(Υ̂0(xr(t))) =


ΥM , Υ̂0(xr(t)) > ΥM ;

Υ̂0(xr(t)), |Υ̂0(xr(t))| ⩽ ΥM ;

−ΥM , Υ̂0(xr(t)) < −ΥM .

µ0 > 0. ϕ(t)是定义在 [0,+∞)上的严格递增函数,其
表达式为

ϕ(t) =


t

T
, t ∈ [0, T );

1, t ∈ [T,+∞).
(25)

3 稳定性证明

通过给出以下两个定理,分析闭环系统的稳定性
和跟踪误差收敛性.
定理1 针对机械臂系统 (1),给定周期性期望轨

迹x1r,设计虚拟控制器 (15)和实际控制器 (23),则角
位置误差z1在预定时间T0内收敛至原点附近的邻

域∆1内,其中

∆1 ={
lim
t→T0

z1

∣∣∣V2 ⩽ min
{(2γTcδ2

π

) 2
2−γ

,
(2γTcδ2

π

) 2
2+γ

}}
.

证明 将式(23)代入(22),可得

V̇2 ⩽ V̇1 + zT
2

[
− λ1z2 −

π

γTc
(2

γ
2 n

γ
2 η1+

γ
2 sig1+γ(z2)+

η1−
γ
2 sig1−γ(z2)) + (Υ (xr))− Υ̂ (xr)+

(Υ (x)− Υ (xr)) + d− Ῡ z2

||z2||+
ε

Ῡ

]
, (26)

其中

−
Ῡ zT

2 z2

||z2||+
ε

Ῡ

=

−
Ῡ ||z2||2 +

ε

Ῡ
Ῡ ||z2|| −

ε

Ῡ
Ῡ ||z2||

||z2||+
ε

Ῡ

⩽

− Ῡ ||z2||+
ε||z2||

||z2||+
ε

Ῡ

⩽ ε− Ῡ ||z2||. (27)

同时

zT
2

[
(Υ (x)− Υ (xr)) + d− Ῡ z2

||z2||+
ε

Ῡ

]
⩽ ε. (28)

将式(18)和(27)代入(26),可得

V̇2 ⩽− ||z1||2

2
+ zT

1 z2 − λ1||z2||2 + zT
2 Υ̃ (xr)−

− π

γTc
(V

1− γ
2

1 + 2
γ
2 V

1+ γ
2

1 ) + δ1−

π

γTc
[(η||z2||2)1−

γ
2 + 2

γ
2 (η||z2||2)1+

γ
2 ]+

Ῡ ||z2|| −
Ῡ zT

2 z2

||z2||+
ε

Ῡ

. (29)
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利用杨氏不等式aTb ⩽ ||a||2

2
+

||b||2

2
,可得

V̇2 ⩽

− ||z1||2

2
+

||z1||2

2
+

||z2||2

2
+

||Υ̃ (xr)||2

2
+

||z2||2

2
−

λ1||z2||2 −
π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ1 + ε ⩽

− π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ2. (30)

其中: Υ̃ (xr) = Υ (xr) − Υ̂ (xr), δ2 = δ1 + ε +

||Υ̃ (xr)||2/2.
根据引理1和式 (29)可知,角位置误差z1将收敛

至如下区域:

∆1 =
{

lim
t→T0

z1

∣∣∣V2 ⩽

min
{(2γTcδ2

π

) 2
2−γ

,
(2γTcδ2

π

) 2
2+γ

}}
. (31)

其中:预定时间T0满足T0 < T ,T是期望轨迹x1r的

周期. 2
定理1给出了瞬态过程中跟踪误差的预定时间

收敛性分析,接下来分析稳态过程中角位置的高精度
跟踪性能.

定理2 在重复学习律 (24)的作用下,机械臂系
统 (1)的角位置跟踪误差z1在经过一个周期学习后,
将收敛至原点附近较小邻域∆3,其中

∆3 ={
z1

∣∣∣V2 ⩽ min
{(2γTcδ4

π

) 2
2−γ

,
(2γTcδ4

π

) 2
2+γ

}}
.

证明 构造如下Lyapunov函数:

V = V2 +
1

2µ0

w t

t−T
Υ̃T(xr(τ))Υ̃ (xr(τ))dτ, (32)

对式(32)求导,可得

V̇ (t) = V̇2(t) +
1

2µ0
[Υ̃T(xr(t))Υ̃ (xr(t))−

Υ̃T(xr(t− T ))Υ̃ (xr(t− T ))]. (33)

利用等式(o − σ)T(o − σ) − (o − φ)T(o − φ) =

(φ− σ)T[2(o− σ) + (σ−φ)]和周期特性Υ (xr(t)) =

Υ (xr(t− T )),可以得到

Υ̃T(xr(t))Υ̃ (xr(t))−Υ̃T(xr(t−T ))Υ̃ (xr(t−T ))⩽

2[Υ̂ (xr(t− T ))− Υ̂ (xr(t))]
TΥ̃ (xr(t)). (34)

由式(24)和引理2可得

2[Υ̂ (xr(t− T ))− Υ̂ (xr(t))]
TΥ̃ (xr(t)) =

2[Υ̂0(xr(t− T ))− µ0ϕ(t)z2 − sat(Υ̂0(xr(t)))]
T×

[Υ (xr(t))− sat(Υ̂0(xr(t)))] ⩽

− 2µ0ϕ(t)z
T
2 Υ̃ (xr(t)). (35)

将式(35)代入(33),可得

V̇ (t) ⩽ V̇2 − ϕ(t)zT
2 Υ̃ (xr(t)). (36)

将式(29)代入(36),可得

V̇ (t) ⩽

− 1

2
||z1||2 + zT

1 z2 −
π

γTc
(V

1− γ
2

1 + 2
γ
2 V

1+ γ
2

1 ) + δ1−

− 1

2
||z2||2 − λ11||z2||2 + (1− ϕ(t))zT

2 Υ̃ (xr(t))−

π

γTc

((η||z2||2

2

)1− γ
2

+ 2
γ
2

(η||z2||2

2

)1+ γ
2
)
+ ε. (37)

由杨氏不等式zT
1 z2 ⩽ ||z1||2

2
+

||z2||2

2
和引理4

可得

V̇ (t) ⩽ − λ11||z2||2 −
π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ1+

ε+ (1− ϕ(t))zT
2 Υ̃ (xr(t)). (38)

根据式 (25)中ϕ(t)的定义,分别分析 t ∈ [T0, T )

和t ∈ [T,∞)上跟踪误差z1的收敛性.
当t ∈ [T0, T )时, 0 ⩽ ϕ(t) < 1,有1−ϕ(t) ⩽ 1,可

得

V̇ (t) ⩽

− π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ1 − λ11||z2||2+

(1− ϕ)||Υ̃ (xr)|| · ||z2||+ ε ⩽

− π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) +

(1− ϕ)2||Υ̃ (xr)||2

4λ11
−

λ11

(
||z2|| −

(1− ϕ)||Υ̃ (xr)||
2λ11

)2

+ δ1 + ε ⩽

π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ3, (39)

其中

δ3 = δ1 + ε+
(1− ϕ)2||Υ̃ (xr(t))||2

4λ11
.

由式(30)可知, z1将会收敛至

∆2 ={
z1

∣∣∣V2 ⩽ min
{(2γTcδ3

π

) 2
2−γ

,
(2γTcδ3

π

) 2
2+γ

}}
.

(40)

对于 t ∈ [T,+∞),有ϕ(t) ≡ 1成立,则式 (38)可
以简化为

V̇ (t) ⩽ − π

γTc
(V

1− γ
2

2 + V
1+ γ

2
2 ) + δ4, (41)

其中δ4 = δ1 + ε.因此,跟踪误差z1收敛至原点附近

较小邻域内,即

∆3 ={
z1

∣∣∣V2 ⩽ min
{(2γTcδ4

π

) 2
2−γ

,
(2γTcδ4

π

) 2
2+γ

}}
.

(42)
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由 δ4的定义可知, δ4小于 δ2和 δ3.因此,误差收
敛区域 (42)小于 (31)和 (40).这意味着在重复学习定
律 (24)的作用下,机械臂系统 (1)的位置跟踪误差z1

在经过一个周期的学习后,将收敛至原点附近较小邻
域内. 2

注2 由式 (40)和 (42)可知,选择较小的γ和较

大的λ11可使z1收敛至原点附近较小的邻域内.但
过小的γ和过大的λ11会导致控制增益过大.因此,参
数γ和λ11的选择应在补偿性能与控制增益之间进行

权衡.
注3 本文设计全限幅重复学习律 (24)来精确

补偿周期不确定性Υ (xr).为了提高学习速度,本文
设计预定时间重复学习控制器 (23),在第1个学习周
期内,预定时间控制起主要作用,使位置跟踪误差在
预先设定的时间内收敛至原点附近邻域∆1.从第2
个学习周期开始,重复学习律的作用逐渐增加,进一
步补偿位置跟踪误差的周期分量,使得位置跟踪误差
收敛到原点附近较小邻域∆3,最终实现机械臂角位
置对周期性期望轨迹的高精度跟踪.

4 仿真结果

为验证本文所提出方法的有效性,本节利用
Solidworks软件和力学工具箱搭建双关节机械臂的
物理模型,在Matlab/Simulink软件上对双关节机械臂
轨迹跟踪进行动态仿真.在式(1)中

M(q) =

[
ρ1 + 2ρ2cos(q2) ρ3 + ρ2cos(q2)
ρ3 + ρ2cos(q2) ρ4

]
,

C(q, q̇) =

[
−ρ2sin(q2)q̇1 −2ρ2sin(q2)q̇1

0 ρ2sin(q2)q̇2

]
,

F (q̇) =

ρ7
ρ8

 ,

G(q) =

[
ρ5cos(q1) + ρ6cos(q1 + q2)

ρ6cos(q1 + q2)

]
. (43)

其中: ρ1 = (m1 + m2)ℓ
2
1 + m2ℓ

2
2 + J1, ρ2 =

m2ℓ1ℓ2, ρ3 = m2ℓ
2
2, ρ4 = ρ3 + J2, ρ5 = (m1 +

m2)ℓ1g, ρ6 = m2ℓ2g, ρ7 = q̇1, ρ8 = 1.5q̇2.具体参数
设定为:m1 = 0.5 kg,m2 = 1.2 kg, ℓ1 = 1m, ℓ2 =

0.8m, J1 = J2 = 5 kg·m, g = 9.8m/s2. m1和m2的

不确定值分别为∆m1 = 0.2 kg和∆m2 = 0.3 kg,d =

0.05× rand(2, 1).
机械臂角位置和角速度的初始值分别给定为

q(0) = [2, 1.5]T, q̇(0) = [0, 0]T.期望轨迹给定为
qr = [q1r, q2r]

T = [1 + sin(0.5πt), 1 + sin(0.5πt)]T.
C1:预定时间重复学习控制方法.
控制器 (15)、(23)、(24)和 (25)中的参数分别选择

为γ = 0.3,λ1 = 6, η = 1.5, Ῡ = 1, ε = 10−4,µ0 =

30,T = 4 s.为验证C1方法的预定时间收敛性,选择
两个不同值的Tc,即Tc1 = 2 s和Tc2 = 3 s.

C2:有限时间控制方法[10].
虚拟控制器和实际控制器分别设计为

α = −k1z1 − k2sigγz1,

τ = −λ1z2 − λ2η
1+γ
2 sigγz2 −

Ῡ z2

||z2||+
ε

Ῡ

. (44)

其中:λ2 = 6, Ῡ = 3, k1、k2、λ1、γ、η、ε均与C1中相
同.

C3:重复学习控制方法[8].
控制器设计为

α = −k1z1,

τ = −Υ̂ (xr(t))− λ1z2 −
Ῡ z2

||z2||+
ε

Ῡ

. (45)

其中: Υ̂ (xr(t))同式 (24), k1、λ1、µ0、ε、Ῡ均与C1中
相同.

C4:反演控制方法[3].
控制器设计为

α = −k1z1,

τ = −λ1z2 −
Ῡ z2

||z2||+ ε
, (46)

其中k1、λ1、̄Υ和ε均与C2中相同.
相应的仿真结果如图1∼图4所示.其中,图1描

述C1方法中不同预定时间T01 =
√
2Tc1 = 2

√
2 s和

T02 =
√
2Tc2 = 3

√
2 s下的跟踪误差比较.从图1可

以看出,从初始值到原点附近邻域的实际收敛时间分
别为1.5 s和2.5 s,比T01和T02小.此外,在C1方法作
用下,机械臂位置稳态误差能够收敛到±4×10−4 rad
的界内,实现了高精度稳态跟踪.图2∼图4分别描述
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图 1 不同预定时间下的C1误差收敛对比
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0 5 15 25

t /s

10 20

1.0

0.5

0

z
1

1

18

0.01

t = 1.5 s

20 22 24

0

-0.01

1.0

0.5

0

z
1

2

0 5 15 25

t /s

10 20t = 1.5 s

18 20 22 24

0

4

-4

×10
-3

C1

C2

C3

C4

C1

C2

C3

C4

图 3 Tc1 = 2 s时误差收敛对比

0 2 6 10

t /s

4 8

80

40

0

τ
1

C1

C2

C3

C4

-40

0 2 6 10

t /s

4 8

80

40

0

τ
2

-40

C1

C2

C3

C4

图 4 Tc1 = 2 s时控制输入力矩对比

不同控制方法的角位置跟踪性能、角位置误差收敛

性能和控制输入力矩的对比结果.可以看出,在相近
的控制输入力矩下,相较于C2∼C4,本文提出的C1
方法能够保证更快的角位置误差收敛速度和更高的

跟踪精度.同时,表1给出了C1∼C4方法收敛时间和
稳态误差界等性能对比结果,表1的结果与理论分析
结果相一致.

表 1 Tc1 = 2 s时C1∼C4控制性能对比

方法 收敛时间 / s 稳态误差界 / rad

C1 1.5 ±4 × 10−4

C2 3 ±5 × 10−2

C3 5 ±5 × 10−3

C4 5 ±6 × 10−2

为验证所提出方法在不同幅度干扰下的位置跟

踪效果,给定3种干扰分别为d1 = 0.05 × rand(2, 1),
d2 = 0.5 × rand(2, 1),d3 = 1 × rand(2, 1),图5是
不同幅度干扰下的跟踪误差对比情况.由图5可以看
出,在不同幅度干扰下,本文所提出的控制方法均能
确保位置跟踪误差的收敛性能.
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图 5 不同幅度干扰下的跟踪误差对比

5 结 论

本文提出了一种非奇异预定时间重复学习控制

方法,可实现机械臂系统快速、高精度地跟踪周期性
角位置轨迹.与现有预定时间控制方法相比,本文设
计的非奇异虚拟控制器无需构造分段连续函数或二

次分式函数,从而减轻了计算负担和分析复杂度.在
控制器作用下,机械臂角位置跟踪误差能在预先设定
的时间内收敛至原点附近邻域内,并通过构建全限幅
重复学习律实现了机械臂角位置对期望轨迹的高精

度跟踪性能.
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