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基于逆高斯过程的二元退化可靠性建模与评估

安绮梦, 闫在在†, 孙立君
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摘 要: 为了实现单个产品的可靠度估计和剩余使用寿命预测,在综合利用产品总体和个体退化信息的基础上,
提出一种考虑个体差异性的二元逆高斯退化模型.首先,基于Copula函数建立二元逆高斯过程退化模型,并从性
能退化速率与性能间相关关系两方面对个体差异性进行描述;然后,利用两阶段期望最大化算法,先后对单性能模
型和Copula函数中参数值进行估计;接着,基于个体退化特性和Bayes理论,分别提出个体缺失观测值估计和退化
值预测的模拟方法,并利用退化量预测值对个体的剩余使用寿命进行预测;最后,通过重型机床的实例数据验证所
提出模型和统计推断方法的有效性,并对产品后续预防性维修和健康管理提出建议.
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A bivariate degradation model for reliability analysis based on inverse
Gaussian process
AN Qi-meng, YAN Zai-zai†, SUN Li-jun

(College of Science，Inner Mongolia University of Technology，Hohhot 010051，China)

Abstract: In order to get the reliability estimation and remaining useful lifetime (RUL) prediction of a product, a
bivariate inverse Gaussian (IG) degradation model is proposed based on the degradation information of the population
and units. The bivariate degradation model is established based on Copula function, and the model can capture
heterogeneities of degradation rates and correlation between two performance characteristics within the population.
Then, the two-stage expectation maximization (EM) algorithm is used to estimate parameters of marginal distributions
and Copula function successively. In addition, based on the degradation characteristics of individuals and Bayes’
theorem, we propose simulation studies to estimate the missing observations and future observations, and get
unit-specific RUL using future observations. To verify the feasibility of the proposed model and inference methods, a
numerical example about heavy machine tools is proposed, and suggestions are put forward for the preventive
maintenance and health management of products.
Keywords: IG process；two-stage EM algorithm；Copula function；missing observations；RUL prediction

0 ᕅ 言

随着现代科技的进步,高可靠性长寿命产品得到
了快速发展.对于此类产品,传统寿命实验所需的失
效时间很难获得,难以进行产品的可靠性评估[1].在
此背景下,利用现代测量工具获得产品退化过程中的
性能特征数据,基于退化数据进行可靠性评估的方
法被提出[2],其中常见的可靠性模型包括:退化路径
模型、基于退化量分布的模型[3]和随机过程模型.退

化路径模型作为最早被建立的退化可靠性模型,其
建模方法通常有两种: 1)依据产品失效机理建立,如
Meeker等[4]基于物理化学反应规律建立的电路阳极

绝缘材料的退化路径模型; 2)利用回归曲线拟合产
品的退化路径,如Cui等[5]通过晶体管退化数据建立

的路径模型.由于退化路径模型在描述退化过程的
随机性方面存在过度简化的问题[6],基于退化量分布
的模型和随机过程模型进一步被发展,其中随机过程
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模型能够较好地描述和解决退化过程的不确定性,近
年来得到了广泛应用.
目前,研究人员采用Wiener过程[7-8]、Gamma过

程[9]、逆高斯 (inverse Gaussian, IG)过程[10-11]以及指

数扩散 (exponential dispersion, ED)过程[12]等来描述

产品退化过程.工程中很多高可靠长寿命产品的性
能退化过程是不可逆的,即性能退化量的增量具有非
负性.而 IG过程的增量由于具有独立性和非负性,在
描述严格单调的退化过程时受到了广泛关注. Wang
等[10]发现,相较于Wiener和Gamma过程, IG过程对
GaAs激光器数据的拟合效果更好,并利用期望最大
化 (expectation maximization, EM)算法进行了参数估
计; Ye等[11]验证了IG过程是一种极限复合泊松过程,
为IG过程作为退化模型提供了良好的物理解释.
工程实践中,对于来自同一总体的个体,它们通

常会受到无法观测的内外部因素的影响,导致退化数
据呈现个体差异性[13]. Ye等[11]提出了3种随机效应
IG过程模型,即随机漂移模型、随机波动模型和随机
漂移波动模型,并利用均方误差 (mean squared error,
MSE)验证了随机漂移模型能够更好地拟合GaAs激
光器的退化数据; Peng等[14]从贝叶斯的角度出发,构
建了基于 IG退化模型的分析框架; Jiang等[15]研究了

基于 IG过程的恒定应力加速退化实验,并获得了模
型参数和产品可靠度的区间估计;针对考虑个体差
异性的 IG过程, Huynh[16]提出了自适应预测维修模
型,通过对比研究验证了该模型的灵活性.上述研究
均针对单个退化性能展开,而实践经验表明,复杂系
统或产品往往具有两个或多个性能退化,且当退化量
间具有相关关系时,可靠性分析较复杂.对此, Pan
等[17]借助Copula函数描述了两个性能间的相关结
构,并通过马尔可夫链蒙特卡罗 (Markov chain Monte
Carlo, MCMC)方法估计了未知参数; Xu等[18]利用共

同影响因素来同时刻画两性能间的相依关系和个体

差异,并求得可靠度函数和剩余使用寿命 (remaining
useful lifetime, RUL)的解析表达式; Fang等[19]采用

多元正态分布描述个体差异性与退化性能间的相

关关系,并进行了RUL预测; Liu等[20]基于 IG过程和
Copula函数建立了二元退化模型,并利用两阶段方法
估计参数.上述研究表明,目前Copula函数已成为研
究性能间相关关系的重要工具.
综上所述,目前考虑个体差异和性能相依的多元

IG退化过程的研究较少.对于个体而言,其可靠性具
有自身特点,往往与总体可靠性不同[21].因此,结合
总体的共同信息和个体的特有信息,研究个体性能退

化规律,为单个产品的维修检测和安全评估提供依据
是有必要的.此外,对于考虑个体差异和性能相依的
退化模型,参数的确定相对复杂,传统的极大似然估
计 (maximum likelihood estimation, MLE)往往难以实
现.
针对上述问题,本文从以下3个方面做出改进: 1)

提出一种两阶段EM算法来解决模型参数的估计问
题; 2)提出一种综合考虑总体和个体信息的缺失观
测值估计方法; 3)提出个体退化预测值的模拟方法,
通过逐步生成退化预测值,对个体RUL进行估计.上
述研究扩展了具有随机效应的多元退化性能分析理

论,为复杂产品后续预防性维修和健康管理提供更扎
实的理论基础.

1 退化模型

1.1 基于IG过程的单性能退化量建模

假设采用 IG过程描述性能退化过程 Y (t),则
{Y (t), t⩾0}满足以下性质[11]:

1)Y (0)=0.
2)对于任意 t2 > t1 ⩾ c2 >c1,增量Y (t2) − Y (t1)

与Y (c2) − Y (c1)相互独立,即Y (t)具有独立增量性

质.
3)对于任意∆t > 0,增量Y (t + ∆t) − Y (t)服从

IG分布IG (µ∆Λ(t), η(∆Λ(t))2).其中:∆Λ(t)=Λ(t+

∆t; q)−Λ(t; q),Λ(t; q)为满足Λ(0)=0的关于时间的

单增函数, q为未知参数,通常令Λ(t; q)= tq.
实际生产中的同一批次产品受到加工工艺、制造

误差、运行环境等内外部因素影响,往往呈现不同退
化轨迹[21].因此,对产品进行可靠性评估时需考虑个
体差异性.在性能退化模型中,常利用随机化参数的
方法来描述个体差异性,将未知参数分为两部分: 1)
描述产品间个体差异性的随机参数µ; 2)描述产品共
同属性的固定参数η和q.为后续参数估计数学表达
方便起见,假设µ−1服从正态分布N(ω, σ−2)(σ > 0),
相应的概率密度函数 (probability density function,
PDF)记为g(µ−1).设有M个个体被放入退化实验中

进行性能测试,对第i个个体进行ni次观测,对应的观
测时间为0 = ti0 < ti1 < ti2 < . . . < tini

,则记第 i个个

体在第j次观测时性能退化值为Yij(j=0, 1, . . . , ni),
记第 i个个体的退化增量为∆Yij = Yij − Yi(j−1)(j =

1, 2,. . ., ni).则单性能退化模型为∆Yij ∼ IG(µλij , (λij)
2),

µ−1 ∼ N(ω, σ−2).
(1)

其中λij
d
= ∆Λ(ti(j−1)) = Λ(tij) − Λ(ti(j−1)) = tqij −
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tqi(j−1).
不考虑个体差异性时,∆Yij的PDF为

f∆Yij
(∆yij |µ−1, η, q) =√
η(λij)2

2π(∆yij)3
× exp

[
− η

2∆yij
(∆yijµ

−1 − λij)
2
]
.

(2)

根据 IG过程独立增量性质,个体 i的退化增量

∆Zi ≡ [∆Yi1,∆Yi2, . . . ,∆Yini
]的联合PDF为

f∆Zi
(∆zi|η, q, ω, σ) =

w +∞

−∞

ni∏
j=1

f∆Yij
(∆yij |µ−1, η, q)g(µ−1)dµ−1 =

σ

σ̃i

ni∏
j=1

√
ηλ2

ij

2πδy3ij
exp

[ σ̃2
i ω̃

2
i − σ2ω2

2
− η

ni∑
j=1

λ2
ij

2∆yij

]
.

(3)

其中: σ̃i=
√
ηyini

+ σ2, ω̃i=
ηΛ(tini

) + ωσ2

σ̃2
i

.

考虑到个体差异性,由Bayes理论、式(2)和(3),可
得到个体i对应参数µ−1

i 的条件PDF为

g(µ−1
i |∆zi) =

ni∏
j=1

f∆Yij
(∆yij |µ−1

i , η, q)g(µ−1
i )

f∆Zi
(∆zi|η, q, ω, σ)

=

σ̃i√
2π

exp
[
− (µ−1

i − ω̃i)
2

2σ̃−2
i

]
, (4)

即 [µ−1
i |∆zi]服从N(ω̃i, σ̃

−2
i ).更新后 µ−1

i 的分布依

赖于 Yini
和 λ(tini

),相较于 µ−1服从的无条件分布

N(ω, σ−2),条件分布N(ω̃i, σ̃
−2
i )加入了个体信息,能

够更准确地描述个体退化轨迹.基于 g(µ−1
i |∆zi),

∆Yij的PDF为

f∆Yij
(∆yij |η, q, ω̃i, σ̃i) =w +∞

−∞
f∆Yij

(∆yij |µ−1
i , η, q)g(µ−1

i |∆zi)dµ−1
i =

exp
[−ηλ2

ij

2∆yij
+

(ηλij + σ̃2
i ω̃i)

2

2(η∆yij + σ̃2
i )

− σ̃2
i ω̃

2
i

2

]
×√

ησ̃2
i λ

2
ij

2π∆yij3(η∆yij + σ̃2
i )
. (5)

1.2 基于Copula函数的两性能退化量建模

针对具有相关关系的两变量, Copula函数能够
刻画变量间线性与非线性相关关系. Copula函数可
连接不同类型的边缘分布构造联合分布,其形式不受
边缘分布的限制[22].由于Copula具有上述特性,基于
Copula函数建立两性能退化量的概率结构.
假设产品由两个性能共同表征退化规律,第k个

性能的退化轨迹Yk(t)用 IG过程描述,则其退化模型
表示为

∆Yk,ij ∼ IG(µkλk,ij , ηk(λk,ij)
2),

µ−1
k ∼ N(ωk, σ

−2
k ),

(6)

其中λk,ij = tqkij − tqki(j−1).性能相应的失效阈值为Dk

(k = 1, 2).当其中一个性能退化量达到其失效阈值
时,定义产品失效.在退化测试中:个体 i的两个性能

均被观测ni次,相应观测时间为0 = ti0 < ti1 < ti2 <

. . . < tini
,第k个性能的观测值为Yk,ij(j = 0, 1, . . . ,

ni),退化增量为∆Yk,ij = Yk,ij − Yk,i(j−1),λk,ij =

Λk(tij) − Λk(ti(j−1)) = tqkij − tqki(j−1).当µ1、µ2固定

时,由Sklar定理[22], (∆Y1,ij ,∆Y2,ij)的联合分布函数

可表示为

H(∆y1,ij ,∆y2,ij ;α
−1) =

C(F1(∆y1,ij), F2(∆y2,ij);α
−1).

其中:µij =F1(∆y1,ij)、vij =F2(∆y2,ij)分别为∆Y1,ij

和∆Y2,ij的分布函数;α为Copula函数的参数,表示
∆Y1,ij与∆Y2,ij相关关系的强弱.联合PDF为

h(∆y1,ij ,∆y2,ij ;α
−1) =

2∏
k=1

fk(∆yk,ij)× c(F1(∆y1,ij), F2(∆y2,ij);α
−1),

(7)

这里c(µij , vij ;α
−1)=

∂2C(µij , vij ;α
−1)

∂µij∂vij
.

不同个体受到的内外部影响因素不同,故两性能
间相关关系存在个体差异,即应将α随机化[23].出于
后续参数估计表示简单起见,假设α−1服从正态分布

N(γ, κ−2)(κ>0),记其PDF为m(α−1).

2 统计推断

2.1 参数估计

对于存在不完全数据的模型, EM算法[24]常被用

于求参数的MLE值.参数为ΘIG1
、ΘIG2

和ΘC .其中:
ΘIGk

= (ωk, σk, ηk, qk)为第k个性能的参数, k = 1, 2;

Δ Δy t j n i M kk i j i j i, , ( = 1,2, ..., ; = 1,2, ..., ; =1,2)
!

ΔYk i j k k i j k k i j, , , IG~ IG ( , | )μ λ η λ Θ
2

k
EM!"

Θ IG = ( , , , )ω σ ηk k k kq
k

!

!

! ! !

F yk k i j( )Δ |, IGΘ
k

!

EM!"C F y F y( ( | ), ( | ) | )1 1, IG 2 2, IGΔ Δi j i j CΘ Θ Θ
21

! !

ΘC = ( )γ κ,
! !

!

图 1 两阶段EM算法流程
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ΘC =(γ, κ)为Copula函数的参数.采用两阶段EM算
法估计参数,两阶段EM算法流程如图1所示.
第1阶段估计参数ΘIGk

,如算法1所示.
算法1 估计单个性能的参数值.
输入: Θ̂(0)

IGk
,∆yk,ij , tij(j = 1, 2, . . . , ni; i = 1, 2,

. . . ,M ; k=1, 2).
输出: Θ̂IGk

.
1. 令s = 0;
2. 初始化参数Θ̂

(s)
IGk

;
3. E-step:计算期望u

(s)
k,i , v

(s)
k,i ;

4. M-step:最大化E(lIGk
);

5. 由式(10)、(11)得到Θ̂
(s+1)
IGk

;
6. if |Θ̂(s+1)

IGk
− Θ̂

(s)
IGk

| < ε then

7. 令Θ̂IGk
− Θ̂

(s+1)
IGk

;
8. else
9. s = s+ 1;
10. 返回至E-step;
11. end
12.输出Θ̂IGk

.
注:设置阈值ε = 10−6.
对于性能k,µk,i为个体i的随机化参数且不可观

测.基于EM算法,完全数据(∆yk,ij , µk,i)的对数似然

函数为

l(ΘIGk
) =

ln
[ M∏
i=1

ni∏
j=1

f(∆yk,ij)

M∏
i=1

f(µ−1
k,i)

]
=

M∑
i=1

ni∑
j=1

[1
2
lnηk+lnλk,ij−

ηk(∆yk,ij − µk,iλk,ij)
2

2µ2
k,i∆yk,ij

]
+

M∑
i=1

[
lnσk −

σ2
k(1/µk,i − ωk)

2

2

]
. (8)

E-step:基于g(µ−1
k,i |∆zk,i),得到 l(ΘIGk

)的条件期

望E(lIGk
),即

E(lIGk
) =

M∑
i=1

ni∑
j=1

[1
2
lnηk + lnλk,ij

]
+

M∑
i=1

ni∑
j=1

[
− ηk

2

( λ2
k,ij

∆yk,ij
+∆yk,ijv

(s)
k,i − 2λk,iju

(s)
k,i

)]
+

M∑
i=1

[
lnσk −

σ2
k

2
(ω2

k + v
(s)
k,i − 2ωku

(s)
k,i)

]
. (9)

Θ
(s)
IGk
为参数的第 s次迭代值,u(s)

k,i ≡ E(µ−1
k,i |∆zk,i,

Θ
(s)
IGk

) = ω̃
(s)
k,i , v

(s)
k,i ≡ E(µ−2

k,i |∆zk,i, Θ
(s)
IGk

) = (σ̃
(s)
k,i )

−2 +

(ω̃
(s)
k,i )

2,即u
(s)
k,i、v

(s)
k,i随Θ

(s)
IGk
迭代而更新.

M-step:E(lIGk
)分别对ηk、qk、ωk和σk求偏导,得

到似然方程为

M∑
i=1

u
(s)
k,i = M ·ωk,

M(σ−1
k − ω2

kσk)=

M∑
i=1

[σkv
(s)
i,k− 2σkωku

(s)
i,k ];

(10)



1

ηk
=

M∑
i=1

ni∑
j=1

[ λ2
k,ij

∆yk,ij
+∆yk,ijv

(s)
k,i−

2λk,iju
(s)
k,i

]/ M∑
i=1

ni,

M∑
i=1

ni∑
j=1

[λ′
k,ij

λk,ij
−

λk,ijλ
′
k,ijηk

∆yk,ij
+ λ′

k,ijηku
(s)
k,i

]
= 0.

(11)

其中λ′
k,ij=

d(λk,ij)

dqk
= tqkij lntij − tqki(j−1)lnti(j−1).

第 2 阶段估计 ΘC .由 Θ̂IGk
和式 (5), 得到

Fk(∆yk,ij), (Fk(∆yk,ij), αi)的对数似然函数为

l(ΘC) =

M∑
i=1

[
lnκ− 1

2
ln2π− κ2(α−1

i − γ)2

2

]
+

M∑
i=1

ni∑
j=1

ln
[
c(F1(∆y1,ij), F2(∆y2,ij);αi)×

2∏
k=1

fk(∆yk,ij)
]
. (12)

E-step:由 Bayes 理论,m(α−1
i |∆z1,i,∆z2,i) ∝

m(α−1
i ) ·

ni∏
j=1

h(∆y1,ij ,∆y2,ij ;α
−1
i ),该函数的解析表

达式难以求得,故使用MCMC法近似计算 l(ΘC)的期

望.具体地,利用Metropolis-Hastings (M-H)抽样方法
生成服从m(α−1

i |∆z1,i,∆z2,i, Θ
(s)
C )的样本{α−1

i,p , i =

1, 2, . . . ,M, p = 1, 2, . . . , P},则 (α−1
i |∆z1,i,∆z2,i,

Θ
(s)
C )和(α−2

i |∆z1,i,∆z2,i, Θ
(s)
C )的期望β

(s)
i 和ξ

(s)
i 为

β
(s)
i =

1

P

P∑
p=1

α−1
i,p ,

ξ
(s)
i =

1

P

P∑
p=1

(α−1
i,p )

2,

(13)

则 l(ΘC)的条件期望E(lC)为

E(lC) =

M∑
i=1

[
lnκ− 1

2
ln2π− κ2

2
(ξ

(s)
i − 2γβ

(s)
i + γ2)

]
+

M∑
i=1

ni∑
j=1

ln
{
E[c(F1(∆y1,ij), F2(∆y2,ij);αi)]×

2∏
k=1

fk(∆yk,ij)
}
. (14)
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M-step:E(lC)对κ和γ求偏导,似然方程为

M

κ2
=

M∑
i=1

ξ
(s)
i −Mγ2,

Mγ =

M∑
i=1

β
(s)
i .

(15)

由似然方程 (15),得到 κ̂和 γ̂.第 2阶段EM算法如算
法2所示.

算法2 估计Copula函数中的参数值.
输入: Θ̂(0)

C ,Fk(∆yk,ij |Θ̂IGk
)(j = 1, 2, . . . , n; i =

1, 2, . . . ,M ; k=1, 2).
输出: Θ̂C .
1. 令s = 0;
2. 初始化参数Θ̂

(s)
C ;

3. E-step:通过M-H抽样法生成样本{α−1
i,p};

4. 计算期望β
(s)
i , ξ(s)i ;

5. M-step:最大化E(lC),由式(15),得到Θ̂
(s+1)
C ;

6. if |Θ̂(s+1)
C − Θ̂

(s)
C | < ε then

7. Θ̂C = Θ̂
(s+1)
C ;

8. else
9. s = s+ 1;
10. 返回至E-step;
11. end
12.输出Θ̂C .
注:设置阈值ε = 10−6.

2.2 缺失数据估计

产品退化数据序列会出现尾部数据缺失的情况,
如何估计缺失数据重要且常见[25-26],且获得缺失数
据估计值后才能进一步预测RUL.故本节针对退化
数据缺失问题提出解决方法.
基于Copula函数性质,当uij、αi已知时,有

f(vij |uij , αi) =
c(vij , uij |αi)

ρ(uij)
= c(vij , uij |αi). (16)

其中:uij服从均匀分布,密度函数ρ(uij)=1.
假设个体i的两个性能的退化数据为 y1,i1 y1,i2 . . . y1,ihi

y1,i(hi+1) . . . y1,ini

y2,i1 y2,i2 . . . y2,ihi
ÿ2,i(hi+1) . . . ÿ2,ini

 .

其中: ÿ2,ij为缺失数据,即性能1的观测数据完整,性
能2的部分观测数据{y2,ij , j = hi + 1, . . . , ni}缺失.
基于上述假设,利用式 (16)估计缺失数据.首先,基
于 {y1,ij , j = 1, 2, . . . , ni}和 {y2,ij , j = 1, 2, . . . , hi}
进行参数估计求得 Θ̂IG1

、 Θ̂IG2
和 Θ̂C ;然后,通过

f∆Y1,ij
(∆y1,ij |ω̃1,i, σ̃1,i, η1, q1)和R软件的 integrate( )

函数求得 {y1,ij , j = hi + 1, . . . , ni}的分布函数值
F1(∆y1,ij |ω̃1,i, σ̃1,i, η1, q1),并将结果记为 uij ;接着,
利用M-H抽样方法,从具有平稳分布m(α−1

i |∆z1,i,

∆z2,i, Θ
(s)
C ) 的 Markov 链中产生样本 α

(1)
i , 其中

∆zk,i=[∆yk,i1,∆yk,i2, . . . ,∆yk,ihi
],进而通过条件分

布f(vij |uij , α
(1)
i )和M-H抽样法,获得样本v

(1)
ij ;最后,

基于∆ŷ
(1)
2,ij = F−1

2 (v
(1)
ij |ω̃2,i, σ̃2,i, η2, q2)求出∆ŷ

(1)
2,ij .

此时,一个缺失数据估计值 ŷ
(1)
2,ij = y2,i(j−1) + ∆ŷ

(1)
2,ij

(j=hi + 1, . . . , ni)被求得.重复上述过程R次获得1
组缺失数据估计值 ŷ

(1:R)
2,ij ,进而得到 ŷ2,ij的均值、标准

差、置信区间等.此处以 ŷ2,i(hi+1)为说明对象的算法

流程如算法3所示.
算法3 估计缺失数据.
输入: y2,ihi

,α(r)
i (r = 1, 2, . . . , R), ηk, qk, ω̃k,i,

σ̃k,i(k = 1, 2);
输出: ŷ2,i(hi+1).
1. ui(hi+1) = F1(∆y1,i(hi+1)|ω̃1,i, σ̃1,i, η1, q1);
2. for each r do
3. 由f(v

(r)
i(hi+1)|ui(hi+1), α

(r)
i )生成v

(r)
i(hi+1);

4. ∆ŷ
(r)
2,i(hi+1) = F−1

2 (v
(r)
i(hi+1)|ω̃2,i, σ̃2,i, η2, q2);

5. ŷ
(r)
2,i(hi+1) = y2,ihi

+∆ŷ
(r)
2,i(hi+1);

6. end

7.输出 ŷ2,i(hi+1) =
1

R

R∑
r=1

ŷ
(r)
2,i(hi+1).

2.3 RUL预测

某些复杂精密产品一旦失效会对系统安全产生

严重影响,且后期维修耗费大量资金.因此,为了更好
地满足实际需求,需了解单个产品的性能退化规律,
制定合理的维修策略,降低产品的维护成本[27-28].在
此背景下,进行个体的寿命预测和可靠度评估.
对于第 i个个体的第 k 个性能,定义退化量

Yk,i(t)首次达到失效阈值Dk的时刻Tk,i为个体失效

时间,即Tk,i = inf{t|Yk,i(t) ⩾Dk},其中 inf为下确界.
当µk,i固定时,Tk,i的概率分布函数为

FTk,i
(t|µ−1

k,i , ηk, qk) = Φ
[√ ηk

Dk
(Λk(t)−Dkµ

−1
k,i)

]
−

e2ηkΛk(t)µ
−1
k,iΦ

[
−
√

ηk
Dk

(Λk(t) +Dkµ
−1
k,i)

]
. (17)

当 µ−1
k,i 服 从 g(µ−1

k,i |∆zk,i) 时,Tk,i 的 分 布 函 数

FTk,i
(t)=

w +∞

−∞
FTk,j

(t|µ−1
k,i , ηk, qk)g(µ

−1
k,i |∆zk,i)dµ−1

k,i ,
相应的可靠度函数Rk,i(t)=P (Tk,i > t).

二元退化模型中,个体 i的失效时间 Ti =

min (T1,i, T2,i),则可靠度函数为

Ri(t) = 1− P (T1,j ⩽ t)− P (T2,j ⩽ t)+

P (T1,j ⩽ t, T2,j ⩽ t).

上述寿命分布和可靠度函数表明,个体 i的可靠度和

寿命分布的解析表达式难以求得,故采用模拟方法.
分析可靠性指标前,需利用Copula函数预测退化量
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(y1,i(ni+1), y2,i(ni+1))(i = 1, 2, . . . ,M).首先,基于退
化量{y1,ij , j = 1, 2, . . . , ni}和{y2,ij , j = 1, 2, . . . , hi}
进行参数估计求得 Θ̂IG1

、Θ̂IG2
和 Θ̂C ,利用M-H抽样

方法和m(α−1
i |∆z1,i,∆z2,i)产生样本α

(1)
i ,基于α

(1)
i

和Copula函数生成S组样本 (uij , vij)
(1:S,1);然后,通

过 ∆ŷ
(1:S,1)
1,ij = F−1

1 (u
(1:S,1)
ij |ω̃1,i, σ̃1,i, η1, q1) 和

∆ŷ
(1:S,1)
2,ij = F−1

2 (v
(1:S,1)
ij |ω̃2,i, σ̃2,i, η2, q2),分别求得时

间区间 [tini
, tini

+ ∆t]对应的∆ŷ
(1:S,1)
1,ij 、∆ŷ

(1:S,1)
2,ij ,进

而获得未来退化量的观测值(ŷ
(1:S,1)
1,i(ni+1), ŷ

(1:S,1)
2,i(ni+1)).

在给定失效阈值的情况下,利用退化量预测值
(ŷ

(1:S,1)
1,i(ni+1), ŷ

(1:S,1)
2,i(ni+1))进行RUL预测的步骤如下:首

先,利用上述退化预测值的模拟方法求得第1个观测
点 tini

+ ∆t的容量为 S的样本作为退化预测值

(ŷ
(1:S,1)
1,i(ni+1), ŷ

(1:S,1)
2,i(ni+1));然后,计算样本中失效单元所

占比例并将其记为 P
(1)
1 ,则个体寿命区间是 [tini

,

tini
+ ∆t]的概率为P

(1)
1 , tini

+ ∆t时产品 i的可靠度

R
(1)
1 = 1 − P

(1)
1 .重复上述步骤R次,则寿命区间为

[tini
, tini

+∆t]的平均概率P1=
1

R

R∑
r=1

P
(r)
1 , tini

+∆t

时的可靠度均值R1 =
1

R

R∑
r=1

R
(r)
1 .若P1 < 1,则设置

观测点为 tini
+ 2∆t.重复上述步骤得到个体寿命区

间为 [tini
, tini

+ 2∆t]的概率P2, tini
+ 2∆t时的可靠

度R2,寿命区间为 [tini
+∆t, tini

+2∆t]的概率∆P2=

P2−P1.重复上述过程直至Pk=1(k=1, 2, . . .).以P1

为说明对象的流程如算法4所示.
算法4 寿命预测和可靠度评估.
输入: α(r)

i (r = 1, 2, . . . , R), y1,ini
, ŷ2,ini

, ηk, qk,
ω̃k,i, σ̃k,i,Dk(k = 1, 2);
输出: P1,R1.
1. 令g = 0;
2. for each r do
3. 由C(uij , vij |α(r)

i )生成uij , vij
(s,r), s = 1, 2,

. . . , S;
4. for each s do
5. ∆ŷ

(s,r)
1,ij = F−1

1 (u
(s,r)
ij |ω̃1,i, σ̃1,i, η1, q1);

6. ∆ŷ
(s,r)
2,ij = F−1

2 (v
(s,r)
ij |ω̃2,i, σ̃2,i, η2, q2);

7. ŷ
(s,r)
1,i(ni+1) = y1,ini

+∆ŷ
(s,r)
1,ij ;

8. ŷ
(s,r)
2,i(ni+1) = ŷ2,ini

+∆ŷ
(s,r)
2,ij ;

9. if ŷ
(s,r)
1,i(ni+1)⩾D1 or ŷ

(s,r)
2,i(ni+1)⩾D2 then

10. g = g + 1;
11. end
12. end
13. P

(r)
1 =

g

S
,R(r)

1 = 1− P
(r)
1 ;

14. end

15.输出P1 =
1

R

R∑
r=1

P
(r)
1 ,R1 =

1

R

R∑
r=1

R
(r)
1 .

3 实例分析

本节分析Peng等[25]提供的重型机床工作时的

定位精度和输出功率两个性能指标.其中:定位精度
指工作台或其他部件的实际位置与指令位置间的差

距[29],结果由控制台测量并自动记录;电路分析中,负
载两端电压和通过电流的乘积被称为输出功率[30],
输出功率由操作员记录,故人为因素易导致某些时间
点的测量值缺失[12].针对定位精度和输出功率的失
效阈值D1和D2,采用Peng等[25]提出的假设,设D1=

35和D2=120.
历史信息和专家经验表明上述性能具有相依

关系,且性能观测值存在缺失,故有必要对此退化过
程进行合理建模.综合考虑参数估计难度,最终选择
Clayton Copula函数建立机床数据的二元退化模型.
首先采用非线性 IG过程拟合性能退化数据,然

后利用Clayton Copula描述退化量相关关系.由第2.1
节两阶段EM算法求得表1中的参数估计结果.

表 1 未知参数的估计结果

ΘIG1
估计值 ΘIG2

估计值 ΘC1
估计值

ω1 0.905 1 ω2 7.000 1 γ 0.092 1
σ1 54.157 4 σ2 43.023 0 κ 61.845 0
η1 0.924 3 η2 0.023 3
q1 0.927 4 q2 1.890 9

由g(µ−1
k,i |∆zk,ij)得到个体i的退化速率µi,k服从

的条件分布.表 2表明视均值为µi,k估计值时:对于
性能1,个体2的退化速率最大;对于性能2,个体1的
退化速率最小.不同个体间退化速率的明显差异表
明建立考虑个体差异的退化模型是有必要的.

表 2 µk,i的估计结果

µ̂1,i 均值 标准差 µ̂2,i 均值 标准差

µ̂1,1 1.102 91 0.022 24 µ̂2,1 0.142 84 0.000 47
µ̂1,2 1.103 81 0.022 45 µ̂2,2 0.142 87 0.000 48
µ̂1,3 1.103 02 0.022 33 µ̂2,3 0.142 86 0.000 47

由条件分布m(α−1
i |∆z1,i,∆z2,i)和M-H抽样法,

得到如表3所示的 α̂i.其中:个体2的两个性能相关程
度最强,个体1的性能相关程度最弱.

表 3 αi的估计结果

α̂i 均值 标准差 95%置信区间

α̂1 9.954 5 1.232 7 (7.871 1, 12.618 2)
α̂2 11.821 9 2.194 3 (8.332 1, 17.071 4)
α̂3 11.595 0 1.911 0 (8.473 4, 15.793 4)

基于上述参数估计结果,利用第 2.2节缺失
数据的模拟流程估计缺失值 y2(t2,9)、 y2(t2,10)、
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表 4 缺失数据的估计结果

缺失退化量
本文模型 Peng等[25]的模型

均值 标准差 95%置信区间 均值 标准差 95%置信区间

y2(t1,11) 73.714 3 1.242 7 (71.302 4, 76.535 5) 72.307 0 3.564 0 (65.641 5, 79.754 1)
y2(t2,9) 57.329 5 1.493 5 (55.499 9, 60.081 9) 56.258 0 4.640 2 (48.713 3, 67.028 2)
y2(t2,10) 75.156 7 2.878 7 (69.460 2, 81.239 6) 69.664 4 6.334 8 (59.033 9, 83.985 2)
y2(t2,11) 80.001 0 3.186 8 (75.948 4, 89.200 5) 74.453 9 6.904 9 (62.828 1, 90.035 5)
y2(t3,11) 80.136 3 0.456 8 (79.249 3, 80.966 1) 84.437 8 5.531 5 3 (75.197 1, 96.885 2)

y2(t2,11)和 y2(t3,11).为了更好地验证所提出方法的
有效性,将 y2(t1,11)也视为缺失数据进行估计,结果
如表4所示.由表4可见,本文 ŷ2(t1,11)的偏差、标准

差和95%置信区间长度均小于Peng等[25]的结果.此
外,两种方法得到的其他4个缺失数据估计结果较接
近,但是本文所得结果的标准差和置信区间长度更
小,表明利用所提出模型估计缺失数据时,估计精度
更高.
为了进一步说明综合利用两类信息建立的模型

在估计缺失数据时的误差情况,分析并比较以下3类
模型在估计缺失值时的误差:模型 1即所提出模型,
综合考虑总体和个体信息;模型 2仅考虑总体信息,
进行缺失值估计时使用g(µ−1)和m(α−1),由m(α−1)

生成α(r),具体流程如算法5所示;模型3仅考虑个体
信息,假设不同个体的µi不同且为常数,通过MLE法
求解参数,流程如图2所示.算法5和图2均以ŷ2,2(8)为

说明对象.将y2(t1,11)、y2(t2,8)和y2(t3,10)视作缺失值

并进行估计, 3类模型的估计结果如表5所示.由表5
可见:对于缺失退化量的MSE,模型1所得结果优于
模型2与模型3,即综合考虑两类信息的模型在估计
缺失值时误差最小.

算法5 基于模型2估计y2(t2,8).

输入: y2,2(7),α(r)(r = 1, 2, . . . , R), ηk, qk,ωk,σk

(k = 1, 2);
输出: ŷ2,2(8).
1. u2(8) = F1(∆y1,2(8)|ω1, σ1, η1, q1);
2. for each r do
3. 由f(v

(r)
2(8)|u2(8), α

(r))生成v
(r)
2(8);

4. ∆ŷ
(r)
2,2(8) = F−1

2 (v
(r)
2(8)|ω2, σ2, η2, q2);

5. ŷ
(r)
2,2(8) = y2,2(7) +∆ŷ

(r)
2,2(8);

6. end

7.输出 ŷ2,2(8) =
1

R

R∑
r=1

ŷ
(r)
2,2(8).

Δy t j2,2 2j j, ( = 1,2, ..., 7)

ΔY2,2 2,2 2,2j j j~ IG ( , | )μ λ η λ Θ
2

MLE

Θ = ( , , )μ η q
!

f ( )Δ |y2,2(8) Θ
!

y2,2(8) !"#、%&'(MSE

图 2 基于模型3估计y2(t2,8)的流程

表 5 3种模型下缺失数据的估计结果

缺失退化量
模型1 模型2 模型3

均值 标准差 MSE 均值 标准差 MSE 均值 标准差 MSE

y2(t1,11) 73.714 1.242 7 2.480 1 73.565 1.527 9 3.108 4 72.908 4.437 6 24.026
y2(t2,8) 37.220 2.195 6 4.772 6 37.318 2.918 8 8.442 0 36.519 1.940 5 4.285 6
y2(t3,10) 59.348 0.134 2 0.086 6 59.349 0.154 1 0.091 6 63.688 1.442 5 18.714

观测点的预测情况会直接影响RUL预测,而观
测点的预测值受到缺失退化值的影响,故尽可能提高
缺失退化值的估计精度、降低误差,对产品后续预防
性维修和运行状况管理具有重要意义.

基于缺失数据的估计值和第 2.3节个体寿命预
测和可靠度计算过程,可得到如图3所示的产品寿命
分布和如图4所示的可靠度结果.通过数据插值方法
对由模拟方法得到的寿命数据进行插值,构造并绘制

反映寿命分布规律的近似PDF.由图 3可见,个体的
寿命分布和RUL具有较大差异: 3个个体的寿命均值
分别为36.537 5、33.004 0和35.708 5;相应的RUL均
值分别为7.537 5、7.004 0和6.708 5.由图4可见,个体
间的可靠度同样存在差异:个体2的可靠度下降最早;
个体1下降最晚;且当产品运行时间大于 ti,ni

+ 5时,
个体1和个体3的可靠度快速减小,直至运行时间接
近 ti,ni

+ 10, 3个产品均接近失效.因此在工程实际
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中:运行早期需对个体2展开预防性维修,保证个体2
在运行过程的安全性;个体1和个体3的可靠度下降
时间较一致,故可在同一时间展开预防性维修,保证
高可靠度运行的同时实现更高的经济效益.
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图 4 个体可靠度

4 结 论

存在个体差异且性能相关的二元 IG退化模型的
可靠度和RUL的解析表达式难以得到,影响产品后
续预防性维修和运行状况管理.为了解决该问题,本
文提出了个体的缺失数据估计、寿命预测和可靠度评

估的模拟方法,并在数值模拟过程中考虑个体的退化
特性,实现更精确的可靠度估计和RUL预测,实例分

析结果验证了所提出方法的有效性.本文得到如下
结论.

1)基于Bayes理论、总体和个体退化信息得到个
体参数服从的条件分布,进而刻画个体性能退化规
律.

2)基于个体退化特征,提出了估计个体缺失数据
的模拟方法,该方法有效优化了缺失数据估计的标准
差、置信区间长度和MSE,提高了RUL预测精度.

3)将所提出参数估计方法和考虑个体退化特性
的模拟方法应用于机床实例,发现不同个体的退化速
率、性能相依性、寿命和可靠度均存在明显差异,故针
对个体的退化特性展开可靠性分析是有必要的.

4)基于实例分析结果得到后续维修管理建议:
早期对个体2展开预防性维修,以保证安全性;个体1
和个体3在同一时间展开预防性维修,保证高可靠度
的同时降低维护成本.
未来可从以下两方面展开研究:
1)利用Vine Copula函数建立综合考虑总体和个

体信息的多元退化模型;
2)对于存在测量误差的情形,建立综合两类信息

的退化模型并探究相应的统计推断方法.
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