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自适应分组和拥挤距离更新的多目标狼群算法

赵 嘉1,2†, 吕 丰1,2, 肖人彬3, 樊棠怀1,2, 董文飞1,2, 王 晖1,2

(1. 南昌工程学院信息工程学院，南昌 330000；2. 南昌工程学院南昌市智慧城市物联感知与
协同计算重点实验室，南昌 330099；3.华中科技大学人工智能与自动化学院，武汉 430074)

摘 要: 鉴于狼群算法在单目标优化问题中具有良好的求解能力,借助狼群的生物习性并用于求解多目标优化问
题,提出自适应分组和拥挤距离更新的多目标狼群算法 (MOWPA-AG).首先,模拟狼群中的家族聚集性,提出兼顾
种群多样性和分散搜索的自适应分组策略,对种群进行分层并帮助种群扩散检索Pareto最优解;然后,设计基于拥
挤距离的群体更新机制,使种群保持快速进化的同时获得最优解集;为验证算法的性能,在9种不同的基准测试问
题上进行测试,并与经典及新进多目标优化算法进行比较以验证MOWPA-AG的有效性;最后,将MOWPA-AG用
于解决实际工程四杆桁架结构问题,以体现所提出算法的普适性.
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Abstract: In view of the wolf pack algorithm has good solving ability in single objective optimization problems, a
multi-objective wolf pack algorithm (MOWPA-AG) based on adaptive grouping and updating of crowded distance is
proposed by taking the advantages of the wolf pack biological habit and being used to solve multi-objective optimization
problems. Firstly, an adaptive grouping strategy considering population diversity and dispersed search is proposed to
simulate family aggregation in wolf packs. The strategy stratifies populations, separates populations and helps population
diffusion search Pareto optimal solutions. Then, a population renewal mechanism based on crowding distance is designed,
which enables the population to maintain rapid evolution while obtaining the optimal solution set. In order to verify the
performance of the proposed algorithm, nine different benchmark testing problems are tested, and the effectiveness of
the proposed algorithm is verified by comparing with other classic and recent multi-objective optimization algorithms.
Finally, the MOWPA-AG is applied to solve the problem of four-bar truss structure in practical engineering, which shows
the universality of the proposed algorithm.
Keywords: swarm intelligence algorithm；multi-objective optimization；wolf pack algorithm；Pareto optimal；adaptive
grouping；engineering optimization

0 引 言

现实生活中存在许多需要同时优化多个目标的

问题,且各优化目标之间往往相互制约、相互冲突.
如车辆路径问题中有最短的行驶路径与最少的用

车数量[1],聚类问题中有最大的类内紧密度和最小
的类间紧密度[2-3],模式挖掘问题要求寻找最频繁且
最完整的模式[4]等.将这类问题称为多目标优化问
题 (multi-objective optimization problem,MOP)[5].鉴
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于其普遍存在于实际应用和科学研究中,研究求解
MOP具有重要的现实意义.而模仿生物群体行为的
群智能算法作为人工智能领域的研究热点,因其有着
独特的自组织性和稳健性等特点,被认为是解决多目
标优化问题的普遍方法.
狼群算法 (wolf pack algorithm,WPA)是吴虎胜

等[6]在 2013年提出的一种新兴群智能算法,算法模
拟狼群协同捕猎的过程,利用角色分工与交互更好地
探索解空间,使其能够以较大的概率快速找到一个最
优解.算法提出的时间不长,但相较于其他仿生智能
算法,狼群算法具有全局搜索能力强、适应性强、收敛
速度快等优势,现已广泛应用于工业智能[7]、机器学

习[8]、智能控制[9]等多个领域.
目前,标准狼群算法并不能直接用于求解多目标

优化问题,为此许多学者研究算法的改进方案,旨在
能够有效应用到多目标问题.如荀洪凯等[10]设计了

多目标启发式狼群算法,由于该算法融入了编码解码
模式,仅适用于离散多目标优化问题.李小川等[11]将

多目标问题转化为单目标问题后用狼群算法解决,为
狼群算法解决多目标问题提供了一种新的思路.针
对微电网系统的多目标优化调度,马文等[12]将非支

配排序和个体密度引入狼群算法,提出基于个体密度
的多目标狼群算法.上述算法给出了狼群算法应用
于多目标优化问题的解决方案,取得了较好的应用效
果,但所提算法不适用于连续优化问题,且算法的策
略设计未充分考虑狼群的生物习性,增加了算法的理
解难度,同时优化效果有待进一步提升.

为此,本文借助狼群的生物习性,提出一种自
适应分组和拥挤距离更新的多目标狼群算法 (muti-
objective wolf pack algorithm based on adaptive
grouping strategy and crowding distance,MOWPA-
AG). MOWPA-AG具有如下特点: 1)提出自适应分组
策略,该策略基于狼群中的家族聚集性,一方面通过
对种群分层维护种群多样性,另一方面帮助种群扩散
检索Pareto最优解; 2)设计基于拥挤距离的群体更新
机制,该机制淘汰种群中较弱解,添加较优解,帮助种
群快速进化的同时跳出局部最优,有利于收敛到真
实的Pareto最优解.以上两种策略分工明确,作用于
MOWPA-AG的不同阶段,增强算法的勘探能力和寻
优能力,使算法能够有效求解多目标优化问题.

1 相关工作

1.1 多目标优化问题

多目标优化问题一般可描述为

minF (x) = (f1(x), f2(x), . . . ,fm(x))
T
.

s.t. gi(x) ⩽ 0, i = 1, 2, . . . , q;

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p. (1)

其中:x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X ⊂ Rn为n维决策向

量;X为n维决策空间;F (x)为由决策空间向目标空

间映射的函数; g(x)和h(x)分别为q个不等式约束和

p个等式约束.
对于某个x ∈ X ,若满足式 (1)中的约束条件,则

称x为可行解,决策空间中所有可行解组成的集合称
为可行解集合,记为 Xf ,当且仅当∀ i = 1, 2, . . . ,m : fi(xA) ⩽ fi(xB),

∃ j = 1, 2, . . . ,m : fj(xA) < fj(xB)

成立时,称xA支配xB ,记作 xA ≺ xB .若¬∃x ∈ Xf ,
使得x ≺ x∗成立,则称 x∗为非支配解,决策空间中
所有非支配解的集合称为Pareto最优解集 (Pareto-
optimal set, PS),其对应目标向量组成的曲面称为
Pareto最优前沿(pareto-optimal front, PF).

1.2 狼群算法

WPA有着明确的社会分工,该算法将狼群分为
头狼、探狼和猛狼,并从狼群协作捕猎过程中抽象出
游走、召唤和围攻3种智能行为,以及“胜者为王”的
头狼产生规则和“强者生存”的狼群更新机制.算法
基本流程如下.

step 1:狼群初始化.在D维空间随机初始化生成

N匹人工狼,第 i匹人工狼的位置表示为Xi = (xi1,

xi2, . . . , xiD),其中xid为第 i匹人工狼在第d (d = 1,

2, . . . , D)维中的位置.
step 2: 选取初始解空间中目标函数值最优的人

工狼作为头狼,除头狼外,选择最佳的 L匹人工狼作

为探狼,其中L为 [N/(α+ 1), N/α]间的随机整数,α
为探狼比例因子.探狼向h个方向搜索猎物,记录每
次感知到的猎物气味浓度后退回到原来的位置.在
解空间中,探狼i在d维空间的侦察路径为

xp
id = xid + sin(2π× p/h)× stepda. (2)

其中:xp
id为向第p(p = 1, 2, . . . , h)个方向行进后探

狼 i在第d维空间中的位置; stepda为第d维空间的游

走步长.设第d维变量的取值范围为 [mind,maxd],则
stepda = |maxd −mind|/S,S为步长因子.

step 3: 召唤行为.头狼通过嚎叫召唤周围的猛
狼,受到召唤的M(M = N − L− 1)匹猛狼向头狼所

处的位置迅速聚集,猛狼i在第k + 1次迭代时,在第d

维空间中所处位置为

xk+1
id = xk

id + stepdb · (gkd − xk
id)/|gkd − xk

id|. (3)
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其中: gkd为第k代群体的头狼在第d维空间所处的位

置, stepdb为第d维空间的奔袭步长.
当某一猛狼 i与猎物 (即头狼所在位置)的距离

di_leader小于判定距离dnear时,转入围攻行为,围攻行
为遵循下式:

xk+1
id = xk

id + λ · stepdc · |Gk
d − xk

id|. (4)

其中:λ为 [−1, 1]内均匀分布的随机数,Gk
d为猎物在

第d维空间所处的位置, stepdc为第d维空间的攻击步

长.攻击步长取游走步长的一半,判定距离dnear可由

下式估算得到:

dnear =
1

D · ω
·

D∑
d=1

|maxd −mind|. (5)

其中:D为待寻优变量的维数,ω为距离判定因子.
step 4:更新机制.在每次迭代的最后淘汰最差的

R匹人工狼,再随机生成R匹人工狼,满足“强者生
存”的狼群更新机制.这里R取 [N/(2× β), N/β]间

的随机整数,β为群体更新比例因子.

2 自适应分组和拥挤距离更新的多目标狼

群算法

WPA通过模拟狼群协作捕猎的群体行为演化而
来,整个种群由头狼领导,头狼负责感知信息与决策,
指挥整个狼群行动,探狼和猛狼负责执行头狼的指
令,探狼捕获到猎物时向头狼汇报,头狼根据探狼传
递出的信息指挥猛狼对猎物进行围攻,这种生物学行
为彰显出狼群群体智慧的魅力.

WPA虽然在解决单目标问题时展现出较好的全
局收敛性和计算鲁棒性,但由于多目标问题的解是
由一组非劣解集合组成的,而WPA为单一解,将WPA
应用在多目标问题中仍存在一系列问题: 1)人工狼
个体的适应度值大小无法直接通过目标函数值进行

比较; 2)WPA本质上是头狼引导其他人工狼向头狼
方向进行搜索,在解决多目标问题中易陷入局部最
优; 3)WPA中的群体更新机制依据适应度值进行淘
汰,而多目标问题中无法直接通过适应度值淘汰较差
个体.
为了解决上述出现的一系列问题并将WPA应用

于多目标问题中,结合狼群的生物学特性从两个方面
对WPA进行改进,提出MOWPA-AG.

2.1 自适应分组策略

为了维护狼群的生存与发展,每个狼群的捕猎活
动都由头狼领导,但除头狼领导狼群以外,还有另一
种族群呈现现象—–即多个族群共存.在很多地区,
狼是相对弱势的群体,在面对如狮子、猎豹等大型

猫科动物时,单一族群就会在气势上略显薄弱,导致
狼群生存困难,这时需发展出由多个族群共同组成的
规模庞大的狼群,在这些族群中并没有绝对地位的统
治者,各个族群的领导者即头狼互相配合,联合各族
群共同狩猎大型的猎物.基于这一生物学机理,本文
在狼群算法的基础上设计自适应分组策略 (adaptive
grouping, AG),并对上述狼群行为和规则进行具体描
述和实现.

自适应分组策略模拟狼群中多族群共存的特性,
基于非支配排序[13]将种群划分为多个族群,并生成
多个头狼领导各自族群.

MOWPA-AG中自适应分组策略流程如下:
1) 对整个种群编号,并对种群执行非支配排序,

若排序后的种群中存在 t个非支配个体,则设定该 t

个个体为头狼,以这些头狼作为领导者生成t个组,将
非支配排序后各头狼支配的剩余人工狼编号添加进

各自组内.
2)为避免人工狼同时出现在两个头狼所领导的

组内,对各组内的所有编号进行两两查重,若出现重
复编号,则比较该编号所对应个体与两个组内头狼间
的欧氏距离,将与头狼相距较远的重复个体所对应的
编号从该头狼组中删除.
同时,为了防止种群经非支配排序后仅有一个非

支配个体,其他个体均向该个体学习从而陷入局部最
优的情况,当面对这一情况时,将非支配排序后等级
为2的h个个体同样看作头狼,并产生h+ 1个组执行

上述操作.
如图 1所示,对于一个未规划的种群,假定执行

非支配排序后存在4个非支配个体 (即图1中黑色圆
点标记的个体),划分为4个组,执行自适应分组后的
剩余人工狼 (即橙色圆点的标记个体)按上述规则分
配到各组内.

!

"
#
$

1

! "#$2

图 1 自适应分组后种群位置示意图

2.2 基于拥挤距离的群体更新机制

狼群算法中,群体更新机制模拟狼群中“强者生
存”这一生物学原型,是维护种群多样性的重要机
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制,其依据个体的适应度值选出其中最差个体进行更
新.但在多目标问题中,无法直接通过比较适应度值
的大小选出最差个体,因此设计基于拥挤距离的群体
更新机制,选出待更新个体.

拥挤距离[13]用来计算种群中的某个体与该种群

其他个体之间的距离,具体公式如下:

D(j) =
k∑

i=1

fi(j + 1)− fi(j − 1)

fimax − fimin
, (6)

其中fi(j − 1)、fi(j + 1)为与个体j相邻的两个个体

第 i个目标函数的值.
MOWPA-AG中群体更新机制改进后,个体淘汰

步骤如下.对每一次迭代后的种群进行非支配排序,
设需要群体更新的数量为R,经过非支配排序,将整
个种群中非劣解的个数假设为m,其余个体数为N −
m,其中N为整个种群个体数.按如下策略进行更新:

1)若N − m > R,则在N − m个个体中选择最

差的N个个体进行淘汰;
2)若N − m < R,则先对N − m个个体进行群

体更新,后对m个个体进行拥挤度距离计算,选择其
中最差的R− (N −m)个个体进行淘汰.
对经过以上方案选出的个体进行淘汰,并将基于

种群中较优秀个体产生新的个体加入种群,产生公式
如下:

Xnew = Xbest((0.1× ∂ + 1) + 1). (7)

其中:Xnew为新产生的个体,Xbest为种群中较优个

体, ∂为随机产生的一个0到1的数.

2.3 算法流程

结合前文,MOWPA-AG流程如下.
step 1:初始化种群.设置狼群中人工狼数量以及

位置x,最大迭代次数 t,最大游走次数Tmax,距离判定
因子w,步长因子S,更新比例因子b.

step 2: 对初始化后的种群执行自适应分组策略,
将每组中最优个体定义为头狼.

step 3:游走行为.对分组后除头狼以外的个体执
行向周围h个方向游走,人工狼 i在游走过程中所处

位置为式 (2),选取h个方向中最好的位置作为该人

工狼的新位置,在游走行为中若人工狼搜索到的猎物
气味浓度优于组内头狼,则人工狼成为组内头狼,直
到迭代至最大游走次数Tmax,游走行为结束,重新执
行自适应分组并进入下一行为模式.

step 4:召唤行为.每组头狼向组内其他人工狼发
起召唤,周围人工狼以式 (3)向头狼发起奔袭,在奔袭
过程中,若人工狼感知到的猎物气味浓度优于其所在
组内头狼,则该人工狼取代头狼发起召唤.在奔袭过

程中,若人工狼与头狼之间的位置d小于dnear,则进
入围攻行为.

step 5:围攻行为.此时经过奔袭后的人工狼距其
组内头狼较近,将头狼位置视为猎物的位置,其他人
工狼向猎物发起围攻,围攻行为可用式(4)表示.

step 6:群体更新机制.结束完3种智能行为后,对
种群执行基于拥挤距离的群体更新,淘汰R匹人工

狼,并根据式(7)加入新的R匹人工狼.
step 7:判断是否达到最大迭代次数,若达到则输

出种群中的非劣解,否则转至step 2.

2.4 算法收敛性分析

Markov链是一种无后效性的随机过程,特点是
未来状态的概率分布只依赖于当前状态,而与过去
状态无关,常被应用于分析收敛性问题[14]. MOWPA-
AG是一种不断进行迭代的过程,每一代种群均由上
一代种群执行几种智能行为后产生,而与过去种群无
关.因此,MOWPA-AG的种群序列是Markov链.

设定狼群状态由狼群位置构成,搜索空间为H ,
人工狼位置为X ,X ∈ F , ηk = (X1, X2, . . . , XN )为

算法第 k代种群状态,N为人工狼个数,Xi为第 i个

人工狼状态,人工狼状态由Xi转移到Xj的概率转移

矩阵为P
ij
.

定义1 设Pij为Markov链的转移概率矩阵,对
于状态空间中的任意两个状态,若∀i, j ∈ H,存在

k ⩾ 1,使得P k
ij > 0,则称此Markov链是不可约的.

定义2 设U = {k|k ⩾ 1, P k
ij > 0,∀i, j ∈ H}是

非空集合且U的最大公约数为1,则称此Markov链是
非周期的.

定义3 设u
i
=

∞∑
k

kP k
ij ,对于常返状态 i,若ui

< +∞,则称ui是正常返.当j为正常返且非周期,则
称此Markov链是遍历的.
定义4 若一个进化算法满足如下两个条件,则

此进化算法以概率1收敛于问题的最优解[15]:
1)对于可行解中任意两点x1和x2,x2是x1由算

法中的各种算子可达的.
2)种群序列ηk = (X1, X2, . . . , XN )是单调的.
引理1 MOWPA-AG的解序列是一个有限齐次

Markov链.
证明 由于优化问题的搜索空间是有限的,且

人工狼个数是有限的,可以推知狼群状态空间是
有限的,为此构成有限的Markov链.另一方面,由于
MOWPA-AG算法是由自适应分组、游走、召唤、围
攻、群体更新等一系列行为组成,第k + 1代的种群

仅依赖第k代种群,且由于自适应分组的存在,下一
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代种群质量均优于上一代种群.为此,经过MOWPA-
AG进行随机处理得到的优化解序列是一个有限齐
次Markov链. 2

引理 2 MOWPA-AG算法种群的Markov链是
遍历链.
证明 首先证明算法种群序列是不可约的.由

于 η
k

> 0,而算法的状态转移矩阵P
ij
仅与状态 i、

j有关,矩阵 P
ij
是正定的,由定义 1可知此Markov

链是不可约的.其次证明MOWPA-AG是非周期的
Markov链.对于给定的k > 0, ∃j ∈ H ,使得P > 0,
由定义 2知 k = 1,因此集合U的最大公约数为 1,
MOWPA-AG 是非周期的 Markov 链.最后证明
MOWPA-AG是遍历链.由于算法中人工狼的状态
更新是由自适应分组、游走、召唤、围攻4种智能行为
组成,而这些行为均在独立随机过程中进行,即概率
均处于(0, 1),可得状态转移矩阵0 < Pij < 1.设ε =

max{Pij ; ∀i, j ∈ H},由定义3和Canchy-Riemann方
程可知ui < +∞,即MOWPA-AG的Markov链是遍
历链. 2
引理3 MOWPA-AG以概率1收敛于全局最优

解.
证明 由于MOWPA-AG在WPA的基础上添加

了自适应分组和拥挤距离更新的策略,这两种策略
均具有保留优秀解的功能,即每一次迭代后产生的
解均不弱于迭代前的解,由此可得出结论MOWPA-
AG的种群序列ηk是单调的.已证MOWPA-AG算法
种群序列的Markov链是遍历且有限齐次的,定义 4
中的条件1)和2)显然成立,即MOWPA-AG以概率1
收敛于全局最优解. 2
2.5 算法时间复杂度分析

由于WPA采用 3种行为遍历所有人工狼,但
3种行为均为串行,其时间复杂度表示为 O(N).
MOWPA-AG算法在WPA的基础上添加自适应分组
策略主要取决于以下步骤:

1) 非支配排序.该操作的时间复杂度为O(m ×
N2),其中m为目标函数个数.

2) 对种群进行分组.对所有个体进行编号分组,
该操作时间复杂度为O(N).

3)对组内重复编号进行查重,该操作时间复杂度
为O(N2).
综上,自适应分组策略的时间复杂度可近似为

O(m×N2)+O(N2).由于m在多目标优化问题中至

少为2,MOWPA-AG的时间复杂度可近似为O(m ×
N2).同时选取经典的MOFA和NSGA-II与本文算法
进行时间复杂度比较,其中MOFA的时间复杂度近

似为O(N2), NSGA-II的时间复杂度近似为O(m ×
N2).比较可得,在处理低维多目标优化问题时(m ≪
N),MOWPA-AG与这两种经典算法的时间复杂度
在同一数量级上.在处理高维度多目标优化问题
时,MOWPA-AG与NSGA-II的时间复杂度在同一数
量级上,与MOFA相比时间复杂度偏高.

3 实验与结果

3.1 与经典多目标优化算法进行比较

为验证 MOWPA-AG 性能, 将 MOWPA-AG 与
MOPSO[16]、NSGA-II[17]、MOEA/D[18]、PESA-II[19]

和MOFA[20]五种经典的多目标优化算法在 ZDT、
Viennet、 DTLZ系列函数[21-22]上进行实验验证,所
用对比算法的参数来自对应文献.
为了评价MOWPA-AG的综合性能,采用 IGD[23]

评价算法的优劣程度.为保证算法比较的公平性,所
有算法最大迭代次数maxgen设置为300,由于其中部
分算法采用外部档案策略,为保证公平,对 5种经典
多目标算法采用种群规模50、外部档案100、设置
MOWPA-AG种群规模为100来进行对比.为减少随
机因素的干扰,所有算法在每个测试函数上均独立运
行30次,评价指标为每个算法独立运行30次后的平
均值.
表 1给出了MOWPA-AG与其他 5种经典算法

在 9个测试函数上 IGD的均值标准差及 Firedman
检验结果, 6种算法在同一测试函数上指标的最优
值用加粗数据表示.根据表 1,从算法的综合性能
看,MOWPA-AG在 9个测试函数中有 5次取得最优
且相较于其他5种算法都存在数量级上的优势,在3
目标问题上与最优的 IGD值处于相同数量级,这一结
果充分表明本文算法的综合性能较好.
表 1同时从Friedman检验中给出了 6种多目标

优化算法在 IGD指标上的结果.可以发现,MOWPA-
AG在检验中排名第一,随后是 PESA-II、 MOPSO、
NSGA-III、MOFA,MOEA/D最差. Friedman检验结果
表明,MOWPA-AG相较于其他5种对比算法而言综
合性能较好,且算法精确度以及所得解集也处于较优
的位置.
由实验结果可知,MOWPA-AG是一种可行有效

的多目标优化算法,且表现出了很强的全局搜索能
力和收敛性.究其原因:首先,WPA自身在全局搜索
能力方面便具有优势,因此MOWPA-AG延续了WPA
的优势来求解多目标问题;另一方面,MOWPA-AG
结合狼群的另一种生物学特性,运用自适应分组策略
有效维护种群的多样性,有效提升算法的勘探能力,
保证了MOWPA-AG收敛性、综合性的有效性能.
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表 1 MOWPA-AG与5种经典算法在 IGD上的实验结果与Friedman检验结果

instances results MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA MOWPA-AG

ZDT1
Mean 1.13e-02 1.64e-02 3.46e-01 1.06e-01 2.60e-02 6.48e-03

std 2.70e-03 9.03e-03 1.82e-01 2.52e-02 4.68e-03 2.96e-03

ZDT2
Mean 5.90e-01 1.54e-01 1.62e+00 1.78e-01 6.04e-02 4.95e-03

std 4.46e-01 6.42e-02 6.35e-01 6.78e-02 2.93e-02 3.77e-04

ZDT3
Mean 5.48e-02 7.11e-02 4.54e-01 1.24e-01 3.57e-02 1.64e-02

std 6.53e-02 2.48e-02 2.06e-01 1.97e-02 1.00e-02 1.40e-02

ZDT4
Mean 2.57e+00 1.82e+00 5.99e+00 2.08e+00 1.83e-01 4.69e-03

std 1.47e+00 4.18e-01 5.42e+00 1.34e+00 1.78e-01 2.13e-04

ZDT6
Mean 8.40e-02 8.51e-02 3.73e+00 1.18e-02 3.00e-01 1.27e-02

std 4.11e-01 1.29e-01 1.31e+00 1.71e-02 8.83e-02 3.14e-02

Viennet1
Mean 1.41e-01 3.49e-01 4.15e-01 9.67e-02 7.69e-01 5.53e-01

std 7.19e-02 2.84e-01 3.14e-01 8.39e-03 1.51e-01 1.03e-01

Viennet3
Mean 7.38e-02 9.39e-02 6.22e-01 9.92e-02 9.70e-02 6.95e-01

std 2.44e-03 9.89e-02 1.92e-01 1.19e-02 7.37e-03 2.78e-01

DTLZ4
Mean 1.53e-01 1.66e-01 4.07e-01 1.51e-01 1.75e-01 3.33e-01

std 7.25e-03 9.51e-03 6.02e-02 8.63e-03 9.75e-03 4.31e-02

DTLZ7
Mean 2.54e-01 2.33e+00 2.42e+00 8.83e-02 1.57e+00 9.54e-02

std 5.47e-01 1.39e-01 1.82e-01 1.54e-02 7.15e-01 1.50e-01

friedman result 2.89 3.33 5.67 2.89 3.56 2.67

3.2 与新进多目标优化算法进行比较

为进一步验证 MOWPA-AG 的有效性, 将
MOWPA-AG 与 7 种新进的多目标优化算 法
MONSFA[24]、dMOFA[25]、Top[26]、MOEA/DACD[27]、

NSLS[28]、 SMSEMOA[29]和MOEA/IGD-NS[30]进行
比较,所有对比算法的参数设置均来自对应文献.选
取 6个基准MOP测试问题组成的测试集合,分别包
括5个2-目标测试函数和1个3-目标测试函数,利用
IGD评价指标评判算法的优劣.为确保公平,实验中
最大迭代次数设置为300次,所有算法种群数设置为
100.为平衡随机性,算法独立运行30次,结果取其平
均值,实验结果由表 2给出,其中加粗数据表示不同

算法在同一个测试函数上的最优值.
根据表 2,MOWPA-AG在 6个测试函数中取得

了 4次最优的 IGD均值,MONSFA、 dMOFA各取
得 1次最优,其中MOWPA-AG在 ZDT2、 ZDT4这
两个测试函数中均取得了一个数量级的优势.表 2
同时采用 Friedman检验给出了MOWPA-AG与 7种
新进算法基于 IGD指标的结果.可以看出,MOWPA-
AG排名第一, ToP次之,随后依次是MOEA/IGD-NS、
NMPSO、MOEA/DACD、NSLS、MONSFA,最差的是
SMSEMOA, Friedman检验的结果与表2中 IGD均值
结果保持一致.综合来看,MOWPA-AG较其他7种对
比算法表现出更强的收敛性和多样性.

表 2 MOWPA-AG与7种新近算法的 IGD实验结果及Friedman检验结果

instances results MONSFA ToP NMPSO MOEA/DACD NSLS SMSEMOA MOEA/IGD-NS MOWPA-AG

ZDT1
Mean 7.220e-02 8.660e-03 3.040e-02 6.120e-02 6.620e-02 1.213e-01 1.618e-02 6.480e-03

std 5.460e-03 1.560e-03 1.380e-02 4.800e-03 1.330e-02 8.260e-03 1.960e-03 2.960e-03

ZDT2
Mean 1.130e-01 1.460e-02 1.950e-02 1.020e-01 1.190e-01 5.620e-01 3.026e-02 4.950e-03

std 7.680e-03 2.860e-03 3.820e-03 7.900e-03 2.480e-02 1.080e-03 1.590e-03 3.770e-04

ZDT3
Mean 1.300e+00 1.680e-02 1.060e-01 3.240e-02 7.540e-02 1.024e-01 6.642e-02 1.640e-02

std 3.400e-03 8.020e-03 5.480e-04 2.700e-03 1.430e-02 1.020e-02 5.670e-02 1.400e-02

ZDT4
Mean 2.460e+00 3.300e+00 2.340e-01 1.580e+00 2.380e-01 1.224e+00 1.650e-02 4.690e-03

std 2.350e-01 1.820e+00 7.200e-03 2.800e-01 1.090e-01 2.170e-02 2.700e-03 2.130e-04

ZDT6
Mean 2.330e-01 3.860e-03 4.360e-03 2.140e-01 3.520e-03 8.963e-01 4.461e-03 1.270e-02

std 8.700e-03 3.770e-04 4.640e-04 9.400e-03 1.300e-04 2.390e-05 7.780e-04 3.140e-02

DTLZ4
Mean 8.340e-03 6.120e-02 8.840e-02 5.140e-03 7.550e-02 3.310e-01 1.006e-01 3.330e-01

std 1.100e-03 8.460e-03 1.230e-01 3.800e-04 7.600e-02 2.670e-01 2.160e-01 4.310e-02

friedman result 6.17 3.17 4.17 3.83 4.50 7.00 4.33 2.83
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经过两次实验比较可知,MOWPA-AG是一种可
行有效的多目标优化算法,表现出很强的收敛性和多
样性.

4 工程应用

为验证算法的有效性,将MOWPA-AG算法应用
在工业工程的真实问题中. Tanabe等[31]于2020年自
主整合了一套真实世界多目标优化问题的测试集并

将其公开,该测试集包括各个领域内共16个多目标
优化问题,问题集合了不同目标数量、不同Pareto前
沿、不同设计变量的测试函数,对于评估多目标优化
算法性能有重要意义.本文选取其中的一个问题进
行求解,并与5个经典多目标算法进行比较.这一问
题案例最早由Zitzler等[32]提出,他对四杆桁架结构
进行了详细的分析,将该问题以数学模型表示,且最

先将多目标问题的视角代入这一工程问题中.从数
学上来讲,该问题的数学模型为

min f1(x) = L(2x1 +
√
2x2 +

√
x3 + x4),

f2(x) =
FL

E

( 2

x1
+

2
√
2

x2
− 2

√
2

x3
+

2

x4

)
;

s.t.
F

σ
⩽ x1 ⩽ 3

F

σ
,

√
2
F

σ
⩽ x2 ⩽ 3

F

σ
,

√
2
F

σ
⩽ x3 ⩽ 3

F

σ
,

F

σ
⩽ x4 ⩽ 3

F

σ
. (8)

其中:xi为横截面积;F = 10 kN;E为弹性模量,取
E = (2) × 105 kN/cm2;L为桁架截面的长度,取L =

200 cm;σ为特征应力,取σ = 10 kN/cm2.
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(b)   NSGA-III
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(c)   MOEA/D
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(d)   PESA-II
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(e)   MOFA
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(f)   MOWPA-AG

图 2 6种算法在四杆桁架问题中的Pareto曲线

通过 IGD指标评判MOWPA-AG面对这一工程
问题的性能,并与其他 5种经典多目标算法进行比
较,为了减少随机干扰的因素,所有算法在该问题
中均独立运行 30次,评价指标所得数据为算法运
行 30次后的平均值.表 3给出了MOWPA-AG与其
他5种经典多目标算法在这一问题中 IGD的平均值
和标准差.其中MOWPA-AG最优,接着是 PESA-II、
MOPSO、NSGA-III、MOFA,MOEA/D最差.图2展示

了MOWPA-AG与其他5种经典算法在300次迭代后
所有非支配解与真实Pareto前沿的对比.可以发现,
图中结果与表3中数据相符,因此可以得出如下结论:
通过MOWPA-AG可以有效解决这一工程问题,且得
到的解与真实Pareto接近一致.此外,表中结果表明
MOWPA-AG在针对这一工程实践问题中,相较于其
他基础算法展现出了较优的效果,即后续可将其继续
应用至解决更多的工程问题.

表 3 MOWPA-AG与5种经典算法在四杆桁架问题中基于 IGD上的实验结果

problem results MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA MOWPA-AG

Four-Bar Mean 9.89e+00 1.06e+01 4.65e+02 6.59e+00 1.08e+01 5.75e+00

Truss std 4.85e-01 2.17e+00 3.99e+01 4.89e-01 3.83e+00 5.23e-01
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5 结 论

优化问题在计算机领域具有非常重要的应用价

值,通过群智能算法解决优化问题一直是研究的热
点之一[33].狼群算法在单目标优化问题中展现了良
好的求解能力,为将其优势用于多目标优化问题,本
文提出自适应分组和拥挤距离更新的多目标狼群算

法.首先,模拟狼群的家族聚集性提出了自适应分组
策略,根据狼群中个体差异实现狼群分化,兼顾了种
群多样性,保证了算法的全局搜索能力以及解集的多
样性;其次,为加快算法收敛,设计了基于拥挤距离的
群体更新机制,帮助种群快速进化,在多目标领域广
泛使用的多个基准测试函数中,将MOWPA-AG与经
典及新近算法进行了研究比较.实验结果表明,所提
出的MOWPA-AG具有强的竞争力,是解决多目标优
化问题的一种可行选择.
本文的研究重点是狼群算法应用于多目标优

化问题,群智能算法对参数敏感,下一步将重点研究
MOWPA-AG对参数的自适应,以及将MOWPA-AG
应用于求解高维、大规模多目标优化问题,以推动群
智能优化[34]研究的发展.
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