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基于面板数据的灰色差值关联模型构建及其应用

孙 婧1, 党耀国1, 杨圣祥2，王俊杰1†，杨绍闻1

(1. 南京航空航天大学经济与管理学院，南京 210016；
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摘 要: 针对现有面板数据灰色关联模型在保序性、稳定性和正负性等方面存在的问题,利用差值特征和指数函
数构建灰色关联系数,提出方向判断因子来表征正负相关性,设计波动调节因子以刻画序列间的相对波动程度,并
利用熵权法确定面板数据的指标权重,提出适用于面板数据的灰色差值关联模型.此外,给出灰色关联分析中反
对称性和排列保序性的定义,并证明新模型具有反对称性和排列保序性等性质.最后,将该模型应用于京津冀地
区2013∼ 2021年大气污染的趋势分析,表明模型结果的实用性;通过两组蒙特卡洛实验与传统模型进行对比,验
证新模型具有稳定性和排列保序性,更适用于对象排列具有不固定性的面板数据.
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Grey difference incidence model of panel data and its application
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Abstract: There are three problems such as order preservation, stability and positive and negative in the grey incidence
model applicable to panel data. To solve these problems, this paper has the following efforts. Firstly, the grey incidence
coefficient is constructed based on the difference characteristics and exponential function, and the direction judgment
factor is proposed to represent the positive and negative correlation. Secondly, the fluctuation adjustment factor is
designed to describe the relative fluctuation degree between sequences. Thirdly, indicator weights are determined using
the entropy method. A grey difference incidence model for panel data is proposed. In addition, antisymmetry and
order-preserving property are defined in grey incidence analysis, and the new model is proved to have antisymmetry and
order-preserving property. Finally, the model is applied to analyze the trend of air pollution in the Beijing-Tianjin-Hebei
region from 2013 to 2021, which shows the practicability of the model. Through two sets of Monte Carlo experiments,
the robustness and order-preserving property of the model are verified. The model is more suitable for the panel data
with non-fixed object arrangement.
Keywords: grey incidence analysis；panel data；difference characteristics；order-preserving property；robustness

0 引 䀰

大气污染严重影响人体健康[1]、气候环境[2]和经

济社会发展[3],已成为世界城市居民生活中难以逃避
的现实问题.京津冀地区作为我国的“首都经济圈”,
2022年经济总量和人口数量分别突破 10万亿元和
1.1亿人,在社会经济和人力资源方面展现出极强的

发展潜力,拥有举世瞩目的发展成就,但同时京津冀
地区的大气污染问题也同样备受关注[4].大气污染数
据具有突变性和波动性等不确定性特征,数据信息含
量较少.针对此类数据的相关性分析,传统统计方法
效果往往不尽人意.灰色关联分析作为灰色系统理
论的重要分支,已被广大学者认为是获取“贫信息”
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数据间关联性的一种有效方法.
灰色关联模型具有应用背景多元化、模型性质

多样化和构建视角多维化的特征.在应用背景方面,
涉及了大气污染、碳排放、经济社会发展等领域.其
中:贺祥等[5]运用灰色关联模型判别江苏省PM2.5浓

度的影响因素; Huang等[6]利用灰色关联模型确定影

响碳排放的主要因素;蒋珂等[7]根据时延参数重构后

的时序关联矩阵,采用灰色关联分析量化其多重相
关性;黄仁全[8]以灰色关联模型为工具,分析黄河流
域在经济发展、生态环境和科技创新之间存在的问

题.在模型性质方面,大多聚焦于正向关联模型的性
质研究.其中:韦保磊等[9]定义了三类关联算子的幂

等、线性和仿射变换性质;魏勇等[10]指出关联度的整

体性和偶对称性无必要;彭张林等[11]提出应注重对

评价方法稳健性的研究.在模型构建视角方面,诸多
学者从斜率[12]、振幅[13]、凸度[14]、高度差[15]、面积[16]

和向量模[17]等不同的几何视角构建灰色关联模型,
极大地丰富了灰色关联分析的建模思想.
近年来,考虑到区域大气污染程度分析、能源消

费情况解析和经济发展水平评判等诸多现实问题,
均需要以面板数据为代表的高维数据参与,广大学
者对适用于面板数据的灰色关联模型进行了积极探

索.张可等[18]将面板数据展示为三维空间中的点,利
用曲面簇体积差构建拓展灰色绝对关联度;吴鸿华
等[19]将面板数据在时间和指标维度分别投射为离

散曲线,构建灰色曲率关联模型.上述两个模型拓展
了面板数据灰色关联模型的构建视角,但当研究对
象或指标排列顺序改变时,关联序可能发生改变.刘
震等[20]利用三维空间中的网格描述面板数据,并以
网格中独立线段的斜率为基础,构建可以表征正负
相关性的灰色网格关联度模型;李雪梅等[21]设计平

均生成速率序列,构建灰色指标关联聚类模型;Wang
等[22]将三角函数引入模型构建,利用发展趋势关联
测度因子和趋势正负判断因子构建灰色变趋势关联

模型;党耀国等[23]利用增量和离差分别表征时间维

度上的差异特征和对象维度上的分布特征,构建了灰
色指标关联模型.上述4个面板数据灰色关联模型,
不仅拓宽了模型的构建视角,而且在灰色关联的正负
性表征方面做了积极探索,但模型存在关联度稳定性
较低的问题.

现有面板数据灰色关联模型在评价空气质量时,
主要存在以下问题: 1)在大气污染研究中,研究对象
多为城市或检测站点,其在面板数据中的排列顺序
具有不固定性.而现有面板数据灰色关联模型大多

存在城市排列顺序改变将引起关联度排序结果改变

的问题,即不具备排列保序性. 2)灰色关联度的正负
性对判断污染程度具有极强的现实意义,若关联度为
正,则表示所选城市 (或站点)的空气质量优于对标城
市 (或站点);反之亦然.但由于现有模型未针对空气
质量的优劣判断特点进行建模,使其关联度符号无
法作为空气质量优劣性的判断依据. 3)灰色关联系
数和灰色关联度分别表示空气质量在序列局部和整

体的关联情况,但现有模型在计算灰色关联度时忽视
了关联系数的正负抵消问题,易出现数据轻微变动就
会导致关联度结果显著变化的情况,即模型稳定性较
低.
基于以上问题,本文以面板数据为例,构建灰色

差值关联模型,更新灰色关联模型构建步骤,提出反
对称性和排列保序性在灰色关联分析中的定义,推
动现有灰色关联模型的改进和模型性质的完善.在
模型构建过程中,以差值绝对值为差异度量基本单
元确定关联系数大小,并提出方向判断因子判断关
联方向;离散提取差值特征,消除由于对象排列顺序
改变对关联度的影响.此外,引入波动调节因子对关
联度进行修正,强化灰色关联模型对波动序列的刻画
能力;最后,分别计算关联度的符号和大小,解决正负
灰色关联系数相互抵消导致关联度稳定性较低的问

题.将新模型应用于京津冀地区大气污染的整体趋
势分析,并与传统模型进行对比,通过两类重复实验
验证模型的排列保序性和稳定性.

1 面板数据灰色差值关联模型的构建及

性质

1.1 面板数据表征及规范化

定义 1 设数据集Xm在 k时刻关于对象m的

第 n个指标值为 x′
m(n, k), k = 1, 2, . . . ,K, n =

1, 2, . . . , N , m = 1, 2, . . . ,M ,则称

Xm =


x′
m(1, 1) x′

m(1, 2) . . . x′
m(1,K)

x′
m(2, 1) x′

m(2, 2) . . . x′
m(2,K)

...
...

. . .
...

x′
m(N, 1) x′

m(N, 2) . . . x′
m(N,K)


为第m个对象的原始面板数据.称X ′

m(n) = (x′
m(n,

1), x′
m(n, 2), . . . , x′

m(n,K))为对象m关于指标 n的

原始时间序列;X ′(n, k) = (x′
1(n, k), x

′
2(n, k), . . . ,

x′
M (n, k))为指标n在时刻k的原始截面数据.
大气污染浓度等成本型指标可按下面式(1)或式

(2)对原始数据进行规范化处理,人均GDP等效益型
指标可按下面式(3)对原始数据进行规范化处理:
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xm(n, k) =
x′
m(n, k)

max
k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}

x′
m(n, k)

, (1)

xm(n, k) =

max
k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}

x′
m(n, k)− x′

m(n, k)

max
k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}

x′
m(n, k)− min

k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}
x′
m(n, k)

, (2)

xm(n, k) =

x′
m(n, k)− min

k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}
x′
m(n, k)

max
k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}

x′
m(n, k)− min

k∈{1,2,...,K},m∈{1,2,...,M}
x′
m(n, k)

. (3)

将规范化后的面板数据、时间序列和截面数据

分别表示为Xm、Xm(n)和X(n, k),以下模型构建过
程中使用的数据均为规范化后的数据.

1.2 面板数据灰色差值关联模型的构建

1.2.1 提取差值特征

面板数据差值特征的提取如图1所示.其中:A、
B和C均代表在时刻k对象m1、m2和m3关于指标n

的指标值,“+”和“−”表示B和C两点分别从大于

和小于A点的方向判断与A点的差异性特征.

+

-

X

x n k
m1

( , )

x n k
m2

( , )

x n k
m3

( , )

B

C

BA

CA

A

图 1 差值特征提取示意

定义2 令∆m1,m2
(n, k)=xm1

(n, k)−xm2
(n, k)

和 |∆m1,m2
(n, k)| = |−∆m2,m1

(n, k)| = |xm1
(n, k)−

xm2
(n, k)|是对象m1和m2关于指标n在k时刻的差

值和差值绝对值,则面板数据中时间序列的差值和
差值绝对值可表示为∆m1,m2

(n) = (∆m1,m2
(n, 1),

∆m1,m2
(n, 2), . . . , ∆m1,m2

(n,K))和 |∆m1,m2
(n)| =

(|∆m1,m2
(n, 1)|, |∆m1,m2

(n, 2)|, . . . , |∆m1,m2
(n,K)|);

两个面板数据Xm1
与Xm2

的差值以及差值绝对值可

以表示为∆m1,m2
和 |∆m1,m2

|.
需要注意的是, 虽然用来评判差异特征的

∆m1,m2
(n, k)和∆m2,m1

(n, k)绝对值大小相同,但二
者互为相反数,表明关联方向不同.

定义3 设xm2
(n, k)为对标值,若Tm1,m2

= 1,
则表示 xm1

(n, k)从大于 xm2
(n, k)的方向判断与

xm2
(n, k)的差异特征;若 Tm1,m2

= −1,则表示
xm1

(n, k) 从小于xm2
(n, k)的方向判断与xm2

(n, k)

的差异特征.因此称

Tm1,m2
(n, k) =

1, ∆n1,n2
(n, k) ⩾ 0;

−1, ∆n1,n2
(n, k) < 0

(4)

为xm1
(n, k)与xm2

(n, k)间的方向判断因子.

在上述的差值特征提取中,差值绝对值作为差异
度量基本单元,用以量化灰色关联系数大小,方向判
断因子则可判断关联方向.在确保关联度排序结果
不受影响的前提下,为提高关联系数和关联度的分辨
性[18],增强排序结果的可信度,本文以指数函数为基
础构建新模型.

1.2.2 构建灰色关联系数

定义4 设对象m1和m2关于N个指标和K个

时刻的面板数据为Xm1
和Xm2

,称

γm1,m2
(n, k) = Tm1,m2

(n, k) · e−α·|∆m1,m2
(n,k)| (5)

为对象m1和m2关于指标n在k时刻的关联系数.其
中α (α ∈ (0, 1])为距离度量调节因子,可对差值在关
联系数中的作用程度进行调节.
传统关联模型直接对关联系数加权平均计算关

联度,此计算方式易导致关联度稳定性较低.本文对
关联度的计算方式进行了如下改进.

1.2.3 计算灰色关联度

定义5 设对象m1和m2关于指标n时间序列

间的方向判断因子为

Tm1,m2
(n) =


1,

K∑
t=1

∆m1,m2
(n, k) ⩾ 0;

−1,

K∑
t=1

∆m1, m2
(n, k) < 0.

(6)

依据相同的构建思想,面板数据关于对象m1和

m2的方向判断因子可表示为

Tm1,m2
=


1,

K∑
t=1

N∑
n=1

∆m1,m2
(n, k) ⩾ 0;

−1,
K∑
t=1

N∑
n=1

∆m1,m2
(n, k) < 0.

(7)

定义6 灰色差值关联度由方向判断因子和关

联度大小构成.在面板数据中,对象m1和m2关于指

标n时间序列间的关联度可定义为

ϕm1,m2
(n) =

Tm1,m2
(n) · |γm1,m2

(n)| · e−β·σ(∆m1,m2
(n)). (8)
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其中: |γm1,m2
(n)| =

K∑
t=1

|γm1,m2
(n, k)|

/
K; β (β ∈

[0, 1])为时间序列的波动调节因子;σ(∆m1,m2
(n))表

示对象m1和m2关于指标n时间序列差值的标准差,
其主要作用是表征时间序列间的相对波动程度,并通
过e−β·σ(∆m1,m2

(n))增强关联度对时间序列相对波动

的刻画能力; |γm1,m2
(n)| · e−β·σ(∆m1,m2

(n))为对象m1

和m2关于指标n时间序列关联度大小.
在计算面板数据关联度时,采用熵权法获取各指

标权重,消除由于指标权重主观判定对关联结果产生
的影响.首先,根据面板数据的规范化结果求各指标
的信息熵为

E(n) =

− ln (K ·M)−1
K∑

k=1

M∑
m=1

pm(n, k) ln(pm(n, k)),

其中 pm(n, k) = xm(n, k)
/ K∑

k=1

M∑
m=1

xm(n, k).若

pm(n, k) = 0,则令 lim
pm(n,k)→0

pm(n, k) ln(pm(n, k)) =

0.然后,获取指标权重序列w = (w1, w2, . . . , wN ),wn

= (1− E(n))
/(

N −
N∑

n=1

E(n)
)
.

在考虑指标权重后,对象m1与m2间的关联度可

定义为

ϕm1,m2
= Tm1,m2

· |γm1,m2
| · e−δ·σ(∆m1,m2

). (9)

其中: |γm1,m2
| =

K∑
k=1

N∑
n=1

wn · |γm1,m2
(n, k)|

/
K =

N∑
n=1

wn · |γm1,m2
(n)|; δ(δ ∈ [0, 1])为面板数据的波动

调节因子;σ(∆m1,m2
)表示面板数据关于对象m1与

m2之间差值的标准差,表征两个面板数据间的相对
波动程度,然后通过e−δ·σ(∆m1,m2

)增强关联度对面板

数据间相对波动的刻画能力; |γm1,m2
| · e−δ·σ(∆m1,m2

)

为对象m1与m2间的关联度大小.
本文主要通过离散形式获取差异特征,所以新模

型不仅适用于两个对象间的面板数据关联研究,而且
适用于不同时刻间的数据关联情况测度.模型中波
动调节因子 (β和 δ)的取值主要根据评价者对数据

集间相对波动的重视程度来选取.若不考虑序列间
相对波动对关联度的影响,则可能出现差值绝对值相
同,但差值符号不完全相同的两数据集间灰色关联度
相同的情况,影响模型分析效果.
1.3 面板数据灰色差值关联模型的性质

本节先给出反对称性和排列保序性在灰色关联

分析中的定义,然后对新模型具备性质进行证明.

定义7 设任意等长度序列Xi和Xj ,若任意灰
色关联系数均满足γ(xi, xj) = −γ(xj , xi),灰色关联
度满足ϕ(Xi, Xj) = −ϕ(Xj , Xi),则称此灰色关联模
型满足反对称性.
定义8 设Xl、Xi和Xj为对象 (或指标)排列顺

序可任意变化的等长序列,其中Xl为参考序列,Xi和

Xj为相关序列,改变对象 (或指标)排列顺序后的序
列分别为X ′

l、X
′
i和X ′

j .若对于任意对象 (或指标)排
列顺序均有ϕ(Xi, Xl) > ϕ(Xj , Xl) ⇒ ϕ(X ′

i, X
′
l) >

ϕ(X ′
j , X

′
l),则称此灰色关联模型满足排列保序性.

性质1

1) γm1,m2
(n, k) ∈ (−1, 0)

∪
(0, 1], γm1,m2

(n) ∈
(−1, 0)

∪
(0, 1], γm1,m2

(k) ∈ (−1, 0)
∪
(0, 1], ϕm1,m2

∈
(−1, 0)

∪
(0, 1];

2) γm1,m2
(n, k) = −γm2,m1

(n, k), γm1,m2
(n) =

−γm2,m1
(n), γm1,m2

(k) = −γm2,m1
(k), ϕm1,m2

=

−ϕm2,m1
;

3) γm1,m2
(n, k) = 1 ⇔ xm1

(n, k) = xm2
(n, k),

ϕm1,m2
= 1 ⇔ Xm1

= Xm2
.

证明 1) 因为∆n1 ,n2
(n, k) ∈ (−∞,+∞),所

以 |∆n
1
,n

2
(n, k)| ∈ [0,+∞).又因为 α ∈ (0, 1],

当 Tm1,m2
(n, k) = 1时, γm1,m2

(n, k) ∈ (0, 1];当

Tm1,m2
(n, k) = −1时, γm1,m2

(n, k) ∈ (−1, 0).所以

γm1,m2
(n, k) ∈ (−1, 0)

∪
(0, 1].

性质1的1)中的其他性质与γm1,m2
(n, k) ∈ (−1,

0)
∪
(0, 1]中的证明过程类似,此处不展开.

2)因为∆m1,m2
(n, t) = xm1

(n, t) − xm2
(n, k) =

−(xm2
(n, k)− xm1

(n, k)) = −∆m2,m1
(n, k),所以

Tm1,m2
(n, k) = −Tm2,m1

(n, k), e−α·|∆m1
,m2(n,k)| =

e−α·|∆m2
,m1(n,k)|,因此γm1,m2

(n, k) = −γm1,m2
(n, k).

性质 1的 2)中的性质主要体现模型的反对称性,

γm1,m2
(n) = −γm2,m1

(n), γm1,m2
(k) = −γm2,m1

(k)

和ϕm1,m2
= −ϕm2,m1

的证明过程与之类似,此处不

展开.

3)容易证明,当且仅当两数据相等时, γm1,m2
(n,

k) = 1 ⇔ xm1
(n, k) = xm2

(n, k). ϕm1,m2
= 1 ⇔

Xm1
= Xm2

同理可证. 2
性质2 当变换对象 (或指标)排列顺序时,不影

响灰色关联度,即模型满足排列保序性.

从新模型的构建过程可以看出,关联系数和关联

度均通过离散数据计算得出,研究数据在对象 (或指

标)上的排列顺序变动不会影响关联度.

性质3 波动调节因子将在一定程度上降低灰
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色关联度.

以时间序列中的灰色关联度为例,因为 β ∈
[0, 1], σ(∆m1,m2

(n)) ⩾ 0, 所以 |ϕm1,m2
(n)| 是

σ(∆m1,m2
(n))的非增函数.即在β ̸= 0且差值绝对

值相同的情况下,数据间的相对波动越大,关联度越
低.该性质表明数据间的相对波动将在一定程度上
降低灰色关联程度.

2 京津冀大气污染变化特征分析

2.1 研究问题及研究数据

随着“大气十条”和“蓝天保卫战三年行动计划”

等大气防治政策的实施,我国大气污染防治工作取得
了一定成效,但主要污染物的改善程度有所差异.如
何判断主要污染物的变化趋势和特征,确定区域治理
的重点污染物,已成为深入细化大气污染防治措施的
重要问题.此外,区域内城市排列顺序的不固定性、不
同城市在不同时间大气污染优劣性的不唯一性,给区
域大气污染变化特征分析带来了严峻挑战.本文选
取在全国范围内污染相对严重的京津冀地区为研究

对象,利用构建的面板数据灰色差值关联模型判断京
津冀地区不同时段间主要污染物的变化特点,分析京
津冀地区各污染物在 2013∼ 2021年间的污染趋势,

在验证新模型的可操作性和适用性的同时,为区域内
重点治理污染物的识别提供参考,为大气污染联防联
控提供依据.本文还通过两组蒙特卡洛重复实验验
证新模型的排列保序性和稳定性.
在研究数据及参数选取方面,依据 2012年颁布

的《环境空气质量标准》,选取细颗粒物 (PM2.5)、可
吸入颗粒物 (PM10)、 二氧化硫 (SO2)、 二氧化氮
(NO2)、一氧化碳 (CO)和臭氧 (O3)六种污染物为主
要分析指标,以京津冀地区13个城市 (北京、天津、石
家庄、唐山、秦皇岛、邯郸、保定、张家口、承德、沧州、

廊坊、衡水和邢台)在2013∼ 2021年的6种污染物浓
度年度数据为基础.在数据来源方面, 2013∼ 2021年
京津冀地区6种污染物浓度数据来源于各地环境公
报.此外,原始数据均按照式 (1)进行规范化处理.在
模型参数选取方面,本文采取折中思想,调节因子均
取0.50,即α = β = δ = 0.50.

2.2 空气质量变化趋势判断

本节以2013年京津冀地区6种污染物数据为参
照,分析2013∼ 2021年京津冀地区大气污染的年度
变化情况.不同年份污染物与2013年对应污染物的
关联度如图2所示.
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图 2 以2013年数据为基准的关联度

首先,从图 2(a)中京津冀地区总体空气质量状
况来看, 2013∼ 2021年间空气质量状况明显好转.由
于污染物浓度指标已按照“成本型”指标进行处理,
经过转换的数据值越大代表空气质量越好.从图
2可知, 2014∼ 2021年京津冀地区大部分污染物与
2013年的关联度为正数,且有逐渐降低的趋势.关

联度符号为正,表明经过处理的其他年份污染物浓
度值整体上高于2013年,则2014∼ 2021年原始污染
物浓度低于2013年,所以其他年份污染情况较2013
年更低.关联度数值大小有逐渐降低的趋势,表明
2014∼ 2021年间污染情况与 2013年相比变化有逐
渐增大的倾向.结合关联度符号为正数,则可以判断
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出 2014∼ 2021年间京津冀地区空气质量状况相较
2013年明显好转,与诸多学者[24-25]研究结论相同.其
次,从不同指标污染情况来看,除O3外的其他指标在

2013∼ 2021年间均呈现逐渐好转的趋势.从图 2(c)
可以看出, 2017∼ 2019年O3与2013年的关联度为负
数,表明 2017∼ 2019年京津冀地区O3污染情况劣

于2013年,其他年份优于2013年.从图2(d)可知, CO
在2013∼ 2021年间污染情况呈现波动下降态势,其
他污染物 (SO2, PM2.5, PM10和NO2)的情况逐年好
转.京津冀地区在持续改善PM2.5和PM10等污染的

同时,应继续加强对O3污染防治的重视.
据生态环境局发布信息, 2021年京津冀地区

PM2.5年均浓度首次全面步入“30+”阶段,优良天
数比例持续上升,严重污染天数大幅消减,区域生态
环境质量持续改善,与本文模型分析结果相符.此外,
图3为2021年与2013年污染物浓度原始数据差值的
散点图,其中横轴1∼ 13分别代表按北京、天津、石家
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图 3 2021年与2013年污染物原始浓度值差值的散点图

庄、唐山、秦皇岛、邯郸、保定、张家口、承德、沧州、

廊坊、衡水和邢台顺序排列的13个城市.从图3中可
以看出, 2021年绝大部分城市的6种污染物浓度均低
于2013年,从而验证了上述分析结果的有效性,表明
文本模型不仅可以测度关联程度大小,其关联度符号
也具有极强的现实意义.

2.3 模型排列保序性和稳定性检验

2.3.1 模型排列保序性检验

本节将通过观察对象改变排列顺序前后关联序

是否一致,来判断模型结果是否受到对象排列顺序
的影响.其中,判断关联序是否一致的指标为Kendall
相关系数(R).当对象排列顺序变动不影响排序结果
时,R = 1;当对象排列顺序变动导致排序结果完
全相反时,R = −1;当对象排列顺序变动前后排序
结果完全独立时,R = 0;其他情况下R ∈ (−1, 0)∪
(0, 1).选取的对比模型为邓氏关联度、接近性关联
模型[18]、拓展灰色关联模型[20]、网格关联模型[22]和

相似性关联模型[18].
本文共有13个研究对象 (城市),因此共有13!种

排列顺序可供验证.为节约资源和时间,随机选取
500种无重复的对象排列,计算对象顺序改变前后关
联序之间的R,结果如图4所示.其中,对照的对象排
列顺序为“邢台、邯郸、保定、廊坊、天津、北京、石家

庄、唐山、沧州、张家口、承德、秦皇岛和衡水”.
从图4可以看出, 6个模型中仅有本文模型和邓

氏关联度不受对象排列顺序的影响,更适用于对象排
列具有不固定性特征的面板数据.其他4种对比模型
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图 4 各模型改变对象排列顺序前后关联序之间的R散点图
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均出现了对象排列顺序改变导致关联序发生改变的

情况,表明这4种模型更适用于研究对象排列顺序相
对固定的案例.模型不满足排列保序性的原因是:在
考虑对象维度/截面数据中的关联度时,仅将某种对
象排列中相邻对象间的特征作为关联程度的判断依

据,未将其他对象间的相关特征加入关联度计算过程
中.解决此问题的方法是:离散或遍历提取面板数据
对象维度的关联特征,然后计算关联系数和关联度.

2.3.2 模型稳定性检验

对于能体现正负相关性的灰色关联模型,关联
度能抵抗数据变动的影响是模型稳定性高的重要

体现.为说明新模型具有较高的稳定性,选取2个灰
色关联模型 (灰色斜率关联模型[12]和灰色网格关联

模型[22])以及2个非灰色模型 (皮尔逊相关系数和马
氏距离)作为对比模型,从研究数据中截取2013年和

2016年北京、天津、石家庄、唐山、秦皇岛、邯郸
和保定规范化后的PM2.5浓度数据作为实验数据.在
与传统灰色关联模型的对比方面,分别计算不同城市
2016年与2013年的关联系数,并获取关联度,结果如
表1所示.
从表1中关联系数来看, 3个模型关联系数绝对

值均较大,表明 3个模型均认为两序列关联程度较
高.但通过对比关联度和关联系数可以发现,网格关
联模型和斜率关联模型的关联度均表现出与关联

系数呈现的关联程度不匹配的情况,具体表现为:两
模型关联系数大小均在0.750以上,但是关联度分别
为0.322和0.305.而本文模型关联系数和关联度均在
0.900以上,对关联程度的展示效果一致.因此,仅通
过一次对比实验来看,本文模型的稳定性明显优于传
统灰色关联模型.

表 1 关联系数及关联度计算结果

模型 关联系数 关联度

网格关联模型 −0.967 0.952 0.962 0.974 0.978 −0.965 − 0.322

斜率关联模型 −0.904 0.957 0.783 0.989 0.958 −0.953 − 0.305

本文模型 0.971 0.954 0.924 0.946 0.930 0.944 0.962 0.947

注:“−”表示关联系数不存在 (因网格关联模型和斜率关联模型均以斜率差为基础构建模型,故7组数据只存在6个关联系数).

为进一步验证模型稳定性,实验数据范围设定为
原始实验数据上下浮动5%的区间数据,实验数据序
列由区间数据内随机取值数据构成.在500次重复实
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图 5 随机取值序列间的所选模型计算结果的散点图

验中, 5个模型分别根据随机选取的序列进行计算,结
果如图5所示.
从图5(a)可以看出,在500次的重复实验中,当数

据仅在原序列正负 5%的小区间内变动时,斜率关
联度存在 3个区间: 0.20∼ 0.30, 0.50∼ 0.60和 0.85∼
0.90,网格关联度也存在3个区间: 0.30∼ 0.35, 0.60∼
0.70和0.90∼ 1.00.这说明斜率关联模型和网格关联
模型受数据轻微变动的影响较大,模型稳定性较低;
本文模型结果集中在 0.90∼ 0.95范围内,受数据波
动影响较小,稳定性更强,与表 1中单次实验结果相
符.传统灰色关联模型出现稳定性低的主要原因是:
忽视了关联系数之间的正负抵消会导致关联度稳定

性降低的问题.解决此问题的方法是:厘清灰色关联
度符号和大小的现实意义,关联度符号代表关联方
向,关联度大小表示关联程度.因此,在计算关联度
时,应分别计算关联度的符号和大小.
从图5(b)可以看出,在500次的重复实验中, 3个

模型均展示出较强的稳定性.但是当数据集发生轻
微变动时,皮尔逊相关系数和马氏距离结果几乎未发
生改变,表明两模型的灵敏性较低.
通过上述模型对比可以得出:本文模型比传统

灰色关联模型更稳定,其灵敏性也强于皮尔逊相关系
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数和马氏距离,更适用于数据量较少的相关性分析.

3 结 论

本文剖析了现有灰色关联模型在保序性、稳定

性和正负性等方面存在的问题,构建了适用于面板数
据的灰色差值关联模型.首先,将差值特征的现实意
义纳入新模型构建中,使得新模型既可以测度关联程
度大小,又可以判断关联方向,具有极强的现实意义;
其次,新模型改进了传统灰色关联度计算方式,还考
虑了数据相对波动对关联度的影响,使得新模型不仅
消除了对象排列顺序变动对关联度结果的影响,而且
解决了正负关联系数相互抵消导致关联度稳定性较

低的问题,还增强了灰色关联模型对序列间相对波动
的刻画能力.在模型性质方面,提出了反对称性和排
列保序性在灰色关联分析中的定义,并对新模型具备
的性质进行了证明.在实际应用方面,新模型检测出
2013∼ 2021年京津冀地区大气污染情况持续向好,
但仍需加强对O3污染的治理.在与所选模型的重复
实验对比中,体现了模型结果的合理性、稳定性和排
列保序性,展示了本文模型更加完善的体系结构.此
外,新模型的构建对现有灰色关联模型的改进具有极
强的参考价值,为能体现正负相关性的灰色关联模型
构建提供了清晰的研究思路.
虽然新模型的提出解决了灰色关联理论的诸多

问题,但模型仍然存在以下问题值得深入研究: 1)模
型仅适用于数据集为实数的情况,将其拓展至灰数和
模糊数应用领域是值得深入研究的方向; 2)模型在
理论上可以运用到时空数据等更高维度数据,但仍需
在实际案例中进行验证; 3)与数据漂移检测方法结
合,判断大气污染相关数据分布变化特点,为大气污
染物浓度预测提供数据支持是值得拓展的方向.
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