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新息优先一致分数阶离散GM(1, 1)模型及应用

沈琴琴1, 曹 阳1,2†, 王鲁欣3, 高赛昆2

(1. 南通大学交通与土木工程学院，江苏南通 226019；2. 南通大学数学与统计学院，
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摘 要: 一致分数阶GM(1, 1) (CFGM (1, 1))模型是一种基于一致分数阶累加的单变量灰色预测模型.一致分数
阶累加生成算子不满足灰色预测理论中极其重要的新息优先原则,且CFGM(1, 1)模型存在从差分方程到微分方
程的转换误差.为此,提出一种新息优先一致分数阶累加生成算子,结合离散GM(1, 1)模型的思想,构建新息优先
一致分数阶离散GM(1, 1)模型,从理论上导出新算子满足新息优先原则的条件,并用两类智能优化算法寻求模型
中的最优累加参数.两个实际案例表明,所提模型不仅能满足新息优先原则,还可以有效克服CFGM(1, 1)模型中
的转换误差,具有更优的拟合和预测精度.
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Abstract: The conformable fractional GM (1, 1) (CFGM (1, 1)) model, which is based on the conformable fractional
accumulation, is a recently proposed univariate grey prediction model. The conformable fractional accumulated
generating operator does not satisfy the new information priority principle, which is extremely important in grey
prediction theory. And the CFGM (1, 1) model suffers from transformation errors from difference equation to
differential equation. To address these two issues, a new information priority conformable accumulated generating
operator is proposed. By combining the idea of the discrete GM (1, 1) model, a new information priority conformable
fractional discrete GM (1, 1) model is constructed. The conditions for the novel operator to satisfy the new information
priority principle are theoretically derived. Meanwhile, two kinds of intelligent optimization algorithms are adopted to
determine the optimal accumulation parameters. Two practical examples demonstrate that the proposed model not only
satisfies the new information priority principle but also effectively overcomes the transformation errors in the
CFGM (1, 1) model, resulting in better fitting and prediction accuracy.
Keywords: grey prediction system；conformable fractional order accumulation；new information priority；discrete
grey model

0 引 䀰

灰色系统理论以具有“少数据、小样本、贫信息”

的不确定性系统为研究对象,通过对部分已知的信
息进行预处理以提取有价值的信息,建立相应的数学
模型以准确描述系统的运行行为和演化规律,进而实

现对系统未来变化的定量分析[1].灰色预测模型是灰
色系统理论的重要组成部分,被广泛应用于交通、能
源、水利、经济、管理等领域,如隧道围岩的收敛变形
特征分析[2]、交通流预测[3]、网络舆情分析和预测[4]

等.在已提出的大量灰色预测模型[5]中,最为经典的
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是GM(1, 1)模型,其本质上是一类微分方程模型,前
面的“1”表示微分方程的阶数是1阶,后面的“1”表
示考虑的问题是单变量问题.

GM(1, 1)模型首先通过对原始数据序列进行一
阶累加生成得到符合近似指数规律的数据序列,以弱
化数据的随机性;然后建立一阶线性微分方程模型,
并求得相应的时间响应函数以模拟累加生成序列的

演化规律,最后再累减还原得到原始数据序列的拟合
值,并由此定量地预测其未来发展趋势.由此可见,累
加生成算子是使原始数据序列由无规律变为近似指

数规律的一种方法,在灰色预测模型以及灰色系统理
论的研究中占有非常重要的地位.
围绕灰色累加生成,近年来研究人员在灰色累

加生成算子的拓展与性质研究等方面做了大量工作,
提出了一系列新的累加生成算子,建立了新的灰色
预测模型,扩大了灰色系统理论的应用范围.如:基
于数据的周期性特征提出了循环截断生成累加[3];在
一阶累加的基础上分析了高阶整数阶累加的机理并

将整数设置成分数,扩大了累加参数的范围,从而提
出了分数阶累加[6-7];基于灰色预测理论中的新息优
先原则,提出了新息优先累加[8]以及加权分数阶累

加[9];针对原始数据增长或下降速度过快提出了阻尼
累加[10];为消除无效灰色信息所产生的模型误差,利
用伯努利分布来区分有效和无效灰色信息,提出了
概率累加[11]等.最近,文献 [12]直接利用函数一致分
数阶导数及一致分数阶差分的定义[13]提出了一类

新的一致分数阶累加,建立了一致分数阶GM(1, 1)
(conformable fractional GM (1, 1), CFGM (1, 1)) 模
型,并对 21个基准数据集进行了测试,结果表明
CFGM(1, 1)模型明显优于经典的GM(1, 1)模型和
分数阶GM(1, 1)模型.在一致分数阶累加的基础上,
根据数据的不同特征,有学者又相继提出了非齐次一
致分数阶灰色预测模型[14]、非线性一致分数阶灰色

预测模型[15]等,并分析了一致分数阶累加生成算子
的扰动界[16].
本文研究发现,最近提出的CFGM(1, 1)模型尽

管比传统的GM(1, 1)模型更能体现信息的差异性
对数据发展趋势的影响,但明显存在两个方面的缺
陷,一是一致分数阶累加生成算子并不满足灰色预
测理论中极其重要的新息优先原则;二是与经典的
GM(1, 1)模型一样, CFGM (1, 1)模型中的发展系数
和灰作用量两个参数是通过将微分方程两边积分后

化为差分方程再通过最小二乘法计算出的,而时间响
应函数又是直接从微分方程导出的,因而存在从差分

方程到微分方程的转换误差.
为克服CFGM(1, 1)模型中的两个缺陷,本文

首先基于新息优先原则[4,8-9]提出一种新息优先一

致分数阶累加生成算子,然后结合离散GM(1, 1)
模型的思想[17-23],构建新息优先一致分数阶离散
GM(1, 1) (new-information-priority conformable
fractional discrete GM (1, 1), NCFDGM(1, 1))模型.从
理论上导出新算子满足新息优先原则的条件,并用两
类智能优化算法寻求模型中的最优累加参数.最后
通过中国城镇居民家庭人均可支配收入以及隧道围

岩收敛变形预测的两个实际案例来验证所提模型的

有效性.

1 一致分数阶GM(1,1)模型
本节简单回顾一致分数阶GM(1,1)模型的定义

并分析其优缺点.为此,先给出一致分数阶累加生
成算子(conformable fractional accumulated generating
operator, CFAGO)的定义.
定义1 [12]设

X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(N))T (1)

为给定的原始非负序列,N为序列的长度,α ∈ R+.
称

X(α) = (x(α)(1), x(α)(2), . . . , x(α)(N))T

为X(0)的一致分数α阶累加生成序列.

x(α)(k) =



k∑
j=1

x(0)(j)

j⌈α⌉−α
, 0 < α ⩽ 1;

k∑
j=1

x(α−1)(j), α > 1.

其中: k = 1, 2, . . . , N , ⌈·⌉表示向上取整函数.
定义2 [12] 设原始非负序列X(0)及其一致分数α

阶累加生成序列X(α)如定义1所示.
1)称

dx(α)(t)

dt
+ âx(α)(t) = b̂ (2)

为一致分数阶GM(1, 1)模型的白化微分方程,其中 â

和 b̂分别为发展系数和灰作用量.
2)在初始条件x(α)(t)|t=1 = x(0)(1)下,一致分数

阶GM(1, 1)模型的时间响应函数为

x̂(α)(t) =
(
x(0)(1)− b̂

â

)
e−â(t−1) +

b̂

â
, (3)

其中t = 1, 2, . . . .
3) 累减还原后,一致分数阶GM(1, 1)模型的拟

合和预测值为
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x̂(0)(t) =

t∑
j=1

[
−⌈α⌉
t− j

]
t⌈α⌉−αx̂(α)(j),

其中t = 1, 2, . . ..
需要说明的是,一致分数阶累加生成算子是根据

函数的一致分数阶导数及一致分数阶差分的定义导

出的[12],相比分数阶累加生成算子的定义[6]更加简

洁且便于理论推导.特别地,当α ∈ (0, 1]时,X(α)先

对原始序列X(0)中的元素逐个进行预处理后再进行

一阶累加.累加算子的矩阵形式可表示为

X(α) = ADX(0).

其中

A =


1 0 . . . 0

1 1 . . . 0
...
...
. . .

...
1 1 . . . 1

 ,

D =


1α−⌈α⌉ 0 . . . 0

0 2α−⌈α⌉ . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Nα−⌈α⌉

 ,

分别为传统的一阶累加生成算子矩阵和对角矩阵.
当α ∈ (n, n + 1](n = 1, 2, . . .)时,一致分数α阶累

加生成序列X(α)是一致分数α − 1阶累加生成序列

X(α−1)的一阶累加,即

X(α) = AX(α−1) = A⌈α⌉DX(0) ≜ A(α)X(0). (4)

这里A⌈α⌉表示A的 ⌈α⌉次幂 (即 ⌈α⌉个A相乘),A(α)

称为一致分数α阶累加生成算子,用矩阵可表示为

[
⌈α⌉
0

]
1α−⌈α⌉ 0[

⌈α⌉
1

]
1α−⌈α⌉

[
⌈α⌉
0

]
2α−⌈α⌉

...
...[

⌈α⌉
N − 1

]
1α−⌈α⌉

[
⌈α⌉

N − 2

]
2α−⌈α⌉

→

←

. . . 0

. . . 0

. . .
...

. . .

[
⌈α⌉
0

]
Nα−⌈α⌉


. (5)

其中

[
⌈α⌉
n

]
=
⌈α⌉(⌈α⌉+ 1) . . . (⌈α⌉+ n− 1)

n!
.

综上,有如下结论.
定理1 设X(0)和X(α)分别为由定义1所示的

原始非负序列和一致分数α阶累加生成序列,α ∈
(n, n + 1] (n = 0, 1, 2, . . .),则X(α)的第k个分量可

表示成

x(α)(k) =

k∑
j=1

[
⌈α⌉
k − j

]
jα−⌈α⌉x(0)(j) ≜

k∑
j=1

wk,jx
(0)(j), k = 1, 2, . . . , N, (6)

且有

wk,j+1 ⩽ wk,j , 1 ⩽ j ⩽ k − 1. (7)

证明 由式(4)和一致分数阶累加生成算子的矩
阵表达式(5)可直接计算出X(α)的各个分量.
由式(6)的具体表达式可知

wk,j+1 =[
⌈α⌉

k − j − 1

]
(j + 1)α−⌈α⌉ =

⌈α⌉(⌈α⌉+ 1) · · · (⌈α⌉+ k − j − 2)

(k − j − 1)!
(j + 1)α−⌈α⌉,

wk,j =[
⌈α⌉
k − j

]
jα−⌈α⌉ =

⌈α⌉(⌈α⌉+ 1) · · · (⌈α⌉+ k − j − 1)

(k − j)!
jα−⌈α⌉.

由于1 ⩽ j ⩽ k − 1,α ⩽ ⌈α⌉,且⌈α⌉ ⩾ 1,则有
wk,j+1

wk,j
=

k − j

k − j + ⌈α⌉ − 1

(
1 +

1

j

)α−⌈α⌉
⩽ 1,

即式(7)恒成立. 2
由定理1可知,在对原始序列进行一致分数阶累

加时,对新信息赋予的权重小于或等于对旧信息赋予
的权重,即一致分数阶累加生成算子严格不满足灰色
预测理论中的新息优先原则.
此外,为求得一致分数阶GM(1, 1)模型中的发

展系数 â和灰作用量 b̂,需先对白化微分方程 (2)两边
同时积分并用梯形公式离散化得

(x(α)(k)− x(α)(k − 1))+

â

2
(x(α)(k) + x(α)(k − 1)) = b̂, (8)

再将一致分数α阶累加生成序列X(α)代入式 (8),并
用最小二乘法求得
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b̂

 = (BTB)−1BTp.

其中

B =



−1

2
(x(α)(2) + x(α)(1)) 1

−1

2
(x(α)(3) + x(α)(2)) 1

...
...

−1

2
(x(α)(N) + x(α)(N − 1)) 1


,

p =


x(α)(2)− x(α)(1)

x(α)(3)− x(α)(2)
...

x(α)(N)− x(α)(N − 1)

 .

由上面的分析可知,一致分数阶GM(1, 1)模型
的时间响应函数 (3)是由微分方程 (2)直接导出的,而
其中的两个关键参数,即发展系数 â和灰作用量 b̂,是
由差分方程 (8)导出的.因此,与经典的GM(1, 1)模型
类似,一致分数阶GM(1, 1)模型存在从微分方程到
差分方程的转换误差.

2 新息优先一致分数阶离散GM(1, 1)模型
为使一致分数阶累加生成算子满足新息优先原

则,以及避免CFGM(1, 1)模型中的转换误差,本节构
建一种新息优先一致分数阶离散GM(1, 1)模型.

2.1 新息优先一致分数阶累加生成算子

定义 3 设X(0)为如式 (1)所示的原始非负序
列,α ∈ R+,λ ∈ (0, 1].称

X(α,λ) = (x(α,λ)(1), x(α,λ)(2), . . . , x(α,λ)(N))T (9)

为X(0)的新息优先一致分数阶累加生成序列,其中

x(α,λ)(k) =
k∑

j=1

[
⌈α⌉
k − j

]
λk−j

j⌈α⌉−α
x(0)(j). (10)

由定义 3可以看出,新息优先一致分数阶累
加生成算子 (new-information-priority conformable
fractional accumulated generating operator, NCFAGO)
是在一致分数阶累加生成算子的基础上引入一个新

息优先参数λ ∈ (0, 1][8].当j越接近k时, k − j越小,
从而λk−j越大.通过调节λ的取值可达到新息优先

的目的.
新息优先一致分数阶累加生成序列X(α,λ)用矩

阵的形式可表示为

X(α,λ) = A(α,λ)X(0),

其中A(α,λ)称为新息优先一致分数阶累加生成算子,
矩阵结构如下:



[
⌈α⌉
0

]
λ0

1⌈α⌉−α
0[

⌈α⌉
1

]
λ1

1⌈α⌉−α

[
⌈α⌉
0

]
λ0

2⌈α⌉−α

...
...[

⌈α⌉
N − 1

]
λN−1

1⌈α⌉−α

[
⌈α⌉

N − 2

]
λN−2

2⌈α⌉−α

→

←

. . . 0

. . . 0
. . .

...

. . .

[
⌈α⌉
0

]
λ0

N ⌈α⌉−α


. (11)

由A(α,λ)的基本形式可以看出,A(α,λ)是几类经

典累加生成算子的一般形式.特别地,当α = λ =

1时,A(1,1)中下三角部分的元素均恒为 1,即为经典
的一阶累加生成算子;当α = 1时,A(1,λ)即为新息

优先累加生成算子[8];当λ = 1时,A(α,1)即为一致

分数阶累加生成算子[12].由于A(α,λ)是下三角矩阵,
易得新息优先一致分数阶累加生成算子的逆算子

(A(α,λ))−1具有如下矩阵结构:

[
−⌈α⌉
0

]
λ0

1α−⌈α⌉ 0[
−⌈α⌉
1

]
λ1

2α−⌈α⌉

[
−⌈α⌉
0

]
λ0

2α−⌈α⌉

...
...[

−⌈α⌉
N − 1

]
λN−1

Nα−⌈α⌉

[
−⌈α⌉
N − 2

]
λN−2

Nα−⌈α⌉

→

←

. . . 0

. . . 0

. . .
...

. . .

[
−⌈α⌉
0

]
λ0

Nα−⌈α⌉


. (12)

下面的定理给出了新提出的累加生成算子

A(α,λ)满足新息优先的条件.
定理2 设α ∈ R+,λ ∈ (0, 1],新息优先一致分

数阶累加生成算子A(α,λ)如式(11)所定义,则当

0 < λ <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
(13)

时,A(α,λ)满足新息优先性.
证明 要分析A(α,λ)满足新息优先性的条件,即



3968 控 制 与 决 策 第39卷

要证给定原始序列X(0),经累加得到新序列X(α,λ)

时,新信息x(0)(j + 1)的权重要大于旧信息x(0)(j)的

权重.由式(10)可进一步设

x(α,λ)(k) =

k∑
j=1

wk,jx
(0)(j), k = 1, 2, . . . , N.

其中

wk,j+1 =[
⌈α⌉

k − j − 1

]
λk−j−1

(j + 1)⌈α⌉−α
=

⌈α⌉(⌈α⌉+ 1) · · · (⌈α⌉+ k − j − 2)

(k − j − 1)!

λk−j−1

(j + 1)⌈α⌉−α
,

wk,j =[
⌈α⌉
k − j

]
λk−j

j⌈α⌉ − α
=

⌈α⌉(⌈α⌉+ 1) · · · (⌈α⌉+ k − j − 1)

(k − j)!

λk−j

j⌈α⌉−α
.

从而要分析

wk,j+1

wk,j
=

k − j

λ(k − j + ⌈α⌉ − 1)

(
1 +

1

j

)α−⌈α⌉

> 1,

或分析

0 < λ <
k − j

k − j + ⌈α⌉ − 1

(
1 +

1

j

)α−⌈α⌉

(14)

满足的具体条件.
一方面,∀α ∈ R+, ⌈α⌉ ⩾ 1恒成立,从而
1)当0 < α ⩽ 1时, ⌈α⌉ = 1恒成立,则有

k − j

k − j + ⌈α⌉ − 1
= 1;

2)当α > 1时, ⌈α⌉ ⩾ 2,此时
k − j

k − j + ⌈α⌉ − 1
是

关于j的单调递减函数,则有
k − j

k − j + ⌈α⌉ − 1
⩾ 1

⌈α⌉
. (15)

综上, ∀α ∈ R+,式(15)成立.
另一方面, ∀α ∈ R+,有⌈α⌉ ⩾ α,即⌈α⌉ − α ⩾

0.因此
(
1 +

1

j

)α−⌈α⌉
是关于j (1 ⩽ j ⩽ k − 1)的单

调递增函数,则有(
1 +

1

j

)α−⌈α⌉
⩾ 2α−⌈α⌉. (16)

结合式 (15)和 (16)可知,要使式 (14)恒成立,即要
求λ满足(13)即可. 2

注1 对于∀α ∈ R+,易得
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
⩽ 1,即λ < 1

是新息优先一致分数阶累加生成算子A(α,λ)满足新

息优先性的必要条件.特别地,当α = 1时,A(1,λ)即

为新息优先累加生成算子[8].此时,条件 (13)退化为

0 < λ <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
= 1.

2.2 新息优先一致分数阶离散GM(1, 1)模型

定义4 设α ∈ R+, 0 < λ <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
,X(0)和

X(α,λ)分别为由式 (1)和 (9)所示的原始非负序列和
新息优先一致分数阶累加生成序列.称

x(α,λ)(k + 1) = β1x
(α,λ)(k) + β2 (17)

为新息优先一致分数阶离散 GM(1, 1)模型 (记为
NCFDGM(1, 1)),其中β1和β2为模型的参数.
将X(α,λ)式 (9)中的各分量代入式 (17)中,可得

关于β1和β2两个参数的超定方程组,再经最小二乘
法可求得 [

β1

β2

]
= (BTB)−1BTp. (18)

其中

B =


x(α,λ)(1) 1

x(α,λ)(2) 1
...

...
x(α,λ)(N − 1) 1

 , p =


x(α,λ)(2)

x(α,λ)(3)
...

x(α,λ)(N)

 .

此外,令初始值x(α,λ)(t)|t=1 = x(0)(1),由递推法可得
NCFDGM(1, 1)模型的时间响应函数如下:

x̂(α,λ)(t) =
(
x(0)(1)− β2

1− β1

)
βt−1
1 +

β2

1− β1
.

最后,根据新息一致分数阶累减算子 (12)计算可得原
始序列的拟合值

x̂(0)(t) =
t∑

j=1

[
−⌈α⌉
t− j

]
λt−jt⌈α⌉−αx̂(α,λ)(j),

t = 1, 2, . . . ,

并由此预测出该序列的发展趋势.
由上述NCFDGM(1, 1)模型建模过程可知,模型

参数β1、β2和时间响应函数均由离散方程 (17)导出,
从而避免了CFGM(1, 1)模型中从微分方程到差分方
程的转换误差,有效提高了模型的拟合和预测精度.

2.3 累加参数的确定

由NCFDGM(1, 1)模型 (17)可知,该模型有 4个
参数需确定,即模型参数β1、β2和累加参数α、λ,其
中模型参数β1和β2可由式 (18)计算得到,而为了能
计算出β1和β2,需事先确定累加参数α和λ.为此,可
取平均绝对百分比误差 (MAPE)作为判断模型精度
的指标,即

MAPE =
1

N

N∑
t=1

|x̂(0)(t)− x(0)(t)|
x(0)(t)

× 100%.
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其中:x(0)(t)为实际观测值, x̂(0)(t)为对应的拟合或

预测值.从而可构建关于累加参数α和λ的非线性约

束优化问题:

min
α,λ

MAPE(α, λ).

s.t. α > 0;

0 < λ <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
;

[β1, β2]
T = (BTB)−1BTp;

x̂(α,λ)(t) =
(
x(0)(1)− β2

1− β1

)
βt−1
1 +

β2

1− β1
,

t = 1, 2, . . . , N ;

x̂0(t) =
t∑

j=1

[
−⌈α⌉
t− j

]
λt−jt⌈α⌉−αx̂(α,λ)(j),

t = 1, 2, . . . , N. (19)

上述优化问题是非线性且不可微的,通常采用一
些智能优化算法 (如粒子群优化算法、量子粒子群优
化算法、遗传算法、模拟退火算法等)来求解.

3 案例分析

本节通过两个实际案例验证本文提出的新模型

的有效性和适用性,不仅根据消融思想选取经典的
GM(1, 1)模型[5]、离散GM(1, 1) (DGM (1, 1))模型[17]

以及一致分数阶累加GM(1, 1) (CFGM (1, 1))模型[12]

作为对比模型,还与最新提出的概率累加GM(1, 1)
(PGM (1, 1))模型[11]进行对比分析.
在CFGM(1, 1)模型、PGM (1, 1)模型以及本文所

提出的NCFDGM(1, 1)模型中均有累加参数需选取,
为此均可建立如式 (19)的非线性优化问题,并用量子
粒子群优化算法寻求最优累加参数.为对比分析不
同智能优化算法的效果,本文还选用遗传算法[8]来求

得NCFDGM(1, 1)模型中的最优累加参数.由于智能
优化算法初始值选取的随机性,每次优化结果都不一
样,为此对每个模型均在实验过程中观察20次的结
果再取其最优.此外,除了MAPE,本文还选用平均绝
对误差

MAE =
1

N

N∑
t=1

|x̂(0)(t)− x(0)(t)|

和均方根误差

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

|x̂(0)(t)− x(0)(t)|2

作为模型精度的评价指标,以进一步验证不同模型的
拟合和预测效果.

3.1 案例 1

案例 1对中国城镇居民家庭人均可支配收入
进行分析和预测,数据来源于《中国统计年鉴2022》
(https://data.stats.gov.cn/easyquery.htm?cn=C01),包含
近 10年 (从 2013年∼ 2022年)的数据.这里取 2013
年至 2020年共 8年的数据建立模型作拟合, 2021
年和 2022年的数据用于验证模型的准确性.由智
能优化算法寻得的最优累加参数见表 1, 5类模型
的拟合和预测误差见表2.其中: NCFDGM-QPSO和
NCFDGM-GA分别表示由量子粒子群优化算法和遗
传算法求得的最优累加参数,

APE =
|x̂(0)(t)− x(0)(t)|

x(0)(t)
× 100%.

表 1 各模型最优累加参数 (案例1)

CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

参数1 α = 0.937 5 λ = 0.290 8 α = 0.521 0 α = 0.519 8
参数2 − ϵ = 0.797 1 λ = 0.665 4 λ = 0.663 8

由表1可以看出, NCFDGM(1, 1)模型中由量子
粒子群优化算法和遗传算法求得的两个最优累加参

数分别为α = 0.521 0,λ = 0.665 4和α = 0.519 8,
λ = 0.663 8.经计算可以验证

0 < λ = 0.665 4 <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
≈ 0.717 5,

0 < λ = 0.663 8 <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
≈ 0.716 9,

均符合定理2中的条件.这说明NCFDGM(1, 1)模型
中的最优参数可以使本文提出的新的累加生成算子

满足新息优先性.为了更直观地说明新算子满足新
息优先性,图1给出了x(α)(8)和x(α,λ)(8)分别由一致

分数阶累加和本文提出的新息优先一致分数阶累加

计算过程中各原始分量的权重.由图1可以看出一致
分数阶累加过程中随着新信息的加入,其权重是逐渐
递减的,而本文提出的新息优先一致分数阶累加过程
中,新信息的权重明显大于旧信息.
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图 1 两种累加生成算子新息优先性比较 (案例1)
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表 2 各模型拟合和预测结果及误差比较 (案例1)

年份 原始数据x(0)
GM DGM CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/%

2013 2.646 7 2.646 7 0 2.646 7 0 2.646 7 0 2.646 7 0 2.646 7 0 2.646 7 0

2014 2.884 4 2.919 1 1.290 9 2.920 6 1.255 8 2.884 4 0 2.870 2 0.493 7 2.884 4 0 2.885 6 0.043 1

2015 3.119 5 3.133 9 0.463 2 3.135 6 0.516 3 3.134 5 0.481 9 3.120 8 0.042 3 3.118 1 0.044 4 3.115 8 0.118 5

2016 3.361 6 3.364 6 0.089 7 3.366 4 0.143 2 3.381 4 0.588 7 3.378 2 0.492 5 3.369 8 0.244 2 3.367 5 0.172 6

2017 3.639 6 3.612 3 0.751 3 3.614 2 0.697 6 3.633 0 0.181 3 3.640 5 0.024 0 3.639 8 0.006 3 3.639 0 0.017 6

2018 3.925 1 3.878 1 1.196 7 3.880 2 1.142 7 3.893 4 0.807 9 3.905 9 0.489 0 3.915 1 0.254 7 3.915 9 0.233 2

2019 4.235 9 4.163 6 1.707 7 4.165 9 1.653 3 4.165 1 1.671 4 4.172 4 1.498 2 4.186 1 1.175 1 4.188 6 1.117 2

2020 4.383 4 4.470 0 1.975 9 4.472 5 2.032 9 4.450 0 1.520 3 4.437 9 1.240 0 4.448 0 1.473 4 4.451 8 1.561 4

MAPE/% 0.923 4 0.930 2 0.656 5 0.535 5 0.399 8 0.408 4

MAE 0.035 7 0.035 8 0.026 3 0.021 3 0.016 8 0.017 1

RMSE 0.046 2 0.046 2 0.037 3 0.031 3 0.029 2 0.029 7

年份 原始数据x(0)
GM DGM CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/%

2021 4.741 2 4.799 0 1.219 4 4.801 7 1.276 6 4.749 8 0.181 2 4.700 2 0.865 6 4.698 8 0.894 0 4.703 9 0.787 6

2022 4.928 3 5.152 2 4.543 1 5.155 2 4.603 6 5.065 8 2.790 0 4.956 8 0.579 0 4.938 4 0.204 6 4.944 6 0.330 1

MAPE/% 2.881 6 2.940 1 1.485 6 0.722 3 0.549 3 0.558 4

MAE 0.140 9 0.143 7 0.073 0 0.034 8 0.026 2 0.026 8

RMSE 0.163 5 0.166 0 0.094 7 0.035 3 0.030 8 0.028 8

由表2中各模型的评价指标值可以看出,各类灰
色预测模型的拟合和预测精度都较高, CFGM (1, 1)
模型比经典的 GM(1, 1) 模型和 DGM(1, 1) 模型
更为有效,而本文提出的 NCFDGM(1, 1)模型比
CFGM(1, 1)模型表现更好.与最新提出的概率累
加 PGM (1, 1)相比,无论是拟合精度还是预测精度,
NCFDGM(1, 1)模型的表现均更佳.这充分说明一致
分数阶累加和本文提出的新息优先一致分数阶累

加比传统的一阶等权累加更能体现信息的差异性

对数据发展趋势的影响,且新息优先性在建立灰色
预测模型时起到十分重要的作用.此外,本文提出的
NCFDGM(1, 1)模型克服了CFGM(1, 1)模型中的转
换误差,在一定程度上也提高了模型精度.

3.2 案例 2

案例2对隧道围岩的收敛变形特征进行分析和
预测,数据选自文献 [2]中宴家隧道典型断面开挖过
程中的实测围岩收敛变形数据,共14组.这里取前10
组建立灰色预测模型,后4组用于验证模型预测的精
度.由智能优化算法寻得的最优累加参数见表 3,各
模型的拟合和预测误差见表4.

表 3 各模型最优累加参数 (案例2)

CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

参数1 α = 0.043 2 λ = 0.290 8 α = 4.339 1 α = 1.343 9
参数2 − ϵ = 0.797 1 λ = 0.060 8 λ = 0.176 9

由表3可知,由量子粒子群优化算法和遗传算法
求得的NCFDGM(1, 1)模型中的两个最优累加参数
分别为α = 4.339 1,λ = 0.060 8和α = 1.343 9,λ =

0.176 9.经计算可以验证

0 < λ = 0.060 8 <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
≈ 0.126 5,

0 < λ = 0.176 9 <
2α−⌈α⌉

⌈α⌉
≈ 0.317 3.

这再次说明NCFDGM(1, 1)模型中的最优参数满足
定理2中的条件,即本文提出的NCF累加生成算子
满足新息优先性.图 2给出了案例 2中 x(α)(10)和

x(α,λ)(10)在累加计算过程中各原始分量的权重.由
图2可以再次看出本文提出的新息优先一致分数阶
累加过程中,新信息的权重明显大于旧信息,而一致
分数阶累加不满足新息优先性.
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表 4 各模型拟合和预测结果及误差比较 (案例2)

序号 原始数据x(0)
GM DGM CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/%

1 1.21 1.210 0 0 1.210 0 0 1.210 0 0 1.210 0 0 1.210 0 0 1.210 0 0

2 2.12 2.963 9 39.806 6 2.976 5 40.400 9 2.140 8 0.981 1 2.122 3 0.110 6 2.124 0 0.187 0 2.129 8 0.461 7

3 2.99 3.344 2 11.846 2 3.357 3 12.284 3 3.030 4 1.351 2 3.024 3 1.146 3 3.058 6 2.293 9 3.046 7 1.896 5

4 4.01 3.773 4 5.900 2 3.786 8 5.566 1 3.832 5 4.426 4 3.863 6 3.651 2 3.850 1 3.986 4 3.842 3 4.182 8

5 4.56 4.257 6 6.631 6 4.271 3 6.331 1 4.556 6 0.074 6 4.582 2 0.487 6 4.548 0 0.263 1 4.545 2 0.324 2

6 5.21 4.804 0 7.792 7 4.817 8 7.527 8 5.210 0 0 5.185 0 0.479 5 5.177 6 0.621 1 5.179 3 0.589 6

7 5.65 5.420 5 4.061 9 5.434 1 3.821 2 5.798 7 2.631 9 5.712 1 1.098 3 5.758 4 1.918 7 5.762 8 1.996 0

8 6.19 6.116 1 1.193 9 6.129 4 0.979 0 6.327 8 2.226 2 6.213 7 0.382 6 6.303 2 1.829 2 6.308 6 1.915 9

9 6.88 6.901 0 0.305 2 6.913 5 0.486 9 6.802 0 1.133 7 6.737 1 2.076 9 6.820 6 0.863 1 6.825 6 0.791 2

10 7.32 7.786 6 6.374 3 7.798 0 6.530 1 7.225 2 1.295 1 7.322 5 0.034 0 7.316 2 0.051 8 7.319 7 0.004 2

MAPE/% 8.391 3 8.392 7 1.412 0 0.946 7 1.201 5 1.216 2

MAE 0.293 4 0.291 6 0.070 2 0.046 1 0.056 2 0.056 6

RMSE 0.377 6 0.387 9 0.094 7 0.069 7 0.077 2 0.079 0

序号 原始数据x(0)
GM DGM CFGM PGM NCFDGM-QPSO NCFDGM-GA

x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/% x̂(0) APE/%

11 8.09 8.785 8 8.600 7 8.795 7 8.723 1 7.601 4 6.039 6 8.003 7 1.066 2 7.793 8 3.661 2 7.795 1 3.645 2

12 8.56 9.913 3 15.809 6 9.921 0 15.899 5 7.933 9 7.314 3 8.811 0 2.931 7 8.256 1 3.549 9 8.254 7 3.566 1

13 8.91 11.185 5 25.538 7 11.190 3 25.592 2 8.225 9 7.677 9 9.772 8 9.684 0 8.256 1 3.549 9 8.700 7 2.348 6

14 9.32 12.620 9 35.417 4 12.621 9 35.428 3 8.480 3 9.009 7 10.918 8 17.154 9 9.142 4 1.905 7 9.134 7 1.987 7

MAPE/% 21.341 6 21.410 8 7.510 3 7.709 2 2.853 7 2.886 9

MAE 1.906 4 1.912 2 0.659 6 0.699 7 0.245 6 0.248 7

RMSE 2.144 1 2.147 8 0.671 5 0.918 0 0.251 8 0.254 1

从表4可以看出,无论是从拟合或是预测角度来
看, CFGM (1, 1)模型和NCFDGM(1, 1)模型都明显优
于GM(1, 1)和DGM(1, 1)模型.与CFGM(1, 1)模型
相比, NCFDGM(1, 1)模型的拟合精度提升幅度较小,
但预测精度提升幅度较大.与 PGM (1, 1)模型相比,
NCFDGM(1, 1)模型的拟合效果略逊,其MAPE值
高约 0.25%;但预测效果明显较优,其MAPE值低约
4.86%.
综合案例1和案例2,相较于经典的GM(1, 1)模

型和DGM(1, 1)模型, NCFDGM(1, 1)模型借助于一
致分数阶累加和新息优先累加,更能体现信息的
差异性对数据发展趋势的影响,极大地提高了拟
合和预测精度.相比最近提出的 CFGM(1, 1)模型,
NCFDGM(1, 1)模型更加突出了新息优先性且有效
克服了模型转化误差,因而拟合和预测精度都有一定
幅度的提升.

4 结 论

本文首先基于灰色预测理论中的新息优先原则

将新息优先累加与一致分数阶累加相结合,提出了新
息优先一致分数阶累加生成算子,从理论上给出了
新算子满足新息优先原则的条件.然后基于离散灰

色预测模型的思想,提出了新息优先一致分数阶离
散GM(1, 1) (NCFDGM(1, 1))模型.新模型有效克服
了一致分数阶GM(1, 1)模型严格不满足新息优先原
则和存在模型转换误差的两个缺陷.两个实际案例
验证了本文的理论结果以及模型的合理性.结果表
明NCFDGM(1, 1)可以更好地体现信息的差异性对
数据发展趋势的影响,比GM(1, 1)模型、DGM(1, 1)
模型以及CFGM(1, 1)模型的拟合和预测精度都有所
提高.
在现实生活中,一个系统的特征不仅会受到自身

历史因素的影响,还会有系统内其他诸多因素的影
响,且可能呈现出波动性、周期性、非线性特征,导致
对序列的准确预测十分困难.因此,在未来的研究中,
可考虑将新息优先一致分数阶累加与多变量灰色预

测模型相结合,以解决多变量数据的非线性特征,从
而提高模型的实用性.
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