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高维性能因子系统结构可靠性的主动学习分析方法

李炳毅1, 贾 祥1†, 张鑫航2, 李博文3

(1. 国防科技大学系统工程学院，长沙 410073；2. 国防科技大学理学院，长沙 410073；
3. 宇航动力学国家重点实验室，西安 710043)

摘 要: 在系统的结构可靠性分析中,针对主动学习克里金 (active learning Kriging, AK)方法中学习函数涵盖信息
不全面、终止准则过于保守,导致在高维因子系统的求解中加点过多带来高昂成本、效率较低的问题,提出一种高
维性能因子系统结构可靠性的主动学习分析方法.首先,基于初始样本构建Kriging模型,基于一种新的学习函数
寻点并更新模型,该函数能够同时考虑极限状态面附近、方差所度量的不确定性大小以及候选点本身的概率密度
情况,使得增加的学习点更具代表性;然后,使用预测值的最大相对误差作为加点终止准则;接着,估计系统的失效
概率;最后,在3个数值函数算例验证的基础上,针对一个8维曲柄滑块机械结构中连杆的失稳问题进行研究.实验
结果表明:与已有常见的学习函数相比,所提出方法在保证预测精度的条件下,减少了加点数量,能够实现准确、高
效的可靠性分析.
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Abstract: In the structural reliability analysis of the system, the learning function in the active learning Kriging (AK)
method does not cover comprehensive information and the termination criterion is too conservative, resulting in too many
points added in the solution process of the high-dimensional factor system. To solve the problems of high cost and low
efficiency, an active learning analysis method for the structural reliability of systems with high-dimensional performance
factors is proposed. First, the Kriging model is constructed based on the initial samples, and a new learning function is
proposed, which considers the uncertaintymeasured near the limit state surface, the variance, and the probability density of
the candidate points themselves, making the added learning points more representative and updating the model. Then, the
maximum relative error of the predicted value is used as the termination criterion, and the failure probability of the system
is estimated. Finally, based on the verification of three numerical function examples, the proposed method is applied in an
instability problem of the connecting rod in an 8-dimensional crank slider mechanical structure. The experimental results
show that the proposed method reduces the number of addition points while ensuring the prediction accuracy, and can
achieve accurate and efficient reliability analysis compared with the typical learning functions.
Keywords: reliability analysis；active learning Kriging；learning function；termination criterion；failure probability
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受物理特性、环境载荷等不确定因素的影响,系
统的使用可能超出额定范围,进而失去功能完整性.

因此,开展系统的结构可靠性分析十分重要.失效概
率作为系统的固有属性,是开展结构可靠性分析的通
用定量指标,其指的是规定条件下和规定时间内丧失

收稿日期: 2024-01-09；录用日期: 2024-04-07.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (72271238, 71801219)；湖南省自然科学基金项目 (2021JJ20050)；国防科技大学

研究生科研创新项目 (XJCX2023055).
责任编委: 李少远.
†通讯作者. E-mail: jiaxiang09@sina.cn.



第12期 李炳毅等: 高维性能因子系统结构可靠性的主动学习分析方法 4161

特定功能的概率[1-2].通过系统的性能函数G(x)可知

失效概率为

Pf = P{G(x) ⩽ 0} =
w
G(x)⩽0

f(x)dx. (1)

其中:x为结构尺寸、材料特性、环境载荷等性能因子;
f(x)为其联合概率密度函数 (probability density
function, PDF);G(x)值为正的因子所在区域为安全

域,G(x)值为非正的因子所在区域为失效域,常引入
二元指标函数I(x)进行区分,即

I(x) =

 1, G(x) > 0;

0, G(x) ⩽ 0.
(2)

性能函数值趋近于0的连续曲面称为极限状态
面(limit state surface, LSS),定义了一种临界的极限状
态.当超过这个临界状态时,系统不再满足特定功能,
即系统失效.显然,估计失效概率的关键在于LSS附
近的性能响应估计值.实际工程中,性能因子与系统
性能响应间的关系复杂,难以直接根据式 (1)求得Pf

的解析式,因此,常用蒙特卡洛仿真方法 (Monte Carlo
simulation, MCS)随机采样得到失效概率的估计值,
即

PMCS
f =

w
Rn

I(x)f(x)dx ≈ 1

NMCS

NMCS∑
i=1

I(x). (3)

其中:x为随机的采样点, I(x)是通过有限元模拟来
获取系统性能真值 G(x)再判断得到的,NMCS 为

MCS的样本数. MCS往往能够得到精确的失效概率
估计值,但是需要生成尽可能覆盖所有因子组合的大
量样本点,易带来高昂成本和时间开销.进而有改进
的采样方法被提出,如重要性抽样[3]、子集采样[4]和

线采样[5]等,减少了有限元的调用次数,但是针对极
小失效概率,高维因子的系统失效概率的求解效率依
然不高.
结构可靠性分析中,如何减少高昂有限元的调

用,实现精确、高效的失效概率估计,一直备受关注.
代理模型通过建立有限个样本和性能真值的“输入-
输出”的“黑箱”,进而对任意采样点实施预测,以代替
计算成本高昂的真实模型,在解决结构可靠性问题
中非常有效.常见的代理模型有响应面[6]、多项式回

归[7]、支持向量机[8-9]、径向基函数[10]以及克里金

(Kriging) [11-12]等,其中应用最广的为Kriging.然而,
仅靠少量初始实验设计 (design of experiment, DoE)
样本拟合的Kriging模型并不能很好地兼顾到整个
LSS,微小的差异可能带来式 (2)中I(x)的误判,最终
导致失效概率估计有大的偏差.因此,有研究引入与
外界环境进行交互从而提升对系统、模型等认知的

主动学习 (active learning) [13-14]方法来对Kriging模型
进行修正,主动学习的基本框架如图1所示.具体地,
在初始DoE构建Kriging的基础上,通过某种学习策
略自适应采样,增加代表性的样本 (即学习点)来更新
Kriging模型,实现更精确的估计,即主动学习克里金.
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图 1 主动学习基本框架

关于AK的研究,主要包括样本候选池的确定、
寻点依据的学习函数和停止加点的终止准则等方面.
Jones 等[15] 在 高 效 全 局 优 化 (efficient global
optimization, EGO)算法中引入了期望改进的 EI
(expected improvement)函数,对全局最小值附近区域
进行搜索. Bichon等[16]在高效全局可靠性分析算法

中, 基于 EI 提出了期望可行性函数 (expected
feasibility function, EFF),衡量了某一点在多大程度
上可以满足约束G(x) = 0,所寻学习点趋近于LSS,
但是二者每次的自适应采样均是在整个样本空间

内优化求解进行的,处理高维因子系统时,计算效率
有限.进一步地, Echard等[17]提出了AK-MCS算法和
基于判错概率的U函数,通过给定的有限候选样本
池代替EGRA中的全局优化求解,显著提高了寻点
效率. Song等[18]对常用的学习函数进行了梳理,常见
的有基于信息熵的H函数[19]、预测符号不确定性 (即
期望风险)的ERF (excepted risk function)函数[20]、结

合折叠正态分布的REIF (reliability-based EI function)
函数[21]和FNEIF (folded Normal based EI function)函
数[22]、Bootstrap方法改进Kriging方差来构造的BU
(Bootstrap-U)学习函数[23]等,这些学习函数的构建主
要考虑Kriging对性能响应的预测值和方差两个方
面,由于没有考虑候选点的分布情况,易导致过量加
点,即没有将分布密度大小不同的区域对可靠性估计
的贡献加以区分.基于此, Sun等[24]基于U函数和候
选 点 的 PDF, 提 出 了 最 小 改 进 的 LIF (least
improvement function)函数; Zhou等[25] 结合 AK和
PDF改进了U函数,并设置权重来动态衡量PDF的影
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响程度; Zhang等[21]在REIF函数的基础上,结合样本
点的概率密度得到了REIF 2函数,寻找的样本更具
代表性.此外,以上算法和学习函数的终止准则大多
是直接基于学习函数值本身,常取经验值作为阈值,
这类终止准则能够得到可靠的失效概率估计值.然
而,在更加高维、形式复杂的可靠性分析中往往会过
于保守,导致收敛速度较慢,从而带来不必要的开销.
对此,李大帅[26]和Wang等[27]将预测Pf的相对误差

作为终止准则进行了研究.
针对高维复杂系统,如何在保证估计精度的情况

下,减少有限元的调用次数是本文重点研究的问题.
具体地,本文结合现有方法,提出一种高维性能因子
系统结构可靠性的主动学习分析方法,创新点在于提
出ELG2 (expected least global function 2)学习函数,能
够同时考虑极限状态面附近、方差所度量的不确定性

大小,以及候选点本身的概率密度情况,并将模型预
测失效概率的最大相对误差作为加点终止准则.在
使用数值算例对所提出方法进行验证的基础上,针对
一个8维曲柄滑块机械结构中连杆的失稳问题进行
分析,并与已有常用的学习函数进行对比.实验结果
表明,所提出方法能够实现较少的加点来实现准确、
高效的失效概率估计.

1 模型᧿述和现有方法
1.1 Kriging方法简述

Kriging是一种基于统计理论的插值模型,通过
假设真值与估计值的误差服从高斯过程,能够提供
性能响应的预测均值和方差.这一特征有助于量化
响应预测的局部不确定性,即预测方差越大的区域,
不确定性越大,而消除不确定性可以更好地拟合真实
模型. Kriging由参数线性回归模型和非参数随机过
程两部分组成,通常用一个包含一定数量初始样本的
DoE来定义随机参数,然后在任意未知点上实施响应
预测.对于n组初始样本集X = [x1,x2, . . . ,xn]

T和

其真实响应值向量G=[G(x1),G(x2), . . . ,G(xn)]
T,

每个样本xi=[xi1,xi2, . . . ,xik]均为k维因子水平组

合,则Kriging模型表示为

Ĝ(x) = fT(x)β + z(x). (4)

其中: Ĝ(x)为性能预测值;f(x) = [f1(x), f2(x), . . . ,

fp(x)]
T为基函数向量,有一阶、二阶、高阶等不同形

式,记为f , p为基函数的个数;β= [β1, β2, . . . , βp]
T为

Kriging模型的回归系数; z(x)为服从平稳高斯随机
过程的误差项,其均值为0,方差为σ2

z ,任意两点xi与

xj间的协方差为

Cov(z(x(i)), z(x(j))) = σ2
zRθ(x

(i),x(j)). (5)

这里: i、j = 1, 2, . . . , n;Rθ(xi,xj)为包含相关系数θ

的相关函数,常用的为高斯相关函数,有

Rθ(xi,xj) =
k∏

l=1

exp[−θl(xil − xjl)
2], (6)

θl为与维数k有关的高斯相关系数,xil和xjl分别为

xi和xj中的第 l个因子水平.
另外,趋势函数f(x)的阶次和高斯相关系数θ的

选择在实际问题中要具体分析,所建Kriging模型为
一阶,并给定θ的初始范围.基于初始样本集X及其

真实性能值向量G,可得到β和随机过程方差σ2
z的

最小二乘估计值为

β̂ = (F TR−1F )−1F TR−1G, (7)

σ̂2
z =

1

n
(G− F β̂)TR−1(G− F β̂). (8)

其中:F和R分别为趋势矩阵、相关矩阵,即

F =


f1(x1) f2(x1) · · · fp(x1)

f1(x2) f2(x2) · · · fp(x2)
...

...
. . .

...
f1(xn) f2(xn) · · · fp(xn)

 ,

R =


Rθ(x1,x1) Rθ(x1,x2) · · · Rθ(x1,xn)

Rθ(x2,x1) Rθ(x2,x2) · · · Rθ(x2,xn)
...

...
. . .

...
Rθ(xn,x1) Rθ(xn,x2) · · · Rθ(xn,xn)

 .

进而,在因子x处的响应预测值和预测方差为

µĜ(x) = f(x)Tβ̂ + r(x)TR−1(G− F β̂), (9)

σ̂2
Ĝ
(x) = σ̂2

z [1 + uT(F TR−1F )−1u− rTR−1r].

(10)

这里:中间量r = [R(θ̂,x1,x), R(θ̂,x2,x), . . . , R(θ̂,

xn,x)];u=F TR−1r− f ; Kriging模型的预测结果为
性能函数预测值,即µĜ(x) = Ĝ(x);预测方差 σ̂2

Ĝ
(x)

反映了预测结果的不确定性.

1.2 常见的学习函数

AK的两个关键是寻找学习点的学习函数和停
止加点的终止准则.不同学习函数基于不同侧重,可
得到下一步学习点.常见学习函数表达式有

U(x) =
∣∣∣µĜ(x)

σĜ(x)

∣∣∣, (11)

EFF(x) =

µĜ(x)
[
2Φ

(−µĜ(x)

σĜ(x)

)
− Φ

(−2σĜ(x)− µĜ(x)

σĜ(x)

)
−

Φ
(2σĜ(x)− µĜ(x)

σĜ(x)

)]
− σĜ(x)

[
2ϕ

(−µĜ(x)

σĜ(x)

)
−

ϕ
(−2σĠ(x)− µĜ(x)

σ ˆ̂
G
(x)

)
−
(2σĜ(x)− µϵ̂Ĝ(x)

σĜ(x)

)]
+
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εEFF

[
Φ
(2σĜ(x)− µĜ(x)

σĜ(x)

)
−

Φ
(−2σĜ(x)− µĜ(x)

σĜ(x)

)]
, (12)

REIF(x) = µĜ(x)
[
1− 2Φ

(µĜ(x)

σ2
Ĝ
(x)

)]
+ σĜ(x)

[
w−√

2

π
exp

(
−

µ2
Ĝ
(x)

2σ2
Ĝ
(x)

)]
. (13)

其中:µĜ(x)和 σĜ(x)分别为式 (9)和 (10)中Kriging
模型对性能值的预测值和标准差,Φ(·)和 ϕ(·)分别
为标准正态分布的累积分布函数 (cumulative
distribution function, CDF)和 PDF,调控因子 εEFF =

2σĜ(x),经验权重w=2.
这些函数的加点方法,通常将函数值本身作为

终止准则,如:Umin ⩾ 2; EFFmax ⩽ εEFF,常取 εEFF =

0.001; REIFmax⩽0.

2 基于ELG2函数的加点策略
2.1 新的ELG2学习函数

可靠性分析的一个关键在于极限状态面附近的

预测值,即满足式G(x) = 0中x的预测值 Ĝ(x),在增
加学习点时可以更多考虑性能函数为0的学习点,故
将失效域的样本“折叠”到安全域一并考虑,即将性
能函数值 Ĝ(x)的预测改为其绝对值 |Ĝ(x)|的预测.
同时,结合克里金代理模型预测结果的正态性,将折
叠正态分布 (folded normal distribution, FND)引入学
习函数加点准则的构建中.所提出新的ELG2学习函
数,能够同时考虑极限状态面附近、候选点的不确定
性和概率密度大小,基于此寻找学习点来更新
Kriging模型,进而开展结构可靠性分析.本节首先简
单介绍折叠正态分布,而后详述ELG2函数的推导过
程.

FND其实是正态分布取绝对值的结果,对于正
态随机变量X ∼ N(µ, σ2),有Y = |X| ⩾ 0服从折叠

正态分布,其PDF和CDF分别为

fY (x, µ, σ
2) =

1√
2πσ

exp
[
−(x− µ)2

2σ2

]
+

1√
2πσ

exp
[
−(x+ µ)2

2σ2

]
=

1

σ
√
2π

exp
(
− x2 + µ2

2σ2

)
cosh

(µx
σ2

)
,

FY (x, µ, σ
2) =

1

2

[
erf

(x+ µ√
2σ2

)
+ erf

(x− µ√
2σ2

)]
.

其中: cosh(·)为双曲余弦函数, erf(·)为误差函数.
下面介绍ELG2函数的推导过程.首先,定义最

小改进L (least improvement)函数,其极小值能够同

时考虑趋近于LSS和预测点的不确定性,表达式为

L =
|Ĝ(x)|
σĜ(x)

. (14)

在 |Ĝ(x)|的全域 [0,∞)上,对L求期望,有

E(L) =
1

σĜ(x)

E(|Ĝ(x)|) =

√
2

π
exp

(
−

µ2
Ĝ(x)

2σ2
Ĝ(x)

)
+

µĜ(x)

σĜ(x)

[
1− Φ

(
−

µ ˆ̂
G(x)

σ ˆ̂
G(x)

)]
, (15)

其中µĜ(x)和σ2
Ĝ(x)
分别为式 (9)和 (10)中Kriging模

型的预测值和方差.将该期望记为 ELG (expected
least global),理想的学习点应为候选点集中满足
min (ELG(x))的点,其分子项 |Ĝ(x)|越小,越趋近于
LSS;分母项越大,候选点的不确定性越大,要优先考
虑作为理想学习点.进一步地,由于候选点的PDF不
同,在PDF大的区域选点要相对更密,故在ELG中加
入

1

f(x)
,并定义为ELG2学习函数,即

ELG2 =
1

f(x)

√
2

π
exp

(
−

µ2
Ĝ(x)

2σ2
Ĝ(x)

)
+

µĜ(x)

f(x)σĜ(x)

[
1− 2Φ

(
−

µĜ(x)

σĜ(x)

)]
, (16)

则增加的理想学习点x∗需满足

x∗ = argmin(ELG 2(x)). (17)

在AK-MCS结构可靠性分析方法框架内,计算
真实性能函数值G(x∗).而后,将{x∗, G(x∗)}添加至
初始样本集中,以更新Kriging模型.

2.2 基于相对误差的终止准则

大多数基于学习函数值本身的终止准则存在过

于保守、效率有限等不足[26-27].实际上,尤其对于高
维、因子取值范围较大的系统,尽管构建Kriging模型
估计的失效概率真实误差接近于0,但是为了满足基
于学习函数值的终止条件,会带来不必要的有限元的
调用.为了解决这个问题,Wang等[27]通过推导失效

和安全样本的分布,为失效概率最大相对误差εmax的

计算提供了理论依据.相较于学习函数值阈值型的
终止条件,尽管推导 εmax的过程比较复杂,但是考虑
了Kriging模型对候选集的整体预测情况,可缩短AK
寻找学习点的过程.具体地,基于有限元和MCS随机
采样得到失效概率的估计值作为其“真实”值.将式
(3)进一步展开,得到

PMCS
f =

Nf

NS
. (18)
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其中:NS为候选集S的样本总数,Nf为基于真实性

能函数通过MCS得到的失效样本数.实际上,Nf的

值是未知的,是通过MCS估计得到.
基于Kriging进行MCS采样得到失效概率的预

测值为

P̂f =
N̂f

NS
, (19)

这里N̂f为基于Kriging模型进行MCS采样得到的失
效样本数,则失效概率估计值与真实值间的相对误差
ε为

ε =
|PMCS

f − P̂f |
PMCS
f

=
∣∣∣N̂f

Nf
− 1

∣∣∣. (20)

实际上,对系统的结构可靠性分析的准确程度关
键在于 N̂f更趋近于Nf .用 Ŝf表示原本属于安全域

Ss但是被预测为失效的点数, Ŝs表示原本属于失效

域Sf但是被预测为安全的点数,则有

Nf = N̂f + Ŝs − Ŝf , (21)

即Nf ∈ [N̂f − Ŝf , N̂f + Ŝs].结合式(11)中U函数的定
义,样本点符号错判概率Pw的表达式为

Pw(Ĝ(x)) = Φ(−U(x)), (22)

则符号错判的样本数服从伯努利分布.假设候选池
S内不同样本点间错误分类样本数相互独立[26-27],
根据中心极限定理, Ŝf和 Ŝs均服从高斯分布,记为
Ŝf ∼ N(µŜf

, σ2
Ŝf
)和 Ŝs ∼ N(µŜs

, σ2
Ŝs
).其中

µŜf
=

∑
x∈Sf

Pw(Ĝ(x)),

σ2
Ŝf

=
∑
x∈Sf

Pw(Ĝ(x))[1− Pw(Ĝ(x))],

µŜs
=

∑
x∈Ss

Pw(Ĝ(x)),

σ2
Ŝs

=
∑
x∈Ss

Pw(Ĝ(x))[1− Pw(Ĝ(x))].

当要求 95%置信度时, Ŝf 和 Ŝs的置信上界分别为

Ŝu
f = µŜf

+ 1.96σŜf
和 Ŝu

s = µŜs
+ 1.96σŜs

.进一步
地,可得到最大相对误差为

εmax = max
Nf∈[N̂f−NSf

,N̂f+NSs ]

∣∣∣N̂f

Nf
− 1

∣∣∣ =
max

(∣∣∣ N̂f

N̂f − Ŝu
f

− 1
∣∣∣, ∣∣∣ N̂f

N̂f + Ŝu
s

− 1
∣∣∣). (23)

显然,在迭代加点和更新Kriging的过程中, εmax是变
化的.本文所用的终止准则主要是比较当前Kriging
模型下的εmax与给定阈值εthr的大小,当最大相对误
差小于阈值时,停止加点.因此, εthr的大小将很大程
度上决定系统结构可靠性分析的最终精度.

2.3 算法步骤

基于前文所述新的ELG2学习函数和基于相对
误差的终止准则,结合AK-MCS的思路,本节介绍所
提出高维性能因子系统结构可靠性的主动学习分析

方法流程.具体如图2所示.

!" # $%Kriging S S1 2、

!" &' ()S0 Kriging

*+,-ε εmax thr< ?

!" ./01234S P2 maxf PCov、 、ε
f

!"#$Cov < 0.05?Pf

56 7 () 89012:;P f Kriging ,

<= >?@AB
CDEFGHI

S1,

N3 JKL

N N N1 1 3= +

!" MNO
PQR STUV
WXY

ELG 2
S1

x*

N N0 0= +1,
{ *, ( *)}x G x SZ[ 0

GH\]KL^
>? GHI
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GH%dKL^
>?@ABCDE
FGHI JKL

S2,
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N

N

Y

图 2 AK-MCS-ELG2方法流程

step 1: 生成初始样本集S0、全局候选池S1和测

试样本集S2.
为了保证初始样本能够均匀地分布在设计空间

内,采用拉丁超立方采样 (Latin hypercube sampling,
LHS)生成N0个初始样本,并调用性能函数得到初始
样本的真实性能值.初始样本及其性能函数值共同
构成初始样本集S0,并分别作为Kriging模型的输入
和输出.其中,生成初始样本的个数N0由下式得到：

N0 = max
{
12,

(n+ 1)(n+ 2)

2

}
, (24)

这里n为输入因子的维度.具体采样时,要预先明确
各性能因子的取值范围,如对于一个服从正态分布的
性能因子x ∼ N(µ, σ2),所提出方法选择5倍标准差
的取值范围,即 [µ− 5σ, µ+ 5σ].
基于系统输入因子的分布特征,随机生成具有

N1个样本的全局候选池S1和N2个样本的测试样本

集S2.在整个可靠度分析过程中,除 step 8,S1保持不

变.
step 2:基于S0构建Kriging模型.
基于 S0 构建性能因子与性能函数值间的

Kriging模型,本文使用的Kriging模型为全局Kriging
(universal Kriging, UK)模型,具体实施时,通过Matlab
的DACE (design and analysis of computer experiments)
工具箱实现.其中:相关函数使用高斯相关函数,相关
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系数θ的初始值为1,寻优范围为 [0.001, 1 000].
step 3:基于Kriging模型对S1、S2实施预测.计算

P̂f、CovPf
、εmax.

利用式 (9)和 (10)对S1中的所有候选点进行预

测,得到S1中样本对应的性能函数估计值和预测方

差.分别利用式 (2)和 (3)计算失效概率估计值 P̂f ,使
用式 (23)计算失效概率的最大相对误差εmax.计算失
效概率的变异系数CovPf

,作为失效概率估计值的收
敛评价指标,用来判断测试样本集S2的大小是否合

适,即

CovPf
=

√
1− PMCS

f

(NMCS − 1)PMCS
f

. (25)

step 4:基于误差的加点终止准则判断.
当前Kriging模型下的εmax与阈值εthr进行比较.

若εmax > εthr,则认为当前Kriging模型满足加点终止
条件,转至step 7;否则,进入step 5.

step 5:基于ELG2学习函数寻找理想学习点x∗.
通过所提出ELG2学习函数对S1进行评估,基

于式 (16)和 (17)选择ELG2函数值最小的x∗作为理

想学习点.该点包含了趋近极限状态面、不确定性大
且概率密度大的丰富信息,作为下一步更新Kriging
模型的输入.

step 6:更新S0,转至step 2.
调用性能函数计算G(x∗),将 {x∗, G(x∗)}加入

S0.转至 step 3,重构Kriging模型时,模型的超参数也
重新估计,即将理想学习点加入Kriging模型输入,丰
富Kriging模型的信息,便于后续实施更精确的预测.

step 7:可靠性指标条件判断.
若CovPf

< 5%,则认为模型预测效果达到了失
效概率评价指标要求,进入step 9;否则,进入step 8.

step 8:丰富S1,转至step 3.
变异系数不满足要求,则需要丰富全局候选池

S1,即基于系统输入因子的分布特征,随机生成N2

个样本加入S1.保持当前的S0和Kriging模型,转至
step 3,重新对S1实施预测.

step 9:输出失效概率估计值Pf .
输出失效概率估计率值和最终的Kriging模型,

为开展其他可靠性分析提供依据.

3 方法验证

分别将数值函数中的变量视为性能因子,具体函
数表达式作为性能函数,运用所提出方法开展可靠
性分析来验证预期的准确、高效的失效概率估计的

效果,并与已有经典学习函数的求解结果进行对比.
本文选择5个指标来比较不同学习函数的效果:Tcal

(time of calcultion)为AK寻找学习点最终达到终止条
件的运行时间,用于对比不同方法的求解效率,其单
位为秒 (s). Ncall为真实性能函数的调用次数,即初始
点数与增加点数之和. CovPf

和εPf
分别为失效概率

估计值的变异系数和相对误差. NRMSE为归一化均
方根误差(normalized root mean square error),即

NRMSE =

√√√√√√√√√
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

y2i

. (26)

其中: yi为真实响应值; ŷi为预测响应值; NRMSE的
取值范围为 [0, 1],其值越小,预测结果与真实结果间
的误差越小,预测结果越准确.

由于AK中S0、S1和S2均为随机方式产生,为了
保证结果的稳定性,不同学习函数结果均取10次运
行的平均值,而同一次运行时,不同的学习函数方法
所使用的S0、S1、S2为同一组取值.同时,MCS运行
10次的失效概率均值作为失效概率的真实值.

3.1 算例1 : 2维性能函数算例

为了直观地对比所提出方法的加点的效果,针对
一个从文献 [28]中修改后的2维数值算例进行验证.
两个因子均服从标准正态分布,其性能函数表达式如
下所示:

G = 2x2
1 − 1.05x4

1 +
x6
1

6
+ x1x2 + x2

2 − 1. (27)

基于所提出方法的流程,由式 (24),在 [−5, 5]内

用LHS生成N0 = 12个样本,并计算其真实性能函数
值,得到S0用于构建Kriging模型.结合两个因子的
正态性,随机生成N1 = 1.0 × 105个样本的全局候选

池S1和N2 = 1.0 × 106个样本的测试样本集S2.在
ELG2函数找点的主动学习过程中,补充S0并更新

Kriging模型,直至满足终止准则和可靠性指标要求,
其中εthr = 0.01.求解过程中,某次运行中不同方法求
解的极限状态面对比如图3所示.随着新样本点的增
加,失效概率的预测值及其最大相对误差的变化如图
4(a)所示.具体求解结果对比如表1所示.
由图 3(a)可见,初始样本点所构建的Kriging模

型对失效概率的预测值较真值偏差较大,且对LSS的
拟合偏差非常大.随着加点迭代更新Kriging模型,失
效概率预测值在真值附近波动,当增加42个点后达
到终止准则,相对误差仅在0.001 5%.由图3可见:与
几种经典的方法对比,所提出方法的求解时间相比
U函数略多,但是加点数是最少的;几种学习函数方
法均能够通过迭代加点对LSS有一定的拟合,但是
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ELG2函数在LSS周围和PDF较大的区域加点较多,
其他几种函数在LSS周围和一些较小PDF区域有较

多加点,表明所提出方法在寻点和拟合LSS上的优势
较明显.
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图 3 算例1某次求解拟合LSS效果对比
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表 1 求解结果对比

算例和应用 方法 Tcal/s Ncall NRMSE P̂f/% CovPf
/% εPf

/%

MCS − 12 + 1.0 × 106 − 54.101 8 − −
U函数 88.43 12 + 50 0.033 9 54.090 8 0.092 1 0.020 3

EFF函数 115.45 12 + 60 0.002 9 53.950 4 0.092 4 0.279 8

H函数 219.73 12 + 91 0.010 0 54.100 1 0.092 1 0.003 1

算例1 ERF函数 115.89 12 + 60 0.004 3 53.977 7 0.092 3 0.229 4

REIF函数 175.13 12 + 77 0.008 0 54.104 9 0.092 1 0.005 7

FNEIF函数 177.28 12 + 79 0.009 4 54.101 2 0.092 1 0.001 1

REIF 2函数 109.51 12 + 56 0.020 9 54.088 6 0.092 1 0.024 4

ELG2函数* 101.15 12 + 42 0.192 9 54.101 0 0.092 1 0.001 5

MCS − 15 + 1.0 × 106 − 1.265 7 − −
U函数 6.312 5 15 + 8 0.000 6 1.266 6 0.882 9 0.071 1

EFF函数 6.312 5 15 + 8 0.000 9 1.267 6 0.882 5 0.150 1

H函数 11.593 8 15 + 10 0.000 8 1.265 3 0.883 4 0.031 6

算例2 ERF函数 6.593 8 15 + 6 0.014 3 1.376 6 0.846 4 8.761 9

REIF函数 4.625 15 + 10 0.000 8 1.267 5 0.882 6 0.142 2

FNEIF函数 11.687 5 15 + 11 0.000 7 1.269 8 0.881 8 0.323 9

REIF 2函数 4.062 5 15 + 9 0.000 7 1.266 6 0.882 9 0.071 1

ELG2函数* 4.984 4 15 + 5 0.002 9 1.261 9 0.890 0 0.397 3

MCS − 28 + 1.0 × 106 − 1.960 3 − −
U函数 63.91 28 + 8 0.000 6 1.958 3 0.707 6 0.102 0

EFF函数 72.46 28 + 8 0.000 4 1.959 5 0.707 3 0.040 8

H函数 75.54 28 + 9 0.000 4 1.958 7 0.707 5 0.081 6

算例3 ERF函数 50.50 28 + 6 0.000 9 1.961 3 0.707 0 0.051 0

REIF函数 77.54 28 + 9 0.000 3 1.960 8 0.707 1 0.025 5

FNEIF函数 80.17 28 + 10 0.000 2 1.961 2 0.707 0 0.045 9

REIF 2函数 62.23 28 + 7 0.000 6 1.958 7 0.707 5 0.081 6

ELG2函数* 7.95 28 + 1 0.002 1 1.970 8 0.705 3 0.535 6

MCS − 45 + 1.0 × 106 − 0.528 6 − −
U函数 375.87 45 + 47 0.007 1 0.529 6 1.370 5 0.189 2

EFF函数 609.11 45 + 75 0.005 6 0.529 1 1.371 1 0.094 6

H函数 1 079.27 45 + 127 0.003 3 0.527 8 1.372 8 0.151 3

曲柄滑块系统 ERF函数 349.46 45 + 44 0.009 0 0.530 4 1.369 4 0.340 5

REIF函数 883.88 45 + 68 0.006 8 0.529 6 1.370 5 0.189 2

FNEIF函数 961.14 45 + 114 0.001 4 0.528 4 1.372 0 0.037 8

REIF 2函数 726.68 45 + 57 0.003 1 0.528 8 1.371 5 0.037 8

ELG2函数* 278.32 45 + 44 0.003 6 0.528 2 1.372 3 0.094 8

注:“−”表示MCS方法的失效概率估计值作为对比项,未计算对应值;“*”为所提出方法.

3.2 算例2 : 4维性能函数算例

对于一个含有4个独立标准正态变量的非线性
函数[25,29],开展可靠性分析.其表达式为

G = −x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4 + 10x1 + 12x2+

12x3 + 12x4 − 43.

同算例 1,在学习函数寻找理想点的主动学习
过程中,更新S0和Kriging模型.失效概率的预测值
及其最大相对误差的变化如图 4(b)所示.仅用初始
的15个样本点预测的失效概率值偏差较大,且最大
相对误差值远大于0.01.基于ELG2学习函数增加1
个学习点后,失效概率预测值趋近于真值,最大相对

误差值也显著降低.继续增加学习点,预测值在真值
上下波动,当加入第 5个点时,最大相对误差值为
0.003 97,小于设定的阈值0.01,故最终增加学习点数
为5个,所得Kriging的参数值如下: θ̂ = 0.006 3, β̂ =

[14.624 7,−0.615 8,−0.636 1,−0.452 3,−0.624 4].求
得 P̂f =0.012 466,与MCS得到的失效概率“真实”值
Pf =0.012 657的相对误差为εPf

=0.013 34.
求解结果如表1所示.基于初始样本集加点并更

新Kriging模型,达到相应的终止准则,最终均可实现
失效概率的估计.对比可靠性指标,不同方法失效概
率估计值差异在万分位 (0.01%)上,均实现了较精确
的估计,且相差不大.对比运行求解时间,各函数方法
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间的差异并不明显,但是ELG2函数增加的学习点最
少、效率最高.
3.3 算例3 : 6维性能函数算例

对一个6维性能函数[30-31]进行分析,表达式为

G = 460−
( 36h2M2

{a(h− 2t)3 + b[h3 − (h− 2t)3]}2
+

3T 2

{0.8bt2 + 0.4a3(h/t− 2)}2
)1/2

.

其中: a、b、t、h、M、T均为服从正态分布的随机变量,
且相互独立,具体分布参数如表2所示.

表 2 算例3因子的分布参数

序号 因子 均值 标准差

1 a 12 0.060

2 b 65 0.325

3 t 14 0.070

4 h 85 0.425

5 M 3.5 × 106 1.75 × 105

6 T 3.1 × 106 1.55 × 105

类似算例 1,在所提出方法流程下,基于式 (24)
生成N0 = 28初始样本点.每个因子的取值范围为
µ ± 5σ,如因子a的取值范围为 [12 − 5 × 0.060, 12 +

5 × 0.060],即 [11.7, 12.3]. S1和S2均为各因子的正态

分布随机数.求解中,失效概率预测值及其最大相对
误差值如图 4(c)所示.表 1求解结果中,对比失效概
率预测值与相对误差,所提出ELG2学习函数效果稍
差,但是仍然能够保持在与真实值的预测误差精度
(1%)内.其他函数中增加学习点数最少为6个 (ERF
函数),Tc最小为 62.23 s (REIF 2函数).但是ELG2函
数最终增加1个学习点、Tc为7.98 s,表明求解效率和
节省成本上的优势非常明显.

2维算例的预测结果和 LSS拟合效果表明,
ELG2函数寻找的学习点更具代表性; 4维和 6维性
能函数算例的结果表明,所提出方法通过加点更新
Kriging模型,在高维情况下更能够实现准确、高效的
失效概率估计.与常见学习函数对比,结果预测精度
不及个别学习函数的精度高,但是均在可接受范围
内.而ELG2函数达到终止准则时增加学习点的数量
明显较少,运行求解时间更短,尤其是6维算例中,优
势更为明显.分析来看,这得益于ELG2函数同时考
虑了趋于极限状态面、预测方差和候选点的PDF,能
够增加有代表性的高质量学习点,且使用基于最大相
对误差的终止准则,迭代更新Kriging时关注失效概
率的预测情况.当满足给定阈值时即停止加点,避免
了学习函数值本身作为终止准则可能带来过多加点

的不足.

4 应用研究

在所提出方法被验证可行的基础上,针对一个8
维曲柄滑块连杆系统的稳定性问题[32]开展研究.在
连杆运动过程中,存在失稳的可能,对其进行可靠性
分析很有必要,图5为其结构示意图.其性能函数为

G(x) =
π3E(d42 − d41)

64b2
− P (b− a)√

(b− a)2 − e2 − µe
,

其中各因子均服从正态分布,具体含义和分布参数如
表3所示.
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图 5 曲柄滑块系统示意图

表 3 曲柄滑块系统的因子分布参数表

因子 单位 含义 均值 标准差

a mm 曲柄长度 100 1

b mm 连杆长度 400 1

P kN 外载荷 750 75

E GPa 摇杆弹性模型 200 20

d1 mm 连杆内径 20 1

d2 mm 连杆外径 40 1

e mm 偏心距 125 1

µ − 滑块与地面摩擦系数 0.2 0.02

由表 1结果可以看出,同样初始样本点情况下,
所提出方法仅增加 44个学习点即可达到其他大多
数学习函数增加更多个学习点同样精度的预测效果.
对比Tc,其他学习函数方法均远大于ELG2函数的时
间开销,故所提出方法预测效率更高.观察图4(d)的
求解过程,随着学习点数量的增多,失效概率估计值
逐渐趋近于真实值,模型的 εmax逐渐减小,直至满足
设定阈值.当阈值 εthr = 0.01时,最终增加44个学习
点,失效概率估计值为0.005 282.实际上,将阈值调整
为εthr = 0.072时,失效概率估计值为0.005 287,与真
实值0.005 286几乎一致,此时仅增加23个学习点.可
见,所提出方法针对具体的系统分析时,可以通过适
当调整阈值εthr来达到准确、高效的预测效果.

5 结 论

本文针对系统的结构可靠性分析中高维度、因

子关系复杂情况下的失效概率难以高效、准确估计

的问题,结合现有AK方法的基本思路,提出了一种高
维性能因子系统结构可靠性的主动学习分析方法,主
要包括新的ELG2学习函数,其同时考虑趋近于极限
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状态面附近、预测方差的不确定性和候选点的概率密

度,相较于已有经典学习函数对学习点的寻找条件更
加严格,得到的学习点也更具有代表性.同时使用基
于相对误差的终止准则,能够避免基于学习函数值本
身的终止准则不必要的加点,从而减少真实有限元的
调用次数,节省成本.在3个性能函数对所提出方法
进行验证的基础上,针对一个8维曲柄滑块机械结构
中连杆的失稳问题开展研究,并同已有的学习函数方
法进行对比.实验结果表明,在同等精度条件下,所提
出方法增加学习点数更少,能够降低调用真实有限元
的成本和求解时间开销,在实际工程上有一定应用价
值.
所提出方法是在全局候选池上寻找学习点,而全

局最优学习点的周围往往是在LSS附近,现有研究中
已有关于在全局最优学习点周围进一步实施局部开

发,更具针对性的寻找学习点.未来进一步的研究中,
考虑将加点策略细分为全局探索和局部开发两个环

节.同时,所提出方法较已有学习函数在求解效率和
成本开销上有一定优势,但是失效概率的估计精度略
差,对小失效概率系统问题可能带来较大偏差,且针
对超过10维时Kriging模型本身效率将受限,也有待
进一步研究.
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