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可解释非线性灰色 Bernoulli模型及其

在结构疲劳寿命预测的应用

杨　璐1，徐秋慧3，谢乃明2†

(1. 南京农业大学 信息与管理学院，南京 211800；2. 南京航空航天大学 经济与管理学院，南京 211106；
 3. 南京航空航天大学 航空航天结构力学及控制全国重点实验室，南京 210016)

摘　要: 金属疲劳裂纹是导致航空飞行器结构失效的最常见损伤, 准确、有效地对结构疲劳裂纹扩展进行预测,

对于飞行器研制以及运营全寿命周期提供维护方案具有重要意义, 是航空工业界和学界共同关注的重要问题. 针

对飞行器结构疲劳寿命预测问题, 首先, 在现有的非线性灰色 Bernoulli模型的基础上, 提出一种可解释累积和算

子, 明晰累积和算子的物理意义, 并基于该算子导出改进的非线性灰色 Bernoulli模型; 然后, 引入可分非线性最

小二乘法构建参数估计算法, 以实现模型结构参数、幂指数以及初值条件的同步估计; 最后, 通过飞行器蒙皮搭

接结构的疲劳试验对所提出方法进行有效性验证, 并进行算法对比. 实验结果表明, 模型对两个试件裂纹扩展预

测结果的均方根误差均小于 1.9 mm, 验证了方法的有效性. 所提出方法对于飞行器结构疲劳寿命预测领域具有

重要的技术价值, 对于类似的复杂装备结构疲劳寿命问题具有一定的借鉴意义.
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Physics-perserving  nonlinear  grey  Bernoulli  model  and  applications  to
fatigue life prediction
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Abstract: Metal  fatigue  cracks  are  one  of  the  most  common  causes  of  structural  failure  in  aircrafts.  Accurate  and
effective prediction of fatigue crack propagation is crucial for developing design and maintenance strategies throughout
the lifecycle of aircrafts.  This issue is  of significant concern to both the aerospace industry and academia.  Therefore,
based  on  the  classical  nonlinear  grey  Bernoulli  model,  we  propose  a  physics-persevering  cumulative  sum  operator,
making  it  more  interpretable.  On  this  basis,  we  derive  an  improved  form  of  the  nonlinear  grey  Bernoulli  model.
Furthermore,  separable  nonlinear  least  squares  is  formulated  to  generate  simultaneous  estimates  of  structural
parameters,  power parameter and initial  condition. The proposed method is validated through fatigue tests on aircraft
skin  lap  structures  and  compared  with  other  algorithms.  The  results  demonstrate  that  the  root  mean  square  errors  of
crack propagation predictions are less than 1.9 mm for all structures, confirming the effectiveness of the proposal. This
approach  provides  significant  technical  value  for  predicting  the  fatigue  life  of  aircraft  structures  and  offers  valuable
insights for predicting metal fatigue cracks in similar complex equipment.
Keywords: physics-perserving cumulative sum operator；nonlinear  grey Bernoulli  model；separable  nonlinear  least
squares；aircraft lap joint structures；fatigue life prediction
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0    引　言

飞行器结构安全是保证其性能实现的前提. 然
而, 飞行器在服役过程中不仅受到偶发冲击和长期

疲劳载荷的影响, 还面临严酷的外部环境条件, 这些

因素可能会导致结构表面或内部发生各种类型的损

伤, 最终导致结构失效
[1]. 在所有类型的损伤中, 金属

疲劳是最常见的失效模式之一
[2]. 结构的疲劳寿命通

常定义为导致疲劳失效的载荷循环次数, 或从载荷

加载开始到发生断裂的时间
[3]. 准确有效地预测结构

寿命可以: 1)在设计阶段, 优化设计以平衡可靠性与

成本效益; 2)在运行阶段, 允许提前检测潜在故障并

采取及时维护措施, 从而防止事故发生; 3)在使用寿

命结束后, 决定是否需要重新制造或回收结构, 实现

经济效益与安全性的平衡
[4]. 在此背景下, 及时准确

地预测结构疲劳裂纹扩展以及完整性评估至关重

要
[5].
目前, 以预测技术为核心的故障预测和健康管

理 (prognostics and health management, PHM)技术在

航空工业领域得到了广泛应用和发展
[6], 主要可分为

物理驱动方法和数据驱动方法: 物理驱动的方法通

过对疲劳裂纹的力学分析建立机理模型, 如: Li等[7]

提出了基于贝叶斯滤波框架的修正 Paris模型, 以解

决航空耳片结构单孔多裂纹预测问题; Chen等[8]
利

用粒子滤波算法在线更新高斯过程测量模型, 实现

了对结构的疲劳裂纹预测, 并以单孔结构航空耳片

疲劳试验进行了模型有效性验证. 数据驱动的方法

利用监测数据构建机器学习模型, 如: 袁慎芳等
[9]

提出了一种基于卷积神经网络的算法, 解决了疲劳

裂纹扩展的定量辨识问题; Zafar等[10]
基于神经网络

的元启发式优化算法对航空材料铝合金裂纹扩展速

率进行了预测. 然而, 对于飞行器疲劳寿命预测问题,
以上研究方法仍有不足: 1)现有的研究多以单孔结

构为验证对象, 对于结构复杂的多孔搭接结构, 其力

学分析更为复杂, 呈现高度非线性的特点, 为物理法

则对裂纹扩展进行建模带来了挑战; 2)机器学习方

法往往需要大量的数据进行模型的学习, 而疲劳裂

纹数据的采集信息通常是有限的. 灰色预测模型
[11]

结合了物理模型以及数据模型的优点, 通过累积和

算子非参数化地挖掘数据背后的动态演化机制, 并
使用微分方程对累积和序列进行建模, 在处理小样

本、冷启动问题上具有独特的优势
[12-13].

非线性灰色 Bernoulli模型
[14]

是最具代表性的

灰色预测模型之一, 其幂次项使得模型能够灵活地

应用于具有不同生长特征的时间序列, 已被广泛应

用于产品需求预测
[15]
、能源消耗预测

[16]
、交通流预

测
[17]

等问题. 在数学上, 非线性灰色 Bernoulli模型

使用 Bernoulli微分方程对累积和序列进行建模, 因
此, 对于该模型的理论研究主要集中在两个方面:
1)模型形式的改进, 如时滞模型

[18]
、时变模型

[15]
、多

变量模型
[19]

等; 2)不同形式累积和算子的构建, 如
分数阶累积和算子

[20]
、新信息优先累积和算子

[21]
、概

率累积和算子
[22]

等. 然而, 现有的文献对于模型的机

理研究仍有不足: 累积和序列作为非线性 Bernoulli
模型的建模对象, 其初始值通常取原始时间序列的

第 1项, 这种定义在非线性灰色预测建模中的物理

解释仍然不清晰
[23], 且参数估计时又对初值条件进

行了优化, 导致参数估计过程缺乏一致性, 可能使得

模型陷入“过优化”陷阱. 此外, 模型参数估计使用

两步法: 首先估计结构参数, 然后估计初值条件的估

计值. 两个阶段的目标函数的差异给参数估计引入

了额外的误差
[24].

为解决上述问题, 本文提出可解释累积和算子,
明晰累积和的物理意义, 基于该算子对非线性灰色

Bernoulli模型进行重构和分析. 同时, 引入可分非线

性最小二乘法 (seperable least squares, SLS)构建单

步参数估计方法, 以实现模型结构参数与初值条件

的同步估计, 规范化模型的建模步骤. 最后, 将所提

出方法应用于飞行器搭接结构的疲劳寿命预测问题,
为结构设计和维修提供可靠的决策参考. 

1    问题描述

搭接结构是最常见的飞行器结构之一, 该结构

表面有多个铆钉孔, 主要用于连接多个基材
[25]. 这种

结构广泛应用于飞行器机身的各部分, 包括机翼、尾

翼和机身前中后段等, 以确保整个飞机的完整性和

可靠性 (飞机蒙皮结构如图 1所示).
  

图1   飞机蒙皮搭接结构
 

由于搭接结构中存在多个铆钉孔, 孔边应力集

中, 是裂纹萌生的重点部位, 且疲劳裂纹对于材料属

性、疲劳载荷、组装质量和表面加工以及不利环境因

素等各种参数非常敏感. 此外, 裂纹扩展过程中局部

刚度与紧固件间的载荷分布会发生变化, 即使在实

验室条件下, 相同多孔搭接结构的裂纹扩展过程也
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会表现出较大的分散性
[26]. 因此, 如何通过数据模拟

疲劳裂纹扩展规律是准确预测疲劳寿命的关键, 本
文将针对这一问题进行探索, 开发可解释非线性灰

色 Bernoulli模型, 实现多孔搭接结构疲劳寿命预测. 

2    基础知识 

2.1    经典非线性灰色 Bernoulli 模型

非线性灰色 Bernoulli模型是处理具有不同生长

特征的时间序列的有效方法, 相关定义如下.
x = {x(t1), x(t2),

. . . , x(tn)} y = {y(t1), y(t2), . . . ,
y(tn)}

定义 1　设单变量时间序列

, 其累积和序列为

. 其中

y(tk) =


x(t1), k = 1;

x(t1) +
k∑

i=2

hix(ti), k ⩾ 2
(1)

hk = tk − tk−1(k ⩾ 2)为累积和算子, 且 为时间间隔.
相应地, 称

x(tk) =


x(t1), k = 1;

1

hk

[y(tk)− y(tk−1)], k ⩾ 2
(2)

为逆累积和算子.
定义 2　非线性灰色 Bernoulli模型的白化方

程
[14]

为

d
dt

y(t) = a1y(t) + a2[y(t)]
r, (3)

a1 a2 r ∈ R/{0, 1}
r =

0 GM(1, 1) r = 2

其中:  和 为未知的结构参数;  为未

知的幂指数, 可控制解轨迹的形态. 特别地, 当
时, 模型退化为 模型

[27]; 当 时, 模型

退化为灰色 Verhulst模型
[28]. 

2.2    两步法参数估计

传统的模型参数估计使用两阶段的方法, 即第

1阶段估计模型的结构参数, 第 2阶段估计模型的初

值条件, 具体过程总结如下.
结构参数估计: 运用隐式中点公式, 式 (3)可离

散化为

x(tk) = a1

[1
2
y(tk) +

1

2
y(tk−1)

]
+

a2

[1
2
y(tk) +

1

2
y(tk−1)

]r
, (4)

(a1, a2) r

r r

{t1, t2, . . . , tn}

式中包含参数 和非线性幂指数 . 若假设幂

指数 已知 , 则结构参数可视作 的函数 . 将时刻

代入式 (4), 整理得到目标函数为

argmin
a1,a2

∥x−Θ(r)[a1(r) a2(r)]
T∥, (5)

其中

Θ(r) =



1

2
y(t1) +

1

2
y(t2)

[1
2
y(t1) +

1

2
y(t2)

]r
1

2
y(t2) +

1

2
y(t3)

[1
2
y(t2) +

1

2
y(t3)

]r
...

...

1

2
y(tn−1) +

1

2
y(tn)

[1
2
y(tn−1) +

1

2
y(tn)

]r


.

使用普通最小二乘法求解线性回归问题 (5), 可
得到结构参数的估计值为

[â1(r) â2(r)]
T = [Θ(r)TΘ(r)]−1Θ(r)Tx. (6)

r然后, 求解幂指数 , 将结构参数的估计值 (6)代入

式 (4), 且最小化以下最小平方和误差准则:

L(r) =
n∑

k=2

{
x(tk)− â1(r)

[1
2
y(tk) +

1

2
y(tk−1)

]
−

â2(r)
[1
2
y(tk) +

1

2
y(tk−1)

]r}2

, (7)

r̂可得到幂指数的估计值 .
初值条件估计: 将结构参数和幂指数的估计值

代入白化方程 (4)的解轨迹 (求解过程可参见文献

[23]), 可得到时间响应方程为

y̆(t, â1(r̂), â2(r̂), r̂; ηy) =
[(

η1−r̂
y +

â2(r̂)

â1(r̂)

)
×

exp(â1(r̂)(1− r̂)(t− t1))−
â2(r̂)

â1(r̂)

] 1

1−r̂
, (8)

ηy

η̂y = x(t1)

其中 为未确定的初值条件. 通常模型的初值条件

选用原始数据的第 1个值, 即 ; 或以残差

建立目标函数, 即

L(ηy) =
n∑

k=1

[y(tk)− y̆(tk, â1(r̂), â2(r̂), r̂; ηy)]
2. (9)

η̂y

ŷ(t, â1(r̂), â2(r̂), r̂, η̂y) {t1,
t2, . . . , tn+p}

{ŷ(t1), ŷ(t2), . . . , ŷ(tn+p)}
{ŷ(t1), ŷ(t2), . . . ,

ŷ(tn+p)} {x̂(t1), x̂(t2), . . . ,
x̂(tn+p)} {t1, t2, . . . , tn+p}

p ∈ N

优化式 (9)可得到初值条件的估计值 以及相应的

时间响应式 . 将离散时刻

代入时间响应式, 可得到累积和序列的

预测值 . 将逆累积和算子

(2)运用于累积和序列的预测值

, 可得到原始序列的预测值

. 其中 :  为指定的采样间

隔,  为预测步长. 

3    可解释非线性灰色 Bernoulli 模型构建 

3.1    可解释累积和算子

引理 1　非线性灰色 Bernoulli模型的建模对象

是累积和算子 (1), 其数学本质已被证明为一个变上

限定积分算子
[29], 有

y(t) = x(t1) +
w t1

t0

x(s)ds, (10)

累积和算子 (1)为积分算子 (10)的左矩形离散化形
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式, 具有一阶离散精度.
y(t) x(t)

x(t) y(t)

y(t1)

x(t1)

y(t)

x(t)

y(t1) = x(t1)

根据引理 1, 累积和 为状态 的积分; 反
之, 状态 为累积和 的导数. 根据对累积和算

子的朴素理解, 累积和序列的第 1项 通常设定

为 . 然而, 对于真实的动态系统, 这一设定往往

不符合物理规律. 如: 当累积量 为“位移”, 其导

数 为“速度”, 此时设定位移的初始值等于此刻

的速度, 即 , 显然违背物理意义. 因此,
考虑累积和算子的物理意义, 本文将累积和算子的

初值条件定义为未知量, 以显式表征未观测序列的

累积量, 并结合数值积分的二阶精度公式, 提出了可

解释的累积和算子, 具体定义如下.
{x(t1), x(t2), . . . ,

x(tn)}
定义 3　设有单变量时间序列

, 其可解释累积和算子定义为

ỹ(tk) =


ηy, k = 1;

ηy +
1

2

k∑
i=2

hi[x(ti−1) + x(ti)], k ⩾ 2.

(11)

ηy ∈ R hk = tk − tk−1(k ⩾ 2)

{ỹ(t1), ỹ(t2), . . . , ỹ(tn)}
其中:  为未知初始值, 
为时间间隔. 则 为相应的累

积和序列.

ηy

w t1

t0

x(s)ds x(t0)

图 2为可解释累积和算子的直观解释: 累积和

序列的第 1个值 应为 , 尽管 是不

可观测的.
 
 

x(t)

x(t )1

x(t )0

t0 t1 t2 tn t

ηy

系统
初始点

观测
初始点

输出 y(t): x(t) 的
累计面积

y(t) =  + ∫  x(s)dsηy

t

t1

. . .

图2   可解释累积和算子的几何示意图
  

3.2    模型定义

基于可解释累积和算子, 定义可解释非线性灰

色 Bernoulli模型, 具体如下.
定义 4　可解释非线性灰色 Bernoulli模型的白

化方程为

d
dt

ỹ(t) = a1ỹ(t) + a2[ỹ(t)]
r, ỹ(t1) = ηy. (12)

a1 a2 r ∈ R/{0, 1}
ηy

其中:  和 为未知的结构参数,  为未

知的幂指数,  为未知的初值条件.
性质 1　结合白化方程 (12)和累积和算子 (11),

可得到

x(t) = a1ỹ(t) + a2[ỹ(t)]
r. (13)

ỹ(t)由于累积和算子 的本质为积分算子, 式 (13)表

明非线性灰色 Bernoulli模型的本质为积分建模.
ỹ(t)

ηy

性质 2　白化方程 (12)中 显式地蕴含了模

型未知的初值条件 , 因此, 基于白化方程可设计同

步估计模型的结构参数和初值条件的方法 (详见下

文第 3.3节).
性质 3　根据模型的解轨迹 (8), 直接求导可得

到逆累积和算子的解析形式, 即

x(tk) =
d
dt

ỹ(t)|t=tk
, t ⩾ tk. (14)

式 (14)为连续形式逆累积和算子. 

3.3    结构参数与初值条件的同步估计

(a1, a2) r ηy

下面建立参数估计方法, 同步估计模型的结构

参数 、幂指数 和初值条件 , 并实现原始序

列的多步预测.
与传统的隐形中点公式离散化公式不同, 本文

运用梯形公式离散化状态方程 (3) (两种方法均为二

阶精度, 梯形公式的优势参见文献 [23]), 可得到伪线

性回归表达式为

ỹ(tk)− ỹ(tk−1)

hk

=

a1

[1
2
ỹ(tk) +

1

2
ỹ(tk−1)

]
+ a2

{1

2
[ỹ(tk)]

r+

1

2
[ỹ(tk−1)]

r
}
+ ε(k), (15)

ε(k) k

(a1, a2)

(r)

(ηy)

其中 为在 时刻观测误差以及离散化误差的

总和. 观察伪回归函数 (15)可知: 结构参数

是关于状态变量的线性可分参数, 幂指数 和初值

条件 为非线性参数. 因此, 引入可分非线性最小

二乘法
[30], 对结构参数、幂指数以及初值条件进行同

步估计, 具体求解步骤如下.
k = 2, 3, . . . , n将时刻 代入式 (15), 可得到目标

函数为

L(a1, a2, r, ηy) = ∥z̃ −Θ(r, ηy)[a1 a2]
T∥2

2. (16)

其中

z̃ =

ỹ(t2)− ỹ(t1)

h2

ỹ(t3)− ỹ(t2)

h3
...

ỹ(tn)− ỹ(tn−1)

hn


=



1

2
x(t1) +

1

2
x(t2)

1

2
x(t2) +

1

2
x(t3)

...
1

2
x(tn−1) +

1

2
x(tn)


,
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Θ(r, ηy) =

1

2
ỹ(t2)+

1

2
ỹ(t1)

1

2
[ỹ(t2)]

r
+
1

2
[ỹ(t1)]

r

1

2
ỹ(t3)+

1

2
ỹ(t2)

1

2
[ỹ(t3)]

r
+
1

2
[ỹ(t2)]

r

...
...

1

2
ỹ(tn)+

1

2
ỹ(tn−1)

1

2
[ỹ(tn)]

r
+
1

2
[ỹ(tn−1)]

r


.

a1 a2

r ηy

首先, 对可分离参数进行初步估计: 将 和 视

为 和 的函数, 通过最小化损失函数 (16), 可分离

参数的最小二乘估计为

[â1(r, ηy) â2(r, ηy)]
T =

[Θ(r, ηy)
TΘ(r, ηy)]

−1Θ(r, ηy)
Tz̃. (17)

然后, 对非线性参数进行最终估计: 将估计值 (17)代
入 (16), 目标函数可写为无约束的非线性优化问题,
即

L(r, ηy) =

∥z̃ −Θ(r, ηy)[Θ(r, ηy)
T Θ(r, ηy)]

−1Θ(r, ηy)
Tz̃∥2

2.
(18)

r̂ η̂y

ϑ z(ϑ)

目标函数 (18)是关于参数 和 的非线性函数, 是
一个无约束的优化问题 , 可使用修正牛顿法  ——
LM算法

[12]
进行求解. 为简化表述, 将参数记为向量

形式 , 且目标函数 (18)等号右侧的第 2项记为 ,
则目标函数 (18)可被重写为

L(ϑ) = ∥z̃ − z(ϑ)∥2
2 = (z̃ − z(ϑ))T(z̃ − z(ϑ)).

(19)

J(ϑ) =
( ∂

∂ϑ
z(ϑ)

)
另外, 将雅可比矩阵表示为 , 步

骤如算法 1所示.

算法 1　LM算法.

z̃ z(ϑ)输入:  ,  ;

ϑ = ϑ(0)1.  ;
2. repeat

H(ϑ(j)) = λjI + [J(ϑ(j))]TJ(ϑ(j))3.  

g(ϑ(j)) = [J(ϑ(j))]T[z̃ − z(ϑ(j))]4.  

ϑ(j+1) = ϑ(j) − [H(ϑ(j))]−1g(ϑ(j))5.  

6. until收敛 ;

ϑ̂输出:  .

|ϑ(j+1) − ϑ(j)| < 10−5

|J (ϑ(j+1))− J (ϑ(j))| < 10−5

8× 109

lsqnonlin

η̂yr̂

当 LM算法满足以下收敛条件之一时停止迭代:
1)参数满足收敛条件 ; 2)目标

函数满足收敛条件 ; 3)
达到函数计算/迭代的最大次数 . 该算法可

用Matlab中的 程序实现. 最后, 对可分离参

数进行最终估计: 将非线性参数的最终估计 ( )代
入式 (17), 可得到分离参数的最终估计为

[â1(r̂, η̂y) â2(r̂, η̂y)]
T =

[Θ(r̂, η̂y)
TΘ(r̂, η̂y)]

−1Θ(r̂, η̂y)
Tz̃. (20)

{t1, t2, . . . , tn+p}

{ŷ(t1), ŷ(t2), . . . , ŷ(tn+p)}
{x̂(t1), x̂(t2), . . . ,

x̂(tn+p)}

将离散时刻 以及参数的估计值

代入模型并求解 , 可得到累积和序列的预测值为

. 接着使用逆累积和算子

(14)求 得 原 始 序 列 的 预 测 值

. 另外, 由于式 (8)为连续时间的解轨迹, 可
对任意时刻进行插值预测. 

3.4    经典模型与可解释模型对比分析

将基于传统累积和算子的非线性灰色 Bernoulli
模型和基于可解释累积和算子的模型分别简称为经

典模型和可解释模型, 建模步骤如表 1所示.
 
 

表1     经典模型与可解释模型的建模步骤对比

模型 经典模型 可解释模型

↓
输入 {x(tk)}n

k=1

↓
累积和 式(1), 一阶精度 式(11), 二阶精度

↓
模型结构 式(3) 式(12)

↓
参数估计 (â1, â2, r̂) → (η̂y)两步法:  (â1, â2, r̂, η̂y)一步法: 

↓
时间响应

  
ŷ(t; â1, â2, r̂, η̂y)

逆累积和 x̂(tk) =
1

hk

(ŷ(tk)− ŷ(tk−1)) x̂(tk) =
d
dt

ŷ(t)|t=tk

 

表 1表明: 经典模型和可解释模型建模步骤均

是基于累积和的微分方程建模的. 然而, 由于累积和

算子的定义发生了变化, 导致建模过程发生了改变,
具体区别总结如下: 1)前者使用传统的累积和算子,
其初值的物理意义不明晰, 且离散格式为一阶精度;
后者拟合可解释累积和序列, 具备物理可解释性, 离
散格式为二阶精度. 2)前者在参数估计阶段结构参

数与初值条件估计是分离的; 后者由于在可解释累

积和的定义中引入了初值条件, 结构参数与初值条

件可同步估计, 约简了其参数估计的过程. 3)前者的

逆累积和算子是离散形式; 后者的逆累积和算子本

质是连续形式, 可对时间响应式直接求导得到的原

始序列估计值, 这种解析的表达具有更高的精度.
综上所述, 基于可解释累积和算子的非线性灰

色 Bernoulli模型物理意义更明确, 同时, 具备结构参

数与初值条件可以同步估计等优点. 

4    案例分析: 多孔搭接结构疲劳寿命预测

本案例采用飞行器铝合金蒙皮搭接结构试件为

研究对象, 预测其疲劳寿命, 对所提出方法进行验证.
本文的数据采集于南京航空航天大学航空航天结构

力学及控制全国重点实验室, 结构健康监测与预测

研究中心. 
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4.1    试验装置及信号采集

2024-T4搭接结构试件由两块 铝合金板组成, 每
块板厚度为 2 mm. 该结构具有 6个铆钉孔, 其详细

几何形状如图 3所示.
 
 

400
60
20 20

1
4
0

4
0

3
0

2 4 6-ϕ5

6-ϕ9

铆钉孔
1 4

52

3 6

图3   搭接结构及详细尺寸信息
 

图 4为整体的实验装置, 采用 SUNS890疲劳试

验系统, 主要包括结构试件、疲劳拉伸机、电子显微

镜等. 试验时使用疲劳拉伸机垂直夹住试件的两端,
对其垂直施加动态载荷来模拟飞行任务次数, 使得

试件产生疲劳裂纹. 动态载荷为振幅 15 kN、应力比

0.1的正弦载荷, 加载频率为 10 Hz.
 
 

疲劳拉伸机

显微镜 智能搭接
结构试件

图4   试验设置
  

4.2    数据描述

T1 ∼ T4

T1 ∼ T4

共展开 4个试件的疲劳试验, 记为 . 用
数码显微镜观察并记录表面裂纹的长度, 由于试件

结构包括 6个铆钉孔, 每个孔边缘均有可能会产生

疲劳裂纹, 一旦一个部位开始产生疲劳裂纹, 其他疲

劳裂纹便会很快开始萌生, 这是由于载荷的重新分

配和刚度的降低, 在现役飞机结构中很普遍. 因此,
采集数据过程中将单个试件产生的多个疲劳裂纹长

度总和作为试件裂纹长度, 疲劳裂纹初始采集长度

为 2.0 mm. 通过损伤容限分析可得到裂纹长度的失

效阈值, 以表示结构所能够承受的最大裂纹长度
[8].

为方便起见, 本文采用最终记录的裂纹长度 27 mm
作为破坏阈值. 若裂纹长度超过该阈值, 则认为结构

失效. 图 5为用于试验的连接试件 的裂纹

长度随载荷循环数 (时间)变化的损伤演化情况. 由
图 5可见: 即使采用了相同材料和加工工艺的试件,

[25, 13, 23, 22]

且加载的疲劳载荷谱也是完全一致的, 不同试件表

面萌生裂纹的时间不同; 裂纹扩展曲线也呈现较为

明显的差异. 4个试件的裂纹长度观测序列分别为

.
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T1 ∼ T4图5   试件裂纹演化情况
  

4.3    疲劳裂纹扩展预测

T1 ∼ T4

下面将所提出可解释灰色 Bernoulli模型 (简称

为 PNGBM)应用于 试件的疲劳裂纹数据,
在建模过程中: 每个试件前 80%数据用于训练模型,
后 20%的数据用于验证模型的有效性. 同时, 选取

传统灰色 Bernoulli模型 (NGBM)、ARIMA模型、长

短记忆神经网络 (LSTM)、卷积神经网络 (CNN)以
及前馈神经网络 (FNN)等基准模型与所提出模型进

行对比. 对于建模结果的评估, 采用两个误差准则:
预测误差用均方根误差 (RMSE)描述, 即

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑
k=1

[x̂(tk)− x(tk)]2.

试件的失效时间可由载荷循环数记录, 则剩余

寿命预测的相对误差为

ERUL =
∥Nfailure − N̂failure∥

Nfailure

× 100%,

N̂failure其中 为预测的失效载荷循环数.

拟合以及预测的结果如图 6、表 2和表 3所示.
T1 ∼ T4图 6为各模型在 共 4个试件数据上拟

合以及预测的曲线. 由图 6可见, 在拟合区间内, 6种
模型整体上均与真实测量值较为接近. 在预测区间,
所提出 PNGBM与其他模型相比, 更能够准确地捕

捉裂纹扩展的未来趋势.

T1 ∼ T4

为进一步评估模型的建模效果, 计算各模型的

均方根误差, 结果如表 2所示. 由表 2可知, 对于试

验的 4个试件, 所提出 PNGBM模型总体表现最佳,
RMSEs均小于 1.9 mm, 满足工程应用要求. 进一步

分析试件的剩余寿命精度, 结果如表 3所示. PNGBM
模型的总体表现优于各对比模型, 可以准确地预测

试件的疲劳剩余寿命. 注意, 对比模型在预

测区间的裂纹扩展结果未达到 27 mm的, 表中没有

数据记录, 表明模型误差较大. 
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5    结　论

本文在现有的非线性灰色 Bernoulli模型基础

上, 提出了可解释累积和算子, 提出了其对应的改进

灰色 Bernoulli模型以及规范化的建模步骤, 并解决

了飞行器多孔搭接结构疲劳寿命预测问题, 主要工

作如下: 1)在动态系统的视角下, 提出了可解释累积

和算子 (及其逆算子), 明晰了累积和算子的物理意

义, 并构建了改进的可解释非线性灰色 Bernoulli模
型. 2)引入了可分非线性最小二乘法, 构建了结构参

数与初值条件同步估计的参数估计方法, 并将经典

模型建模过程与可解释模型建模过程进行了综合比

较. 3)采用飞行器多孔搭接结构开展了疲劳裂纹试

验, 使用所提出可解释非线性灰色 Bernoulli模型对

试件的疲劳裂纹扩展进行了预测. 试验结果表明, 所
提出模型可以准确地捕捉疲劳裂纹的演化规律, 展
现出较高的预测精度, 其建模性能显著优于对比模

型.
基于预测技术的 PHM方法将促进飞行器设计

和维护向精细化方法变革, 以实现飞行器结构的精

准设计、视情维护和科学寿命管理. 然而, 如何从数

据中建立物理模型仍然是这一方法的重要挑战. 在
未来的研究中, 拟对模型的结构辨识进行研究, 以提

升模型的可解释性和预测精度.
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