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一类切换非线性正时变系统的状态界估计

张　娜†，孙元功

(济南大学 数学科学学院，济南 250022)

摘　要: 讨论切换 1次齐次协同时变系统的状态界估计问题. 齐次协同系统是一种特定的非线性正系统. 在分析

时变系统时, 没有使用比较原理. 首先, 提出当存在扰动时, 此切换非线性正时变系统轨迹渐近收敛至平衡点的一

个邻域的准则, 并给出每个子系统的衰减率; 然后, 将这些准则推广至切换线性正时变系统; 最后, 给出一个数值

例子来验证结论.
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Abstract: This paper discusses the state bounding problem of switched homogeneous cooperative time-varying systems
of degree one. A homogeneous cooperative system is a specific type of nonlinear positive system. For analysis of time-
varying  systems,  we  don't  use  the  comparison  principle.  First,  a  criterion  is  presented  for  the  existence  of  a
neighborhood  of  the  equilibrium point  where  the  trajectories  of  the  switched  nonlinear  positive  time-varying  system
with disturbance asymptotically converge within, and the decay rate of every subsystem is also given. Then, the criteria
are extended to switched linear positive time-varying systems. Finally, a numerical example is proposed to illustrate the
results.
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0    引　言

若一个动态系统的初始条件非负, 则它的轨迹

也非负 , 这样的系统被称为正系统
[1-2]. 切换系

统
[3-12]

由一个切换信号和若干个子系统组成. 齐次

(homogeneous)协同 (cooperative)系统
[13-15]

是一种

特殊的非线性正系统. 稳定性是动态系统的核心属

性之一, 它吸引了众多研究者的关注. 在实际中, 一
些动态系统存在扰动, 在这种情况下, 系统的解可能

会收敛至平衡点的一个邻域内. 这个问题被称为可

达集估计或状态界估计.
正系统的稳定性研究通常采用一种不同于传统

Lyapunov函数的方法
[16-22]. 如 Feyzmahdavian等 [19]

研究了 1次齐次协同系统的稳定性. 随后关于稳定

性的结论被推广至任意次的齐次协同系统
[20].

Dong[21] 和 Xiao等[22]
也研究了任意次的齐次协同系

统的稳定性准则.

r(r > 1)

状态界估计问题吸引了众多研究者的关注. 线
性系统的状态界估计问题已经得到了很好的发

展
[23-25]. Hien等[25]

估计了具有时滞和扰动的连续时

间线性时变系统的可达集. 近年来, 非线性系统的状

态界估计问题也受到了显著的关注. Nam等
[26]

研究

了有扰动的且非线性项满足线性增长条件的非线性

时滞系统的状态定界问题; Zhang等[27-28]
研究了 1次

齐次协同系统的状态定界问题; Zhang等[29]
估计了

切换 次齐次协同系统的可达集.
时变系统在工程、生物、经济等领域均具有广泛

应用, 相对于时不变系统, 时变系统更能反映现实世

界的动态本质, 时变系统吸引了许多研究者的兴趣.
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然而, 应用传统的 Lyapunov泛函方法来分析时变系

统, 效果较差. 如即使对于线性时变系统, Lyapunov
方法可能会导致不定线性矩阵不等式或不可解的矩

阵 Riccati微分方程
[25].

为克服利用 Lyapunov函数分析时变系统的困

难 , 很多文献利用比较原理 (comparison principle),
即通过构造或选择一个合适的比较系统 (comparison
system)[30, 33], 利用其稳定性来推导原目标系统的稳

定性. 系统 A被称为系统 B关于 (渐近)稳定性的比

较系统, 意指: 若系统 A的零解 (或平衡点)具有 (渐
近)稳定性, 则可推知系统 B的零解 (或平衡点)亦
具有渐近稳定性

[30]. 由此, 系统 A的稳定性特性可用

于比较或推断系统 B的相应稳定性特性 . 如文献

[25, 30-34]利用比较原理研究了时变系统的稳定性

等问题, 构造或选择某个正时不变系统作为比较系

统.
本文的主要内容包括以下几方面:
1) 推导出所讨论的切换非线性正时变系统的解

渐近收敛至平衡点的一个邻域的准则.
2) 给出每个非线性正时变子系统的衰减率.
3) 没有使用比较原理, 不需要构造或选择某个

比较系统来分析原时变系统. 从这一角度看, 所提出

分析方法能够降低保守性. 

1    预备知识

Rn n ⟨m⟩
= {1, 2, . . . ,m} m x = (xi) ∈
Rn xi x i i∈⟨n⟩ x≻y

(x⪰y) x,y∈Rn i∈⟨n⟩ xi>yi(xi⩾
yi) Rn

+={x∈Rn : x⪰0} Rn
+ n

|x|=(|xi|)∈Rn
+

∥x∥∞=max
i∈⟨n⟩

|xi|

v ∈ Rn v = (vi) ≻ 0 x ∈ Rn

∞- ∥x∥v
∞=max

i∈⟨n⟩

|xi|
vi

ϵ>0 B(ϵ)=

{x∈ Rn|∥x∥∞ ⩽ ϵ}

在本文中,  表示 维实欧几里得空间. 记
, 其中 为正整数. 对于

, 这里 为向量 的第 个分量,  . 记
, 若对于 ,  , 则有

. 记 , 即 表示 维非负实

向量的集合. 记  和 .

给定 ,  , 定义向量 的加权

范数为 . 对于 , 记  

.
Rm×n m× n A

A∈Rn×n

表示 维实矩阵空间. 若 所有的非

对角线元素非负, 则矩阵 被称为 Metzler[13]

矩阵.
σ(t) : [0,+∞)→⟨m⟩ m>1

0 = t0 < t1 < . . .

< tk < . . . τk= tk − tk−1 lim
k→+∞

tk

= +∞ t ∈ [tk, tk+1) σ(tk)

表示切换信号, 其中

为子系统的数量 . 切换时刻记为

, 驻留时间为 , 且有

. 当 时, 第 个子系统被激活.
f : Rn → Rn

Rn\0 a∈Rn
+\0

∂f/∂x(a) f

定义 1[13]
　连续向量场 , 若其在

上连续可微, 且对于所有 , 其 Jacobian
矩阵 均为 Metzler矩阵, 则称 为协同向

量场.

f : Rn → Rn

x ∈ Rn λ > 0 f(λx) =λrf(x)

f r r > 0

定义 2[19]
　对于向量场 , 若对于所

有 和所有 , 均有 , 则称

为 次齐次的, 其中 .
一个协同向量场满足以下 Kamke条件.

f : Rn → Rn

fi f i xi = yi

x ⪰ y x,y ∈ Rn
+\0 fi(x)⩾fi(y)

引理 1[13-14, 35]
　设 是一个协同向量

场,  为 的第 个分量. 对于任意两个满足

和 的向量 , 可得到 .

前文的定义可被推广至时变系统.
Rn\0 x

f(t,x) : [0,+∞)×Rn → Rn

a ∈ Rn
+\0 t ⩾ 0 ∂f/∂x(t,a)

f(t,x)

定义 3　对于在 上关于 连续可微的, 连
续向量场 , 若对于所有

和 , 其 Jacobian矩阵 均

为Metzler矩阵, 则称 为协同向量场.
f(t,x) : [0,+∞)× Rn →

Rn t ⩾ 0,x ∈ Rn λ > 0 f(t, λx)

= λrf(t,x) f r r > 0

定义 4　对于向量场

, 若对于所有 和 , 均有

, 则称 是 次齐次的, 其中 .
f(t,x)类似地, 可得到协同向量场 有以下性质.

f(t,x(t)) : [0,+∞)× Rn → Rn

fi f i

xi = yi x ⪰ y x,y ∈ Rn
+\0

fi(t,x) ⩾ fi(t,y)

引理 2　设 是

一个协同向量场,  为 的第 个分量. 对于任意两个

满足 和 的向量 , 可得到

.
σ(t) t2 ⩾ t1 ⩾ 0

Nσ(t2, t1) σ(t) (t1, t2)

N0 τ Nσ(t2, t1)

⩽ N0 + (t2 − t1)/τ t2 ⩾ t1 ⩾ 0

τ

定义 5[36]
　对于切换信号 以及 ,

令 为 在区间 内的不连续次数 .
若存在两个正数 (颤振界限)和 , 使得

, 对于所有 均成立 ,
则称此切换信号有平均驻留时间 (ADT)  .

研究以下切换非线性时变系统:

H : ẋ(t) = fσ(t)(t,x(t)) +w(t), t ⩾ 0. (1)

x(t) ∈ Rn w(t) : [0,+∞) →
Rn w(t) ⪰ 0 ∥w(t)∥∞ ⩽ w̄ w̄ > 0

其中:  为系统的状态; 
为扰动向量,  ,  ,  为

一个常数.
fσ(t) : [0,+∞)× Rn → Rn假设向量场 满足如

下条件.
fσ(t)(t,x) [0,+∞)× Rn

Rn\0 x

假设 1　1)  在 连续, 在

上关于 连续可微;
fσ(t)(t,x) r = 12)  是齐次的, 且齐次度为 ;

fσ(t)(t,x) [0,+∞)× Rn
+3)  在 上是协同向量场.

根据文献 [27]的证明, 利用归纳法可得到如下

引理.
H引理 3　当满足假设 1的条件 3)时, 系统 为

正系统. 

2    主要结论

H
vp ≻ 0 p ∈ ⟨m⟩ fp(t,vp) ≺ 0

定理 1　对于满足假设 1的系统 , 若存在一组

向量 ,  , 使得 , 则对于任
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x(0) ⪰ 0 τ >
lnu
η

何初始条件 , 在平均驻留时间切换

的条件下, 系统的解渐近收敛于一个球内, 且满

足

∥x(t)∥vσ(tk)
∞ ⩽

θ
[
1 +

(u− 1)

1− ue−ητ

]
+

(φ0 − θ)e−
r t
t0

(η(s)−
lnu

τ
)ds, t ∈ [tk, tk+1). (2)

其中

u = max
i∈⟨n⟩;p,q∈⟨m⟩

vpi

vqi

;

θ =
ω̂

− max
i∈⟨n⟩;p∈⟨m⟩

[fpi(t,vp)]
;

φ0 = max
i∈⟨n⟩

{xi(0)

vσ(0)i

}
;

φk = u[θ + (φk−1 − θ)e−
r tk
tk−1

η(t)dt
], k ⩾ 1;

0 < η < inf
t⩾0

η(t), η(t) = min
p∈⟨m⟩

ηp(t),

ηp(t) = min
i∈⟨n⟩

ηpi(t).

ηpi(t)是如下方程的唯一正解:

fpi(t,vp)

vpi

+ ηpi(t) = 0. (3)

证明　证明分为以下 3个步骤.
step 1:

t ∈ [tk, tk+1)(k = 0, 1, . . .) φk ⩾
xi(tk)

vσ(tk)i

当 时 ,  对 于

, 有

xi(t)

vσ(tk)i

⩽ θ +Ke−
r t
tk

η(s)ds, i ∈ ⟨n⟩, (4)

K = max{(φk − θ), 0}其中 .
令

zi(t) =
xi(t)

vσ(tk)i

− θ −Ke−
r t
tk

η(s)ds,

t ∈ [tk, tk+1), i ∈ ⟨n⟩.

p = σ(tk)
xi(tk)

vpi

⩽φk⩽(θ +K)

zi(tk)⩽0, i∈⟨n⟩ zi(t)⩽0 t∈ [tk, tk+1),

i∈⟨n⟩ l∈⟨n⟩ t∗∈(tk, tk+1) zi(t)

⩽ 0 t ∈ [tk, t
∗] i ∈ ⟨n⟩ zl(t

∗) = 0

记 , 显然有 , 即

. 然后证明 , 
. 否则, 存在 和 , 使得

,  ,  ;  , 且

żl(t
∗) ⩾ 0. (5)

因此, 有 
x(t∗)

vp

⩽ θ +Ke−
r t∗
tk

η(s)ds,

xl(t
∗)

vpl

= θ +Ke−
r t∗
tk

η(s)ds.

(6)

fp由 是 1次齐次协同向量场, 可得到

fpl
(t,x(t∗)) ⩽

fpl
(t, (θ +Ke−

r t∗
tk

η(s)ds)vp) =

{θ +Ke−
r t∗
tk

η(s)ds}fpl
(t,vp) =

θfpl
(t,vp) +Ke−

r t∗
tk

η(s)dsfpl
(t,vp). (7)

θ η根据 和 的定义, 可以推出

θfpl
(t,vp) + w̄ ⩽ 0, (8)

fpl
(t,vp)

vpl

+ η(t) < 0, (9)

故

żl(t
∗) ⩽

ẋl(t
∗)

vpl

+ η(t∗)Ke−
r t∗
tk

η(s)ds =

fpl
(t∗,x(t∗)) + wl(t

∗)

vpl

+

η(t∗)Ke−
r t∗
tk

η(s)ds ⩽
θfpl

(t∗,vp) + w̄

vpl

+

Ke−
r t∗
tk

η(s)ds
[fpl

(t∗,vp)

vpl

+ η(t∗)
]
< 0. (10)

żl(t
∗) < 0由式 (10), 可得到 , 这与假设 (5)矛盾. 因

此, 可以推出

xi(t)

vpi

⩽ θ +Ke−
r t
tk

η(s)ds, t ∈ [tk, tk+1), i ∈ ⟨n⟩.

step 2:
t ∈ [t0, t1)1)当 时, 根据 step 1的分析, 可得到

xi(t)

vσ(t0)i

⩽ θ +max{(φ0 − θ), 0}e−
r t
t0

η(s)ds,

t ∈ [t0, t1), i ∈ ⟨n⟩, (11)

以及

xi(t1)

vσ(t1)i

⩽ u[θ +max{(φ0 − θ), 0}e−
r t1
t0

η(s)ds],

i ∈ ⟨n⟩. (12)

φ1 = u[θ +max{(φ0 − θ), 0}e−
r t1
t0

η(s)ds]

φ1 ⩾ θ φ1 ⩾
xi(t1)

vσ(t1)i

2)记 ,

显然有 和 .

t ∈ [t1, t2)当 时, 根据 step 1的分析, 可得到

xi(t)

vσ(t1)i

⩽ θ + (φ1 − θ)e−
r t
t1

η(s)ds,

t ∈ [t1, t2), i ∈ ⟨n⟩. (13)

t ∈ [tk, tk+1)3)当 时, 归纳可得到

xi(t)

vσ(tk)i

⩽ θ + (φk − θ)e−
r t
tk

η(s)ds,

t ∈ [tk, tk+1), i ∈ ⟨n⟩, (14)

其中
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φk = u[θ + (φk−1 − θ)e−
r tk
tk−1

η(s)ds
], k ⩾ 1. (15)

因此, 可得出如下结论:

∥x(t)∥vσ(tk)
∞ ⩽ θ + (φk − θ)e−

r t
tk

η(s)ds,

t ∈ [tk, tk+1). (16)

式 (14)表明

0 ⩽ xi(t)

vσ(tk)i

⩽ φk, t ∈ [tk, tk+1), i ∈ ⟨n⟩. (17)

step 3:

显然, 有

φk − θ =

(u− 1)θ + ue−
r tk
tk−1

η(t)dt
(φk−1 − θ) =

(u− 1)θ + ue−
r tk
tk−1

η(t)dt
[(u− 1)θ+

ue−
r tk−1
tk−2

η(t)dt
(φk−2 − θ)] = . . . =

(u− 1)θ[1 + ue−
r tk
tk−1

η(t)dt
+

u2e−
r tk
tk−2

η(t)dt
+ · · ·+ uk−2e−

r tk
t2

η(t)dt+

uk−1e−
r tk
t1

η(t)dt] + uke−
r tk
t0

η(t)dt(φ0 − θ). (18)

可得到

xi(t)

vσ(tk)i

⩽

θ + (φk − θ)e−
r t
tk

η(s)ds =

θ + (u− 1)θ[1 + ue−
r tk
tk−1

η(t)dt
+

u2e−
r tk
tk−2

η(t)dt
+ · · ·+ uk−2e−

r tk
t2

η(t)dt+

uk−1e−
r tk
t1

η(t)dt]e−
r t
tk

η(s)ds+

uke−
r t
t0

η(s)ds(φ0 − θ) ⩽

θ + (u− 1)θ[1 + ue−
r tk
tk−1

ηdt
+

u2e−
r tk
tk−2

ηdt
+ · · ·+ uk−2e−

r tk
t2

ηdt+

uk−1e−
r tk
t1

ηdt]e−
r t
tk

η(s)ds+

uke−
r t
t0

η(s)ds(φ0 − θ) ⩽
θ + (u− 1)θ[1 + ue−ητ + (ue−ητ)2+

· · ·+ (ue−ητ)k−2 + (ue−ητ)k−1]

e−
r t
tk

η(s)ds + uke−
r t
t0

η(s)ds(φ0 − θ) ⩽

θ +
(u− 1)θ

1− ue−ητ
+ u

t
τ e−

r t
t0

η(s)ds(φ0 − θ) =

θ +
(u− 1)θ

1− ue−ητ
+ e−

r t
t0

(η(s)− ln u
τ

)ds(φ0 − θ) ⩽

θ
[
1 +

(u− 1)

1− ue−ητ

]
+ (φ0 − θ)e−

r t
t0

(η(s)− ln u
τ

)ds,

t ∈ [tk, tk+1), i ∈ ⟨n⟩. (19)

证毕. □

v ≡ vp

H ∥x(t)∥v
∞ ⩽ θ+

注 1　若存在一个公共向量 满足定理

1的条件, 则可以证明该系统 满足

(φ0 − θ)e−
r t
t0

η(t)dt(t ⩾ 0).

vp

kvp k

vp kvp

注 2　若正向量 满足定理 1, 则很显然, 向量

 (其中 为一个正实数)也满足定理 1. 可得到, 从

定理 1获得的系统状态的上界对于 与 是相同

的.

H注 3　为简便起见, 系统 的解也满足

∥x(t)∥vσ(tk)
∞ ⩽

θ
[
1 +

(u− 1)

1− ue−ητ

]
+

(φ0 − θ)e−
r t
t0

(η(s)− ln u
τ

)ds ⩽

θ
[
1 +

(u− 1)

1− ue−ητ

]
+ (φ0 − θ)e−

r t
t0

(η− ln u
τ

)dt,

t ∈ [tk, tk+1).

H
H

H

注 4　对于系统 的分析, 没有使用比较原理.

不需要构造或选择另外一个比较系统分析系统 的

稳定性特性. 而若使用比较原理估计系统 的状态

界, 如选择某个正时不变系统作为比较系统, 则估计

的状态界与选择的比较系统有关, 且估计的状态界

相较于所提出方法得到的状态界更大.

H注 5　对于系统 的分析, 也没有使用传统的

Lyapunov函数方法.

H下面考虑系统 的一个特殊情况, 即下边的线

性时变系统:

H̃ : ẋ(t) = Aσ(t)(t)x(t) +w(t), t ⩾ 0. (20)

x(t) ∈ Rn w(t) : [0,+∞) →
Rn w(t) ⪰ 0 ∥w(t)∥∞ ⩽ w̄ w̄ > 0

其中:  为系统的状态; 

为扰动向量;  ,  ,  为

一个常数.

H̃ f(t,x) = A(t)x A(t)

H̃ H̃
对于系统 而言 ,  . 若 为

Metzler矩阵 , 则系统 满足假设 1, 系统 为正系

统. 可得到以下推论.

H̃ Aσ(t)(t)

vp ≻ 0(p ∈ ⟨m⟩)
Ap(t)vp ≺ 0 x(0) ⪰ 0

τ >
lnu
η

H̃

推论 1　对于系统 , 其中 为 Metzler

矩阵 , 若存在一组向量 , 使得

, 则对于任意初始条件 , 在平

均驻留时间切换 的条件下, 系统 的解渐

近收敛至一个球域内. 此外, 有

∥x(t)∥vσ(tk)
∞ ⩽

θ
[
1 +

(u− 1)

1− ue−ητ

]
+ (φ0 − θ)e−

r t
t0

(η(s)− ln u
τ

)ds,

t ∈ [tk, tk+1). (21)

其中

u = max
i∈⟨n⟩;p,q∈⟨m⟩

vpi

vqi

;
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θ =
ω̂

− max
i∈⟨n⟩;p∈⟨m⟩;t⩾0

[Api(t)vp)]
;

φ0 = max
i∈⟨n⟩

{xi(t)

vσ(0)i

}
;

φk = u[θ + (φk−1 − θ)e−
r tk
tk−1

η(t)dt
], k ⩾ 1;

0 < η < inf
t⩾0

η(t);

η(t) = min
p∈⟨m⟩

ηp(t);

ηp(t) = min
i∈⟨n⟩

ηpi(t).

ηpi(t)是如下方程的唯一正解:

Api(t)vp

vpi

+ ηpi(t) = 0. (22)
 

3    数值例子

H系统 被定义为

f1(t,x) =

t+ 4

t+ 5

( −2x1 + 4x2 − 2
√
x1

2 + x2
2

5x1 − 8x2 + 3
√
x1

2 + x2
2

)
,

f2(t,x) =

t+ 4

t+ 5

( −4x1 + 8x2 − 2
√
x1

2 + x2
2

4x1 − 2x2 − 2
√
x1

2 + x2
2

)
,

w(t) = 0.05(| sin(t)|, | cos(t)|)T.
f1 f2

w(t) ⪰ 0 ∥w(t)∥∞ ⩽ ŵ = 0.05

其中: 时变子系统 和 是 1次齐次的和协同的; 扰
动向量 ,  .

v ≻ 0 f1(t,v) ≺
0 f2(t,v) ≺ 0 v1 =

(4, 5)T v2 = (5, 4)T f1(t,v1) ≺ 0 f2(t,v2)

≺ 0

不存在一个公共向量 同时满足

和 , 但是, 存在两个不同的正向量

和 满足 和

.
u = 1.25 θ = 0.079 1 η = 0.126 5

τ >
lnu
η

= 1.764 0

τ > 1.764 0

可 得 到 ,  ,  ,

ADT  . 根据定理 1, 当切换信号

的平均驻留时间 ADT满足 时, 此切换时

变系统的解渐近收敛至一个球域内.
τ = 5 x(0) = (8, 10)T选取 ADT  和初始条件 ,

根据定理 1, 可得到

∥x(t)∥∞ ⩽ 5[0.137 9 + 1.920 9e−0.081 9t].

H图 1为切换非线性正时变系统 的轨迹, 图 2

为相应的切换信号. 

4    结　论

本文讨论了一类切换非线性正时变系统的状态

界估计问题, 得到了所讨论的切换非线性时变系统

的解渐近收敛至平衡点的一个邻域的准则, 并给出

了每个子系统的衰减率. 在分析此切换非线性时变

系统时, 没有使用比较原理, 不需要构造或选择某个

比较系统.
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