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切换网络拓扑上非线性多智能体系统的二分-分量一致性
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摘　要: 二分-分量一致是指多智能体系统中具有相似特性智能体的部分分量会随时间推移趋于某个相同的值,

而剩余智能体的对应分量则趋于相反的值, 是一种弱于二分一致的动力学行为. 基于此, 研究切换网络拓扑上非

线性多智能体系统的二分-分量一致性问题. 首先, 考虑有向符号图上的非线性多智能体网络系统, 在切换网络拓

扑满足结构平衡条件的情况下, 控制协议也相应地进行切换; 然后, 通过设计合适的控制协议, 建立相应的偏差系

统, 结合图论、稳定性理论和矩阵理论, 得到该多智能体系统在发生切换拓扑情况下实现二分-分量一致的充分条

件; 最后, 通过数值模拟验证理论结果的可行性.
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Abstract: Bipartite  component  consensus  refers  to  a  phenomenon  in  which,  within  a  multi-agent  system,  the  state
components of agents with similar characteristics asymptotically converge to the same value, while the corresponding
state components of the remaining agents converge to the opposite value. It is a dynamic behavior weaker than bipartite
consensus. Therefore, the bipartite component consensus problem is investigated in the nonlinear multi-agent systems
on  switched  network  topologies.  Firstly,  considering  the  nonlinear  multi-agent  network  system  on  signed  directed
graphs, and the control protocol switches accordingly if the switching network topology satisfies the structural balance
condition. Then, by designing the appropriate control protocol, establishing the corresponding error system, combining
the graph theory, stability theory and matrix theory, the sufficient conditions for the multi-agent system to realize the
bipartite  component  consensus  when  the  switching  topology  occurs  are  obtained.  Finally,  the  feasibility  of  the
theoretical results is verified by numerical simulation.
Keywords: nonlinear  multi-agent  systems；bipartite  component  consensus；bipartite  consensus；partial  component
consensus；switching topologies；leader-following

 

0    引　言

近年来, 得益于分布式控制在自动驾驶汽车、生

物系统和机器人系统等复杂场景中展现出优秀的协

同控制能力, 多智能体系统的分布式控制理论得到

了广泛的研究
[1-5]. 多智能体系统是由众多智能体及

其相互作用组成的系统, 其中的一致性问题是分布

式控制中的一个重要研究课题, 其核心是通过设计

一个合适的控制协议, 使得多智能体系统中某些特
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定的状态偏差 (如位置偏差等)随时间推移趋于零.
值得注意的是, 当前许多关于多智能体系统的

研究均假设个体之间的相互作用为合作关系 (或促

进作用)[6-9], 即它们加权连接矩阵的元素均为非负数.
然而, 在实际应用中, 智能体之间不仅有合作关系

(或促进作用), 同时可能存在着竞争关系 (或抑制作

用), 例如具有催化和抑制作用的化学系统与信任-不
信任网络等. 竞争与合作的关系可以用符号图进行

描述, 其中智能体之间正的连接权重代表智能体的

合作关系, 负的连接权重代表竞争关系
[10]. Alrafini[11]

在合作与竞争并存的网络上首次提出并研究了二分

一致性问题. Li等[12]
深入探讨了有向符号图上一类

受时滞和执行器故障影响的随机非线性多智能体系

统, 针对分布式动态输出反馈的二分一致性问题进

行了研究. Wang等[13]
研究了有向符号网络上多智

能体系统的有限时间二分一致性问题. Zhang等[14]

考虑固定和切换拓扑下异构线性多智能体系统的自

适应二分事件触发输出一致性问题, 提出全新的完

全分布式二分事件触发补偿器, 实现了该多智能体

系统的二分事件触发一致性.
目前已有的很多一致性研究是针对多智能体系

统中所有状态变量进行的. 然而, 在实际应用中, 有
时只需智能体中部分特定的变量达到一致即可, 例
如无人机与地面武装部队进行协同任务, 只需其前

进方向的位移分量实现一致. 根据以上情况, 吴彬彬

等
[15]

首次提出多智能体系统的部分分量一致性, 构
造牵制控制协议, 运用稳定性理论, 导出了一阶非线

性多智能体系统实现部分分量一致性的充分条件.
考虑到通信资源是有限的 , 周阳平等

[16]
和于俊生

等
[17]
分别研究了多智能体系统在自适应间歇牵制控

制和事件触发控制下的部分分量一致性问题. 华彩

凤等
[18]

将二分一致性与部分分量一致性结合, 基于

多智能体系统结构平衡的情况设计一个自适应牵制

控制协议, 导出了多智能体系统二分-部分分量一致

性的充分条件.
由于某些因素的影响, 多智能体系统内各智能

体之间的相互作用可能会发生变化, 即系统的拓扑

结构会发生改变, 这种情况称为切换拓扑. Feng等[19]

研究了在切换拓扑下合作与竞争并存的异构多智能

体系统中领导-跟随拟一致性问题. Lu等[20]
提出一

种基于结构平衡的拓扑切换方法, 研究了在随机切

换拓扑下, 二阶非线性多智能体系统的有限时间二

分一致性问题.
受到上述文献启发, 本文研究切换网络拓扑上

一阶非线性多智能体系统的二分-分量一致性问题.

具体而言, 本文的主要工作如下:
1)对于拓扑切换会导致多智能体系统的不稳定

性, 从两个方面进行考虑: ①考虑到多智能体系统发

生切换拓扑的模式是有限的, 因此可以建立不同切

换模式下 Lyapunov函数之间的联系; ②使用时变

Lyapunov函数处理非线性领导-跟随多智能体系统

的二分-分量一致性问题, 时变 Lyapunov函数的结

构包含切换拓扑的时间信息, 可以更好地研究切换

拓扑下多智能体系统的二分-分量一致性. 此外, 若
时变 Lyapunov函数中的时变矩阵退化成常数矩阵,
则变为常用的时不变 Lyapunov函数.

2)根据现实应用的需要, 如无人机编队执行任

务时可能会受到天气或环境等因素的影响, 导致智

能体之间的通信拓扑发生切换, 而目前现有的多智

能体系统二分-分量一致性研究还未有考虑切换拓

扑的情形, 无法应对上述的突发情况, 故提出切换拓

扑下多智能体系统二分分量一致性是个必需认真对

待的一个问题. 将切换拓扑与多智能体系统二分-分
量一致相结合, 使得本文结果比现有结果更具有实

际应用价值和理论指导的意义.
Rn n

a ∈ Rn ∥a∥ =
√
aTa A ∈ Rn×n ∥A∥

=
√
λmax(ATA) λmax(·) In

n H = diag(h1, h2, . . . , hN)

hi ⊗
∀ ∃ N
exp(·)

符号说明:  表示 维欧几里得空间, 对于列向

量 ,  . 对于矩阵 , 

, 其中 表示最大特征值.  表

示一个 阶单位矩阵 ,  表

示对角线元素为 的对角矩阵 ,  表示 Kronecker
积,  表示任意,  表示存在,  表示含 0的自然数集

合,  表示指数函数. 

1    预备知识

n考虑如下 维自治常微分方程组
[21]:

dx
dt

= f(x), (1)

f(x) ∈ C[Rn, Rn] f(x) ≡ 0 x = (x1, . . . ,

xm, xm+1, . . . , xn)
T ∈ Rn y = (x1, . . . , xm)

T ∈

Rm z=(xm+1, . . . , xn)
T∈Rn−m ∥x∥ =

( n∑
i=1

x2
i

) 1
2

∥y∥ =
( m∑

i=1

x2
i

) 1
2

∥z∥ =
( n∑

i=m+1

x2
i

) 1
2

其中 ,  . 设
,  令

,  ,  ,

,  .

∀ϵ > 0 ∀t0 ∈ R+ ∃ρ(t0, ϵ)
∀x0∈ Sρ := {x | ∥x∥ < ρ} ∥y(t, t0, x0)∥ < ϵ

y

定 义 1[21]
　 若 ,  ,  ,

, 有 , 则
称式 (1)的平凡解关于部分变元 是稳定的.

∀t0 ∈ R+ ∃δ(t0) > 0 ∀ϵ > 0

∀x0 ∈ Sδ(t0) := {x | ∥x∥ ⩽ δ(t0)} ∃T0(t0, x0, ϵ)

t ⩾ t0 + T0 ∥y(t, t0, x0)∥ < ϵ

y Sδ(t0)

y

定义 2[21]
　若 ,  ,  ,

,  , 当
时, 有 , 则称式 (1)的平

凡解关于部分变元 是吸引的, 其中 称为关于

的吸引区域.
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y

y

定义 3[21]
　若式 (1)的平凡解关于部分变元 稳

定且吸引, 则称式 (1)的平凡解关于部分变元 渐近

稳定.
ϕ ∈ C[R+, R+] ϕ ∈ C[(0,

R), R+]) ϕ(0) = 0

ϕ ϕ ∈

定义 4[21]
　若函数 (或

是严格单调递增的连续函数, 且 ,
则称 属于 K 类函数, 记为  K.

σ, ϕ ψ

V (t, x) σ(∥y∥) ⩽ V (t, x) ⩽ ϕ(∥y∥)
dV
dt

∣∣∣
(1)

⩽ −ψ(∥y∥) y

引理 1[21]
　令 和 都是 K 类函数. 若存在函

数 满足 , 其导数

, 则式 (1)的平凡解关于 渐近稳

定.
引理 2[17]

　设 A, B, C 和 D 都是合适维度的矩

阵, 其中 C 是对称矩阵, Kronecker积具有以下特性:
(A+B)⊗D = (A⊗D) + (B ⊗D)1)  ;
(A⊗B)T = AT ⊗BT2)  ;
(A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD)3)  .

C̄ = (c̄ij) ∈ RN×N D̄ = (d̄ij) ∈
Rn×n) nN Q = Qr . . . Q1

Qι(ι = 1, 2, . . . , r)

Q(C̄ ⊗ D̄)Q−1 = D̄ ⊗ C̄

引理 3[15]
　设 , 

, 则存在 阶置换矩阵 , 其中

是第 1类初等行变换矩阵 (即将

单位矩阵的某两行进行对换后的矩阵 ), 使得

.
ω(t) : [0,+∞) → S

S = {0, 1, . . . , s} [0,+∞)

{[tp, tp+1) |
p ∈ N} t0 = 0

用分段函数 表示切换信号,
. 将时间区间 划分为一个

非空、有界且不重叠的时间区间集合

, 其中 .
Gω(t) = (V,Eω(t), Bω(t)) N

V = {v1, v2, . . . , vN}
Eω(t) ⊆ V × V Bω(t) = (bω(t)

ij )N×N

Gω(t) bω(t)
ii

= 0 bω(t)
ij = 0 ⇔ (i, j) /∈ Eω(t) vi

vj bω(t)
ij ̸= 0 ⇔ (i, j) ∈

Eω(t) bω(t)
ij > 0(bω(t)

ij < 0)

vi vj

Bω(t)

Lω(t) = (lω(t)
ij )N×N

令 为有向符号图,  个

跟随者构成的节点集为 , 边集

为 , 矩阵 . 假设有

向图 中不存在自环和多边的情况 , 故有

.  表示智能体 不能从

智能体 接收任何信息 , 否则

. 若耦合权重 , 则表示智能

体 与智能体 是合作关系 (竞争关系). 考虑到邻

接矩阵 不再是非负矩阵, 其对应的 Laplace矩
阵表示为 , 其中

lω(t)
ii =

N∑
k=1,k ̸=i

|bω(t)
ik |, lω(t)

ij = −bω(t)
ij (i ̸= j).

Eω(t) (vi, vj) ̸= 0 vj vi

Nω(t)
i ={vj|vj ∈ ((vj, vi) ∈ Eω(t)), i = 1, 2,

. . . , N} vi

令集合 中的元素 表示 是 的邻

居, 定义

为节点 的邻居.
Bω(t)注 1　由于邻接矩阵 内元素不一定非负,

其对应的 Laplace矩阵的行和不一定为 0.
G̃ω(t) N

G̃ω(t)

假设 1[20]
　假设图 由 个跟随者和 1个领

导者组成, 其中 包含一棵有向生成树, 领导者为

根节点. 即多智能体系统的领导者可以将控制信号

传递给其余的智能体, 系统不存在孤立的智能体.
V

V1 V2 V1

∪
V2 = V V1

∩
V2 = ∅

vi, vj ∈ Vk(k ∈ {1, 2}) bω(t)
ij ⩾ 0

vi ∈ Vk vj ∈ Vq k ̸= q q ∈ {1, 2}
bω(t)
ij ⩽ 0

定义 5[12]
　如果节点集 可以划分为两个子集

和 , 其中 ,  , 对于任意

两个节点 , 有 , 而对

于任意节点 ,  ,  ,  , 有
, 则称符号图是结构平衡的.

Gω(t)假设 2[20]
　假设通信拓扑 是结构平衡的.

即多智能体系统可以分为组内是合作交互, 组间是

竞争交互的两个子集.
Gω(t)

C = diag(c1, c2, . . . , cN)

Bω(t) B̄ω(t)

CTBω(t)C=B̄ω(t) ci ∈ {1,−1}, i ∈ {1, 2, . . . ,
N} C−1 = C CT = C

引理 4[18]
　如果有向图 是结构平衡的, 则

存在矩阵 , 使得邻接矩阵

合 同 (或 相 似 )于 非 负 矩 阵 ,  即 有

, 其中: 
, 且易知 ,  . 

2    主要结果

(N + 1)

v0

考虑由 个智能体组成的非线性领导-跟
随多智能体系统, 选择智能体 作为领导者, 多智能

体系统的动力学描述为{
ẋi(t) = f(xi(t)) + ui(t),

ẋ0(t) = f(x0(t)).
(2)

xi(t) = (xi1(t), . . . , xin(t))
T ∈ Rn (i ∈ {1, 2,

. . . , N}) f : Rn →
Rn

ui(t) vi

x0(t) = (x01(t), . . . , x0n(t))
T ∈ Rn

其中 : 
表示跟随智能体的状态向量 ; 

表示一个非线性的连续向量值函数, 表征智能体

自身的内部动力学;  为跟随智能体 的控制协

议 ;  表示领导智

能体的状态向量.
tp

tp+1

Lω(t) [tp, tp+1)

考虑切换只发生在每个区间的初始时刻 , 那
么拓扑在下一个切换时刻 前都是不变的 , 即
Laplcae矩阵 在区间 内是一个常数矩

阵.
设控制协议的形式为

ui(t) =

−Mω(t)
∑

j∈N
ω(t)
i

[|bω(t)
ij |(xi(t)− sgn(bω(t)

ij )xj(t))]−

Mω(t)hω(t)
i (xi(t)− cix0(t)). (3)

Hω(t) = diag(hω(t)
1 , . . . , hω(t)

N ) hω(t)
i

sgn(bω(t)
ij ) ci = 1 vi ∈ V1 ci =

−1 vi ∈ V2 i ∈ {1, 2, . . . , N} Mω(t) ∈ Rn×n

vi

hω(t)
i > 0 hω(t)

i = 0 L̃ω(t) := Lω(t) +Hω(t)

∈ RN

其中:  ,  为牵制控

制权重,  为符号函数,  ( ), 

( ),  ,  为增

益对角矩阵. 若智能体 可以接收领导者的信息, 则
, 否则 . 设

.
X,Y, Z

0 ⩽ λ(t) ⩽ 1

引理 5[19]
　设 为相同维数的常矩阵, 对

于 , 如下两式等价:
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X + (1− λ(t))Y + λ(t)Z < 0, (4)

X + Y < 0, X + Z < 0. (5)

注 2　引理 5中要求矩阵小于零是指矩阵的特

征值均小于 0, 即要求矩阵为负定矩阵.
ξ1, ξ2 > 0 ξ1 ⩽ tp+1

−tp ⩽ ξ2, p ∈ N tp+1 − tp p

假设 3[19]
　存在常数 , 使得

, 其中 表示第 次拓扑的停

留时间.
∀t ∈ [tp, tp+1), p, l ∈ N

p > l (p− l)ξ1 ⩽ t− tl

注 3　假设 3中 , 对于 ,

当 时, 有  成立.

ei(t) = xi(t)− cix0(t)定义二分一致偏差 , 则

偏差系统可以表示为

ėi(t) = f(xi(t))− cif(x0(t))−

Mω(t)

N∑
j=1

lω(t)
ij xj(t)−Mω(t)hω(t)

i ei(t), (6)

将其写成向量形式

ė(t) = F (e(t))− (L̃ω(t) ⊗Mω(t))e(t). (7)

其中

e(t) = (e1(t)
T, . . . , eN(t)

T)T ∈ RNn,

ei(t) = (ei1(t), . . . , ein(t))
T =

(xi1(t)− cix01(t), . . . , xin(t)− cix0n(t))
T,

F (e(t)) = ((f(x1(t))− c1f(x0(t)))
T, . . . ,

(f(xN(t))− cNf(x0(t)))
T)T.

Nn nN

根据引理 3, 偏差系统 (7)可以通过一系列初等

变换重新排列矩阵分量, 将所需要研究的分量置换

到前面, 从而使 维的原偏差系统转化为 维的

新偏差系统,有

˙̃e(t) = F̃ (ẽ(t))− (Mω(t) ⊗ L̃ω(t))ẽ(t). (8)

∀v ∈ {1, 2, . . . , n}对于 , 有

ẽv(t) = (ẽ1v(t), . . . , ẽNv(t))
T=

(x1v(t)−c1x0v(t),. . . ,xNv(t)−cNx0v(t))
T ∈ RN ,

ẽ(t)=(ẽ1(t)
T, . . . , ẽn(t)

T)T∈RnN ,

F̃ (ẽ(t))= (f̃T
1 , . . . , f̃

T
n )

T ∈ RnN ,

f̃T
v = (fv(x1(t)), fv(x2(t)), . . . , fv(xN(t)))

T−
(c1fv(x0(t)), c2fv(x0(t)), . . . ,

cNfv(x0(t)))
T ∈ RN .

1 ⩽ m ⩽ n定义 6[18]
　如果存在 , 对于任意初始

条件, 系统 (2)的解满足

lim
t→+∞

m∑
v=1

∥ẽv(t)∥ = 0, v = 1, 2, . . . , n, (9)

m

m

ẽv(t) = (ẽ1v(t), . . . , ẽNv(t))
T = (x1v(t)−

则称领导-跟随多智能体系统 (2)关于前 个分量实

现二分-分量一致,  表示多智能体实现分量一致的

分量个数, 

c1x0v(t), . . . , xNv(t)− cNx0v(t))
T ∈ RN .
m = n注 4　若定义 6中的分量 , 则系统的二

分-分量一致性变为二分一致性.
C = diag(c1, c2, . . . ,

cN) z(t) =

(In ⊗ C)ẽ(t)

根据引理 4, 引入变换矩阵

. 对新偏差系统 (8)进行规范状态变换, 令
, 对其求导可得

ż(t) = (In ⊗ C) ˙̃e(t) =

(In ⊗ C)[F̃ (ẽ(t))− (Mω(t) ⊗ L̃ω(t))ẽ(t) =

(In ⊗ C)F̃ (ẽ(t))− (Mω(t) ⊗ L̄ω(t))z(t). (10)

z(t)=(zT
1 (t), . . . , z

T
n(t)∈RnN L̄ω(t) =

CTL̃ω(t)C

其 中 :  , 
. 则新偏差系统 (8)的二分-分量一致性问

题可等价于系统 (10)的部分变元稳定性问题.
q > 0 xi(t) ∈ Rn

x0(t) ∈ Rn f(xi(t))

假设 4[18]
　存在 , 对于任意 ,

, 非线性函数 满足

∥A[f(xi(t))− cif(x0(t))]∥ ⩽ q∥A[xi(t)− cix0(t)]∥,

A = diag(

m︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, . . . , 0), 1 ⩽ m ⩽ n.其中

K∞

V (a)(t)(a ∈ S)

S a t ∈
[tp, tp+1) δω(t) = δω(tp), p ∈ N

注 5　 函数为无穷大的 K 类函数 , 属于 K
类函数的一种特殊情形.  是指切换信

号集合 中拓扑 所对应的 Lyapunov函数 . 当
时, 常数 .

V ω(t) : RnN

→ [0,+∞),K∞ ϕ ψ δω(t) > 0 µ >

1

引理 6　如果存在连续可微函数

函数 ,  以及常数 , 
, 使得:

ϕ(∥y∥) ⩽ V ω(t)(t) ⩽ ψ(∥y∥)1)  ;
V̇ ω(t)(t) ⩽ −δω(t)V ω(t)(t)2)  ;

V ω(t)(t) < µV (a)(t), a ∈ S3)  .
t ∈ [tp+1 − tp)则对于 , 有

V ω(t)(t) ⩽ V ω(t0)(t0)exp
{(

− δ1 +
lnµ
ξ1

)
t
}
. (11)

δ1 = min δω(t), t ∈ [0,+∞).其中: 
t ∈ [tp, tp+1)

t

证明　当 时, 将引理 6条件 2)不等

式两边对 进行积分, 可以得到

V ω(t)(t) ⩽ V ω(tp)(tp)exp(−δω(tp)(t− tp)). (12)

V ω(t)(t) < µV (a)(t), a ∈ S

ω(t) : [0,+∞) → S V ω(tp)(tp) <

µ lim
t→t−p

V ω(tp−1)(t)

根据引理 6条件 3) ,
以及 , 容易得到

.

t ∈ [tp−1, tp) lim
t→t−p

V ω(tp−1)(t)

⩽ V ω(tp−1)(tp−1)exp(−δω(tp−1)(tp−tp−1))

对于 , 由式 (12)易得

  , 综上有

V ω(t)(t) ⩽
µexp(−δω(tp)(t− tp)−
δω(tp−1)(tp − tp−1))× V ω(tp−1)(tp−1) ⩽
µpexp(−δ1t)V ω(t0)(t0). (13)
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µp = exp(p lnµ) l = 0

p ⩽ t/ξ1

由于 , 根据注 3可知 , 当 时 ,

, 可得

V ω(t)(t) ⩽ exp
{(

− δ1 +
lnµ
ξ1

)
t
}
V ω(t0)(t0). (14)

引理 6得证. □

∼ V ω(t) : RnN → [0,+∞)

V ω(t)

注 6　引理 6的主要作用是令满足引理 6条件

1)   条件 3)的函数 可以化

简为后续定理 1的一般结果. 引理 6的条件 1)保证

了函数 的正定; 条件 2)根据定理 1推导过程中

所得到的不等式所构造; 条件 3)可以建立不同切换

拓扑下 Lyapunov函数的联系, 通过适当地放缩, 可
以得到不等式 (14), 不等式右边部分是收敛的.

∼
δ(k) > 0, µ > 1,mk,1 > 0,mk,2 > 0

Pk,1 Pk,2 k ∈ S

定理 1　在满足假设 1   假设 4的情况下, 如
果存在常数 , 正

定矩阵 和 ,  , 使得系统 (2)在切换拓扑

下, 通过控制协议 (3)满足条件:

2q
mk,2

mk,1

Pk,l+δ
(k)Pk,l−(M (k)⊗ L̄(k))TPk,l−

Pk,l(M
(k) ⊗ L̄(k)) +

Pk,1 − Pk,2

ξw
< 0 l, w = 1, 2

1)   

,  ;

mk,1INn ⩽ Pk,1, Pk,2 ⩽ mk,2INn2)  ;
Pk,1 < µPa,1, Pk,2 < µPa,2, a ∈ S3)  ;

θ = −δ1 +
lnµ
ξ1

< 0.4) 

则系统 (2)在发生拓扑切换时能实现二分-分量一致.
Pω(t)(t) = [(1− α(t))Pω(t),1+

α(t)Pω(t),2] α(t) =
tp+1 − t

tp+1 − tp
, t ∈ [tp, tp+1)

α(tp) = 1, α(t−p+1) = 0

证 明 　 令

, 其中 , 易

得 .

∀t ∈ [tp, tp+1), p ∈ N
ω(t) = k ∈ S δω(t) = δ(k)

为了简化方程 , 对于 , 令

, 则有 .

构造如下 Lyapunov函数:

V (k)(t) = zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)z(t) =

zT(t)[(1− α(t))Pk,1 + α(t)Pk,2](A⊗ IN)z(t).
(15)

L̄(k) ∈ RN×N A = diag(

m︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, 0, . . . ,

0), 1 ⩽ m ⩽ n ∀t ∈ [tp, tp+1) V (k)(t)

t

这里重申 , 

. 对于 , 将 沿着

式 (10)的轨迹对 求导, 可得

V̇ (k)(t) =

żT(t)Pk(t)(A⊗ IN)z(t)+

zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)ż(t)+

zT(t)Ṗk(t)(A⊗ IN)z(t) =

[(In ⊗ C)F̃ (ẽ(t))]TPk(t)(A⊗ IN)z(t)−
zT(t)(M (k) ⊗ L̄(k))TPk(t)(A⊗ IN)z(t)+

zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)[(In ⊗ C)F̃ (ẽ(t))]−

zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)(M
(k) ⊗ L̄(k))z(t)+

zT(t)
Pk,1 − Pk,2

tp+1 − tp
(A⊗ IN)z(t). (16)

根据假设 4有

[(In ⊗ C)F̃ (ẽ(t))]TPk(t)(A⊗ IN)z(t)+

zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)[(In ⊗ C)F̃ (ẽ(t))] ⩽

2q
mk,2

mk,1

zT(t)Pk(t)(A⊗ IN)z(t). (17)

1

ξ2
⩽ 1

tp+1 − tp
⩽ 1

ξ1

η(t) : [0,+∞) → [0, 1]

根据假设 3易知 , 故存在函数

, 使得

Pk,1 − Pk,2

tp+1 − tp
= (1− η(t))

Pk,1 − Pk,2

ξ1
+

η(t)
Pk,1 − Pk,2

ξ2
. (18)

∼ M (k)根据式 (16)   (18), 以及矩阵 为对角矩阵, 易得

V̇ (k)(t) ⩽

zT(t)
[
(1− α(t))

(
2q
mk,2

mk,1

Pk,1−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,1 − Pk,1(M
(k) ⊗ L̄(k))

)
+

α(t)
(
2q
mk,2

mk,1

Pk,2 − (M (k) ⊗ L̄(k))TPk,2−

Pk,2(M
(k) ⊗ L̄(k))

)
+ η(t)

Pk,1 − Pk,2

ξ2
+

(1− η(t))
Pk,1 − Pk,2

ξ1

]
(A⊗ IN)z(t). (19)

根据引理 5, 定理 1的条件 1)等价于

(1− α(t))
[
2q
mk,2

mk,1

Pk,1 + δ(k)Pk,1−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,1 − Pk,1(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+

α(t)
[
2q
mk,2

mk,1

Pk,2 + δ(k)Pk,2−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,2 − Pk,2(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+

Pk,1 − Pk,2

ξw
< 0. (20)

ξw w = 1, 2由于 中的 , 上式等价于

(1− α(t))
[
2q
mk,2

mk,1

Pk,1 + δ(k)Pk,1−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,1 − Pk,1(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+

α(t)
[
2q
mk,2

mk,1

Pk,2 + δ(k)Pk,2−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,2 − Pk,2(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+

(1− η(t))
Pk,1 − Pk,2

ξ1
+ η(t)

Pk,1 − Pk,2

ξ2
< 0. (21)

对不等式 (21)进行移项, 可得
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(1− α(t))
[
2q
mk,2

mk,1

Pk,1 − (M (k) ⊗ L̄(k))TPk,1−

Pk,1(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+ α(t)

[
2q
mk,2

mk,1

Pk,2−

(M (k) ⊗ L̄(k))TPk,2 − Pk,2(M
(k) ⊗ L̄(k))

]
+

(1− η(t))
Pk,1 − Pk,2

ξ1
+ η(t)

Pk,1 − Pk,2

ξ2
<

− (1− α(t))δ(k)Pk,1 − α(t)δ(k)Pk,2. (22)

根据式 (19)和 (22)可以得到

V̇ (k)(t) ⩽ −δ(k)V (k)(t). (23)

根据引理 6可得

V (k)(t) ⩽ exp
{
− δ1t+

lnµ
ξ1

t
}
V (0)(0) ⩽

eθtV (0)(0), (24)

δ1 = min
k∈S

δ(k).其中

θ < 0 t→ +∞
exp(θt) lim

t→+∞
V (k)(t) = 0

lim
t→+∞

m∑
v=1

ẽv(t) = 0 ẽv(t)

(xiv(t)− cix0v(t) → 0) vi ∈ V1

xiv(t) → x0v(t) vi ∈ V2 xiv(t) → −x0v(t).

根据定理 1的条件 4):  , 当 时 ,

指数收敛于零 , 即 , 满足

, 表明 随着时间推移将趋近

于零 . 当节点 时 , 有

, 当 时 , 有

综上可知系统 (2)实现了在切换拓扑下领导-跟随多

智能体系统的二分-分量一致. □
Pω(t),1 = Pω(t),2 = Pω(t)

z(t)TPω(t)z(t) z(t)TPω(t)z(t)

注 7　若 , 则依赖于时

间的 Lyapunov函数 (15)将变为时不变 Lyapunov函
数 , 故 可看作 Lyapunov

函数 (15)的一个特例.

L̄(k) L̄(k)

h(k)
i

注 8　若使定理 1的条件 1)成立 , 则必须令

为正定矩阵, 这样的 是可以找到的, 只需领

导者对跟随者发出的通信耦合强度 足够大即可.

[tp, tp+1)(p ∈
N) ci ≡ 1

注 9　若在所有连续时间区间

中均有 , 则上述切换拓扑下多智能体系统

二分-分量一致性变为多智能体系统分量一致性.
mk1INn ⩽ Pk,1,

Pk,2 ⩽ mk,2INn Pk,1, Pk,2

[mk1,mk2]

µ > 1

Pk,1, Pk,2

注 10　根据定理 1的条件 2) 

, 可以相应构造对角矩阵 ,

使对角线元素的值均在闭区间 内. 同时取

合适的常数 , 容易求解不等式组得到满足定理

条件的 .
 

3    数值模拟

N=4 n=3 A=diag{1, 1, 0}

m = 2 i

f(xi(t))

考虑系统 (2)中 ,  , 

的情形, 即只考虑多智能体系统在切换拓扑下前两

个分量的二分一致性问题 ( ). 取第 个智能体

的自身动力学 为


ẋi1 = sinxi1,

ẋi2 = sinxi2,

ẋi3 = −0.5coxxi2 + 0.5xi3.

(25)

q = 2 G1 G2

G1 G2

ω(t) ∈ {1, 2}

当 时, 假设 4成立. 考虑通信拓扑图 和 ,
其结构如图 1所示 .  和 对应的切换信号为

1和 2, 故有 .
 
 

0

1

2

3

4

0

31

42

1
G

2
G

图1   多智能体系统的切换拓扑图
 

由图 1可知, 系统的 Laplace矩阵为

L(1) =


5 −2 2 1

−2 6 2 2

2 2 6 −2

0 2 −2 4

 , (26)

L(2) =


2 −1 1 0

−1 1 0 0

1 0 2 −1

0 0 −1 1

 . (27)

H (1)=diag(3, 0, 3, 0) H (2)=diag(6,

0, 6, 0) M (1) = diag(5, 5, 5) M (2) =

diag(7, 7, 7) C = diag(1, 1,−1,−1)

m1,1=0.6 m1,2=0.9 m2,1 = 0.61 m2,2 = 0.92

µ = 1.1 δ1 = 1.2 ξ1 = 0.5

1 → 2 → 1 →
2 → . . . G1 G2

牵制矩阵 , 

,  增 益 矩 阵 , 

, 引入变换矩阵  ,

令 ,  ,  ,  ,
取 ,  ,  , 定理 1的条件满足.
假设驻留时间为 0.5 s,  切换信号为

, 通信拓扑以 0.5 s为周期在 与 之间进

行切换.
∼图 2   图 4为系统的状态轨迹.

 
 

-6
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t

-4

-2

0

2

4

6

x
(t
)

i1

Switch
x (t)01

x (t)41

x (t)31

x (t)21

x (t)11

xi1图2   智能体第 1 个分量 随时间 t 的变化
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xij

i j

图 2和图 3为多智能体系统中跟随者智能体与

领导者智能体前两个分量的状态轨迹, 其中 为第

个智能体第 个分量的状态, Switch为发生拓扑切

换的时间点. 在满足定理条件的情况下, 多智能体系

统的前两个分量 (领导者除外)在切换时会产生状态

波动, 但在实现二分-分量一致后再进行拓扑切换将

不再有明显的状态波动. 这是因为智能体之间相对

关系是固定的, 且系统在满足定理条件时具有较强

的稳定性, 故系统在实现二分分量一致性后状态轨

迹趋于平滑. 图 4为系统中各智能体第 3个分量没

有施加二分一致的控制, 故没有实现二分一致, 且发

生拓扑切换时不产生状态波动. 

4    结　论

本文基于有向符号图研究了切换拓扑下的非线

性多智能体系统二分-分量一致性问题. 通过设计合

适的控制协议构建相应的偏差系统, 根据矩阵理论

将偏差系统的二分-分量一致性问题转化为系统的

部分变元稳定性问题, 结合稳定性理论设计了一个

时变的 Lyapunov函数, 导出了该非线性多智能体系

统在发生切换拓扑时达到二分-分量一致的充分条

件. 最后通过数值模拟, 验证了结果的有效性.
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