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摘　要: 研究概率推理学习控制 (PILCO)方法如何在决策过程中使用不确定性, 并进一步探索不确定性对

PILCO优化性能的影响. 首先, 对给定策略下函数模型中不同不确定性的来源进行梳理和量化; 然后, 使用方差

作为不确定性度量, 并采用总方差定律将总成本不确定性分解为两个组成部分; 最后, 引入一个金标准蒙特卡洛

方案, 通过传播轨迹来近似 PILCO的动力学模型, 从而分别量化成本中的随机不确定性和认知不确定性. 仿真结

果表明, 当 PILCO有效学习时, 它选择的是认知成本不确定性在总成本不确定性中具有高占比相关的策略.
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Abstract: This  paper  examines  how  the  probabilistic  inference  for  learning  control  (PILCO)  method  incorporates
uncertainty into its decision-making process and investigates the impact of uncertainty on its optimization performance.
First,  the various sources of uncertainty within the function model under a given policy are identified and quantified.
Then,  variance  is  adopted  as  the  measure  of  uncertainty,  and  the  law  of  total  variance  is  applied  to  decompose  the
overall  cost  uncertainty  into  two  components.  Finally,  a  gold-standard  Monte  Carlo  scheme  is  introduced  to
approximate  PILCO’s  dynamics  model  by  propagating  trajectories,  thereby  enabling  the  separate  quantification  of
aleatoric and epistemic uncertainties in the cost. Simulation results indicate that effective PILCO learning is associated
with  the  selection  of  policies  in  which  the  epistemic  cost  uncertainty  constitutes  a  high  proportion  of  the  total  cost
uncertainty.
Keywords: probabilistic  inference  for  learning  control； uncertainty； Monte  Carlo； quantification； evolution
analysis；learning strategy

 

0    引　言

强化学习
[1-2]

是一种通用的顺序决策框架, 学习

从环境到行动的映射, 以最大化奖励函数. 在许多情

况下, 智能体所采取的行动不仅会影响瞬时奖励, 还

会影响下一步状态, 从而影响所有未来的奖励. 为了

在给定的一系列环境中找到一组最佳行动, 智能体

必须考虑行动对所有未来奖励的影响. 因此, 试错搜

索和延迟奖励是强化学习最显著的两个特征
[3-4].
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概率推理学习控制 (PILCO)[5-6] 是一种基于模型

的连续状态-动作的动态系统间接策略搜索方法 .
PILCO假设输入上的分布是高斯分布来评估特定策

略, 并通过其在特定策略下的系统运动学概率表示

传播该分布. 这种方式使得 PILCO了解当前学习策略

可以访问的各种状态, 进而推断该策略在实现低成

本方面的有效性. 然而, PILCO完成这些操作并没有

事先进行任何有意的探索, 也就是说, 它是贪婪的
[7].

ε

ε

ε

研究者们试图提高 PILCO的学习效率, 这需要

更多关于任务的信息性先验知识, 或者从可用数据

中提取更多相关信息. 许多学习控制方法通过在动

作选择中引入随机性来实现探索. 例如, 一些方法使

控制器随机生成动作, 然后不停探索能获取最大奖

励的动作
[8]. 然而, 在探索的初始阶段, 智能体可能难

以适应纯粹随机的环境变化. 为了处理这一问题, 其
他研究者使用 -贪婪策略

[9], 该方法在大多数情况下

利用具有最大预期回报的行动, 但有一定概率 会选

择随机行动
[3]. 虽然 -贪婪方法鼓励学习, 但对于现

实世界的系统而言, 选择随机动作可能会反复将系

统引导到不理想或危险的环境
[10]. 此外, 探索是无方

向的, 因此随机动作选择效率低下, 其经常会导致智

能体重复返回状态空间中已经充分探索过的区域.
目前, PILCO通过系统运动学 (过渡函数)的概

率模型级联不确定输入来评估特定策略. 这种做法

使得它可以了解该策略下可能产生的各种状态, 进
而在实现低成本方面的有效性做出更明智的决定

[11].
然而, 这种方法只允许 PILCO根据模型量化的总不

确定性做出决策, 而实际上系统中存在两个不确定

性来源. 不确定性的第 1个来源是随机性, 即代表每

次智能体遇到的不同未知量, 例如动态系统中的测

量误差或混沌运动; 另一个不确定性来源是认知, 产
生于智能体, 即原则上可以知道但目前尚未获取的

信息. 因此, 通过观察更多的数据可以减少认知不确

定性, 而任意不确定性是不可减少的. 这意味着在某

些情况下, PILCO可能会反复选择与高随机不确定

性相对应的策略, 这将阻碍学习.
为了进一步探索两种不确定性对 PILCO优化

性能的影响, 本文研究了 PILCO如何在决策过程中

使用不确定性, 特别是对给定策略下过渡函数模型

中的不同不确定性来源进行了梳理和量化. 本文使

用方差作为不确定性的度量, 并采用总方差定律将

总成本不确定性分解为两个组成部分, 同时引入一

个金标准蒙特卡洛方案 , 通过传播轨迹来近似

PILCO的动力学模型, 从而分别估计成本中的随机

不确定性和认知不确定性. 最后, 通过仿真结果表明,

当 PILCO进行有效学习时, 它选择的是认知成本不

确定性在总成本不确定性占比较高的相关策略. 本
文的主要贡献如下:

1) 提出方差分解, 将 PILCO中的总成本不确定

性解耦为随机分量与认知分量, 克服了现有工作
[5-7]

仅量化总不确定性的局限.
2) 设计金标准蒙特卡洛方案, 通过双重采样架

构高效分离并量化两类不确定性, 较传统蒙特卡洛

方法
[12]

计算效率有所提升.
ε3) 现有策略搜索方法 (如 -贪婪

[9])依赖启发式

探索, 缺乏理论指导. 本文分析发现认知不确定性占

比与 PILCO学习效率的正相关性, 为基于不确定性

的主动探索策略提供了新的理论支撑. 

1    PILCO 不确定性分析及量化

本节描述了如何对 PILCO决策过程中的不确

定性来源进行分解和量化 . 首先简要介绍 PILCO
算法; 然后引入一个有限参数三角贝叶斯回归模型

来近似 PILCO的概率高斯过程 (GP)动力学模型 ,
将三角模型与全 GP联系起来, 表明它可以被解释为

可以近似任何全 GP的稀疏谱 GP; 接着讨论转换函

数中的不确定性来源及其对成本函数的影响, 并提

出方差分解, 将不确定性分离并量化为随机和认知

成分; 最后提出一个金标准蒙特卡洛方案来估计随

机和认知不确定性. 

1.1    PILCO 描述

x ∈ RD u ∈ RF

PILCO[6]
是一种基于模型的间接策略搜索方法,

用于描述连续状态 和动作 动力系统,
由下式描述:

xt+1 = f(xt,ut) + η, η ∼ N (0, Ση). (1)

f η

Ση

Π : x 7→ π(x,θ) = u

其中: 系统动力学 是未知的,  是均值为 0的高斯

噪声,  代表噪声方差. PILCO方法的目标是找到

一个确定性控制策略 , 使得预

期成本

Jπ(θ) =
T∑

t=0

Ext
[C(xt)], x0 ∼ N (µ0, Ση), (2)

Π T

θ θ

t x

在遵循 进行 阶运算后, 其值最小化
[7]. 该策略由

参数化,  是非线性径向基网络的权重和特征参数.
PILCO方法中时间 处状态 的成本函数被定义为

广义二元饱和函数
[7]

C(xt) = 1− exp
(
− 1

2σ2
c

∥xt − xtarget∥2
)
∈ [0, 1].

(3)

xt xtarget

||xt − xtarget|| C(xt)

该函数用于惩罚从当前状态 到目标状态 的

欧几里德距离 . 因此,  是局部二
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C(xt) σc

次的. 此外, 若当前状态与目标状态之间差异较大,
会达到饱和数值 1, 饱和距离由参数 控制.

D F

(xt,ut) ∈ RD+F ∆t = xt+1−
xt + ε ∈ RD ε ∼ N (0, Ση)

式 (1)所描述的系统动力学在 PILCO中被建模

为概率高斯过程.  维状态向量和 维动作向量的

元组 作为训练输入, 差
,  作为训练目标. 有条件

独立的 GP针对每个目标维度进行训练
[6]

p(xt+1|xt,ut) = N (xt|µt, Σt), (4)

µt+1 = xt + Ef(∆t), (5)

Σt+1 = varf [∆t], (6)

xt+1 µ xt

Ef [∆t]

m(·) k(·, ·)

其中状态 的平均值 是通过将当前状态 与单

步差分预测 相加而获得的. GP由均值函数

和半正定协方差函数 定义; PILCO将均

值先验函数设置为零, 并使用了平稳各向异性协方

差函数

k(x̃i, x̃j) = σ2
0 exp

(
−1

2
(x̃i − x̃j)

T
Λ−1(x̃i − x̃j)

)
.

(7)

x̃ = [x,u]T Λ = diag[ℓ21, . . . ,

ℓ2D+F ] ℓ σ0

其中:  是状态-动作向量, 
取决于特征长度尺度 ,  是隐函数方差

[7]. 长
度尺度决定了协方差随输入间距离衰减的速度

[12]. 

1.2    近似 PILCO 的 GP 模型

O(n2) O(n3)

O(nm2) O(nm)

m << n

为了使用蒙特卡洛方法近似 PILCO成本函数

的不确定性, 有必要使用从 PILCO动力学模型的后

验分布中采样的函数进行单步预测 . 在 PILCO的

GP中使用平方指数协方差函数, 其对应于具有无限

个基函数的贝叶斯线性回归模型
[13]. 这意味着描述

一个代表性函数需要无限数量的权重, 因为每个基

函数对应一个权重值. 为了克服这个问题, 本文使用

有限参数平稳三角贝叶斯回归模型
[12]

来近似 GP. 除
了解决采样问题外, 该模型还具有其他优点. 首先,
三角基函数的周期性意味着不需要明确指定每个基

函数的位置. 其次, 直接 GP实现在计算与内存要求

方面存在实际限制, 要求分别为 和 ; 而
三角模型具有 的计算要求与 的存储

要求, 其中  [12, 14], 这能够降低对计算和存储

量的需求. 后续 1.2.1节将采用三角贝叶斯回归模型

近似的 GP模型与 PILCO的单步预测联系起来; 1.2.2
节将表明该近似 GP模型可以被视为一个稀疏的平

稳 GP, 能够近似任何完整的 GP.
三角贝叶斯回归模型由三角函数的线性组合组

成
[12]

f(x̃) =
m∑

r=1

ar cos(2πsT
r x̃) + br sin(2πsT

r x̃). (8)

sr

D + F ar br

其中 :  是每对基函数共享的谱频向量 , 维数为

;  、 是每个基函数独立的振幅参数 (谱频

率选择见第 1.2.2节). 振幅是具有线性缩放方差的

独立高斯先验, 即

ar ∼ N
(
0,

σ2
0

m

)
, br ∼ N

(
0,

σ2
0

m

)
, (9)

m其中 是基函数的数目. 谱频率作为确定性参数, 振
幅以贝叶斯方式处理. 为此, 系统模型被打包为振幅

集与基函数之间的点积

f(x̃,w) = wTφ(x̃). (10)

w = [a1, b1, . . . , am, bm]
T其中:  是模型权重向量, 并

且

φ(x̃) = [cos(2πsT
1 x̃) sin(2πsT

1 x̃) . . . →
← cos(2πsT

mx̃) sin(2πsT
mx̃)]

T.
(11)

∆

f(x̃,w)

σ2
n

与 PILCO类似, 与目标状态的差 被用作训练

目标, 假设这些目标由函数 生成, 并受到恒

定方差为 的加性高斯噪声的破坏, 即

∆ = f(x̃,w) + ε, ε ∼ N (0, σ2
n), (12)

∆其中差 的概率分布可以写为

p(∆|x̃,w, σ2
n) = N (∆|f(x̃,w), σ2

n). (13)

X̃ = {x̃1, . . . , x̃N}
∆ = {∆1, . . . , ∆N}

N (∆|f(x̃,w), σ2
n) ∆

对于一个输入数据集 , 对应

的目标值为 . 假设这些数据点是

从 中独立抽取的, 则 的似然函

数为

p(∆|x̃,w, σ2
n) =

N∏
i=1

N (∆i|wTφ(x̃i), σ
2
n). (14)

根据式 (14)可知, 模型权重上的后验分布与似

然函数和先验的乘积成正比. 由于高斯先验是共轭

的, 模型权重的后验分布也是高斯的, 有

q(w|∆, X̃, σ2
0, σ

2
n) = N (w|µw,A

−1). (15)

µw A其中: 后验均值 和精度矩阵 分别为

µw =
1

σ2
n

A−1Φy, (16)

A =
1

σ2
n

ΦΦT +
m

σ2
0

I2m, (17)

Φ = [φ(x̃1), . . . , φ(x̃N)] 2m×N是 的设计矩阵.
x̃∗ ∆∗要对新的输入值 进行预测 , 需要对预测分

布进行评估, 其定义如下:

p(∆∗|∆, X̃, x̃∗, σ
2
0, σ

2
n) =w

p(∆∗|x̃∗,w, σ2
n)q(w|∆, X̃, σ2

0, σ
2
n)dw. (18)

p(∆∗|x̃∗,w, σ2
n)其中: 目标变量的条件分布 由式 (13)

定义, 权重的后验分布由式 (15)给出. 单个输入的预
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测分布可通过下式
[12]

计算:

p(∆∗|∆, X̃, x̃∗, σ
2
0, σ

2
n) = N (∆∗|µ∆∗ , σ

2
∆∗
). (19)

其中

µ∆∗ =
1

σ2
n

φ(x̃∗)
TA−1Φ∆, (20)

σ2
∆∗

= σ2
n + φ(x̃∗)

TA−1φ(x̃∗). (21)

w

由根据式 (21)计算的预测方差可以看出, 该方

差由两项组成, 第 1项是数据上存在的噪声, 第 2项
是与模型权重 相关的不确定性

[15]. 第 2项为本文

研究的重点, 将在第 1.3节中进行扩展. 随着观察到

更多的数据, 学习策略会对系统模型越来越有信心,
使得第 2项的数值收缩, 后验分布变窄. 

1.2.1    单步预测

w ∼ q(w)

2m

PILCO方法中 GP动力学模型生成的单步预测

是通过后验预测分布生成的. 为此, 首先从式 (15)所
示的模型权重后验分布 中提取一组维数

为 的权重, 为简洁起见, 此处省略条件变量. 然后

用以下公式计算单步预测:

xt+1 = xt +∆t = xt +wTφ(x̃t) + ε,

ε ∼ N (0, Σε). (22) 

1.2.2    全 GP 的稀疏近似

本节遵循 Lázaro-Gredilla等 [12]
的处理方法, 通

过创建平稳协方差函数的稀疏表示, 将三角基函数

模型与完整 GP联系起来. GP回归是一种概率、非

参数贝叶斯方法, 完全由均值函数和协方差函数指

定
[13], 即

m(x̃) = E[f(x̃)],
k(x̃i, x̃j) = E[(f(x̃i)−m(x̃i))(f(x̃j)−m(x̃j))].

(23)

m(x̃) = 0先考虑均值函数为零, 即 ; 协方差函

数为平稳平方指数协方差函数, 表达式如下:

k(x̃i, x̃j) = k(x̃i − x̃j) = k(τ ), (24)
τ = x̃i − x̃j其中平稳协方差函数是 的函数, 仅取决

于输入之间的差. 考虑式 (8)所示三角基函数模型,
在先验条件下, 函数上的分布是均值为零的高斯分

布, 方差为由三角基函数模型表示的平稳协方差
[12],

即

k(x̃i, x̃j) =
σ2

0

m
φ(x̃i)

Tφ(x̃i) =

σ2
0

m

m∑
r=1

cos(2πsT
r (x̃i − x̃j)). (25)

下面将描述如何通过稀疏化 GP近似上式的具

体过程.
RD

k RD

定理 1 (Bochner定理)[16]　若 上的复值函数

是 上弱平稳均方连续复值随机过程的协方差函

数, 则它可以表示为

k(τ ) =
w

R
e2πis·τdµfm(s), (26)

µfm其中 是一个正的有限度量.
µfm S(s) S k

pS(s) S(s) ∝ pS(s)

τ = 0

如果 具有概率密度 , 则 是与 相关的

谱密度
[13], 与概率度量 成正比, 即 .

比例常数可以通过 时计算方程 (24)中的协方

差函数来获得, 即

S(s) = k(0)pS(s) = σ2
0pS(s). (27)

S(s)如果 存在, 根据维纳-辛钦定理
[17], 则协方

差函数和谱密度形成傅里叶对

k(τ ) =
w

R
S(s)e2πis·τds,

S(s) =
w
k(τ )e−2πis·τdτ . (28)

S(s) s

pS(s)

由于 与 中的多元概率密度成正比, 协方

差函数可以重写为对概率度量 的期望

k(τ ) =
w

RD
e2πis

T(x̃i−x̃j)S(s)ds =

δ2
0

w
RD

e2πis
Tx̃i(e2πis

Tx̃j )∗pS(s)ds =

δ2
0Eps(s)[e

2πisTx̃i(e2πis
Tx̃j )∗], (29)

∗

{sr,−sr}

其中上标“ ”表示复数共轭. 式 (29)中的结果可以

通过简单的蒙特卡洛来估计. 由于谱密度关于零对

称, 采样频率对 保留了虚项抵消的精确展

开式

k(x̃i, x̃j) ≃
δ2
0

2m

m∑
r=1

[e2πis
T
rx̃i(e2πis

T
rx̃j )

∗
+ (e2πis

T
rx̃i)

∗
e2πis

T
rx̃j ] =

δ2
0

2m
Re

[ m∑
r=1

e2πis
T
rx̃i(e2πis

T
rx̃j )

∗
]
=

δ2
0

2m

m∑
r=1

cos(2πsT
r (x̃i − x̃j)). (30)

sr

pS(s)

其中: Re是复数的实部;  为蒙特卡洛频率的有限

集 (称为谱点), 其从 中采样. 该结果表明, 通过

稀疏化全 GP的平稳协方差函数, 可以恢复式 (25),
这意味着上述的三角基函数模型确实是一个稀疏谱

高斯过程.
对 GP动力学模型中使用的平方指数协方差函

数进行傅里叶变换, 可以得到多元高斯形式的概率

密度

pS(s) =
1

k(0)

w
RD

e−2πisTτk(τ )dτ =√
|2πΛ| exp(−2π2sTΛs). (31)

k(x̃i, x̃j)

Λ

之后从中绘制谱点, 用于 的蒙特卡洛估计.
式中 的定义与式 (7)一致. 
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1.2.3    超参数优化

σ2
0 σ2

n

w

在对三角基函数模型进行完全贝叶斯处理时,
会对 和 引入先验分布, 并通过对超参数和权重

进行边缘化来实现预测. 然而, 虽然对超参数或权

重中的任意一个进行边缘化是可行的, 但对两者同

时进行完全边缘化在解析上是不可行的
[15]. 因此, 此

处通过优化对数边缘似然来学习超参数, 即

log p(∆|θ) =

− 1

2σ2
n

[
∆T∆− 1

σ2
n

∆TΦTA−1Φ∆
]
−

1

2
log |A|+m log

m

σ2
0

− n

2
log 2πσ2

n. (32)

σ2
0 σ2

n

{ℓ1, . . . , ℓD} σ2
0

yi σ2
n σ2

0/4

100

m×D

针对超参数 、 以及控制每个输入维度的长

度尺度 , 超参数的初始化方式为:  设

置为 的方差,  初始化为 , 长度尺度初始化为

输入维度范围的一半
[12]. 从式 (31)中抽取 组

谱点, 并对每组计算对数边缘似然值, 并保留

具有最高对数边际似然值的谱点集. 

1.3    分析不确定性来源

p(x1|Π), . . . , p(xT |Π)

JΠ

PILCO通过 GP动力学模型级联不确定输入 ,
以生成状态演化的长期预测 ,
从而评估并最小化预期回报 . 这种方法可以揭示

在特定策略下可能访问的多种状态, 使算法能够量

化当前控制品质并选择下一步控制指令. 然而, 该方

法仅考虑了模型预测分布所量化的不确定性总量,
实际上模型存在多种不确定性来源. 本文分析了模

型中不确定性的来源, 并将其分解为随机不确定性

和认知不确定性.
用于级联不确定输入的单步预测是通过高斯过

程的预测分布生成的. 在第 1.2节中, 这一预测分布

是采用三角模型预测分布近似表示的, 这里以简化

的符号重新展示为

p(∆∗|x̃∗) =
w
p(∆∗|x̃∗,w)q(w)dw. (33)

p(∆∗|x̃∗,w) q(w)

∆∗

w ∼ q(w) ar, br ∼ N (0, σ2
0/m)

ε ∼ N (0, σ2
n) ∆∗

ar br ε

w

q(w)

其中:  是模型似然函数,  是模型权

重的后验分布. 对 的不确定性或随机性来源包括

模型权重 、先验 和

加性噪声
[18]. 这意味着在 的预测中

混杂了两种类型的不确定性, 即随机不确定性和认

知不确定性
[19-20]. 随机不确定性来源于 、 和 中

存在的随机性, 这是不可减少的, 而认知不确定性与

模型权重 相关. 随着收集到更多数据, 后验分布

收缩, 认知不确定性会随之减少.
JΠ由于 PILCO在最小化式 (2)中的 时是直接

考虑成本函数的, 本文工作可以只关注转移函数中

C(x)

C(xt) Π x t

的不确定性, 这些不确定性直接影响成本 的不

确定性. 从另一角度来看, 对于复杂环境, 模型对状

态-动作空间的表示可能非常庞大, 而在状态空间中

探索与学习控制任务无关的区域, 会浪费时间和内

存资源. 实际上, 人们也仅关心与轨迹相关的不确定

性. 所以, 在接下来的处理过程中, 成本函数被指定

为 , 表示在策略 下状态 在时间 上的成本.

在转移函数中可以使用多种指标来表示不确定

性. 在本文中, 成本的方差被用作主要衡量指标. 首
先, 将成本的方差表示为随机不确定项, 有

Vε(CΠ(xt)) = Eε[CΠ(xt)
2
]− Eε[CΠ(xt)]

2. (34)

ε其中所有的随机性来源都被归类到 这一项中.
q(w)接着, 对模型权重的后验分布 (该分布表示

认知不确定性)应用总期望定律, 可以得到

V(CΠ(xt)) = Eq(w)[Eε[CΠ(xt)
2
]]−

Eq(w)[Eε[CΠ(xt)]]
2. (35)

Eε[CΠ(xt)
2
]

引入后验分布的期望使得方程的左侧发生了变化,
使其能够表示总不确定性. 注意到 可以

被替换为方差和一阶矩的和, 从而得到

V(CΠ(xt)) = Eq(w)[Vε(CΠ(xt)) + Eε[CΠ(xt)]
2
]−

Eq(w)[Eε[CΠ(xt)]]
2. (36)

总期望值也是各期望值的和, 因此将第 1项分

离, 并将其与最后一项重新组合在一起, 可以得到

V(CΠ(xt)) =

Eq(w)[Vε(CΠ(xt))]+

(Eq(w)[Eε[CΠ(xt)]
2
]− Eq(w)[Eε[CΠ(xt)]]

2
). (37)

注意到括号内的项是相对于后验分布的方差,
可以通过一阶矩和二阶矩来表示, 从而得到最终的

不确定性分解

V(CΠ(xt))︸ ︷︷ ︸
V1

= Eq(w)[Vε(CΠ(xt))]︸ ︷︷ ︸
V2

+

Vq(w)(Eε[CΠ(xt)])︸ ︷︷ ︸
V3

, (38)

V1 V2 V3

Π t

x

其中 是总不确定性,  是随机不确定性,  是认

知不确定性. 所有不确定性都是在策略 下时间 时

刻的状态 的不确定性. 

1.4    金标准蒙特卡洛不确定性估计

PILCO策略评估方法存在一个根本性问题, 即
它没有认识到实际情况中只有一个真实的底层动力

学存在. 因此, 在预测状态演化时, 它会在每个时间

点反复搜索所有可能的动力学. 这个问题可以通过

采用蒙特卡洛 (MC)采样对式 (38)进行估计来解决.
因为MC方法可以对动力学单独采样, 将状态向前传
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Π

播, 然后再次采样动力学, 这允许以正确的顺序计算

式 (38)所需的平均值. 通过将式 (38)转化为蒙特卡

洛采样形式, 可以直观地理解在策略 下, 随着轨迹

在 PILCO的状态-动作表示中的演化. 随后概述如何

将成本中的随机不确定性和认知不确定性区分开来.
V2

w ∼ q(w)

Π N

ε

N q(w)

M M

N M

Π

T

首先, 考虑 表示随机不确定性的项. 从后验分

布 中采样的一组权重, 根据式 (22)使用它

们, 在策略 下通过转移函数对 条轨迹进行单步

预测. 一旦抽取了一组权重并保持固定, 除了加性高

斯噪声 外, 单步预测结果将是确定的. 接下来, 计算

条轨迹的单步预测方差, 得到从 中抽取的单

个转移函数的随机不确定性的经验估计值. 然后, 这
个过程重复 次, 并对从后验分布中抽取的 个转

移函数的结果取经验平均值. 通过这种方法来计算

出仅受噪声影响的转换平均方差. 只要 和 足够

大, 上述过程就能提供在策略 下单次状态转移中

总随机不确定性的无偏估计值. 在通过转移函数的

个步骤过程中, 随机不确定性是每一步随机不确

定性之和.
V3

w

N ε

N N

M N

M Π

T

Π

同样, 对于认知不确定性项 . 从后验分布中抽

取的每组权重 保持固定, 根据式 (22)进行单步预

测. 对于 条轨迹, 除加性高斯噪声 外, 预测是确定

性的. 对于 条轨迹 (假设 足够大), 单步预测的期

望是从后验分布中采样函数的平均值. 因为高斯噪

声的均值为零, 这种期望能够消除随机不确定性. 然
后, 对 个后验转移函数的方差进行计算. 在 和

足够大的情况下, 这提供了在策略 下单次状态

转移中认知不确定性的无偏估计值. 在通过转移函

数的 个步骤后, 认知不确定性是每一步认知不确

定性之和. 最终, 策略 下成本的不确定性是随机不

确定性和认知不确定性之和.

Π

M ×N x0 ∼
N (µ0, Σ0) Π

T

q(w) M w

w N T

t

u

将这些步骤形式化, 便得到一个金标准蒙特卡

洛方案, 用于根据式 (38)估算策略 下成本中存在

的随机不确定性和认知不确定性. 具体而言, 蒙特卡

洛估计可通过以下步骤生成: 1)初始化轨迹: 初始

化 条轨迹 , 每条轨迹的起始状态为

. 2)传播轨迹: 将这些轨迹在策略 下通

过近似 GP动力学模型传播 步. 3)抽取权重: 从后

验分布 中抽取 组权重 . 4)固定权重的滚动

模拟: 对于每组权重 , 执行 次 步滚动模拟, 其
中对每次转移采样高斯加性噪声. 5)控制计算: 在每

个时间 , 根据动力学模型的需求, 计算确定性的控

制动作 . 6)单步预测: 使用式 (22)计算每次转移的

单步预测. 7)记录成本: 在每个时间步计算成本 (3),

(M,N) CΠ(xt)并存储为形状为 的成本值数组 . 最
后, 通过以下方法估计式 (38):

V(CΠ(xt)) =
T−1∑
t=0

{
VN

(CΠ(xt)1
N

)
+
1TVM(CΠ(xt))

M

}
. (39)

1 VN VM

(M,N) CΠ(xt)

其中:  是一个全为 1的列向量,  和 分别是对

应于形状为 的成本值 的行和列计算

得到的经验方差.
本方案被称为金标准蒙特卡洛, 因其通过双重

采样架构严格实现总方差分解 (式 (38)), 是量化分

离不确定性的无偏估计器. 相较普通蒙特卡洛的混

合采样, 金标准蒙特卡洛需模型权重和轨迹噪声双

重收敛 . 金标准属性源于 :  1)  Bishop[15] 证明的估

计无偏性; 2) 与真实 GP后验的等价采样 (文献 [12]). 

2    仿真分析

所 有 仿 真 实 验 均 在 Matlab  2023b/Simscape
Multibody虚拟环境中运行 (硬件环境 Apple M2, 64
GB RAM). 物理模型通过刚体动力学模块构建, 控制

输入作用于系统质心, 仿真步长 5 ms (求解器 ode45).
训练时间对比见表 1, 可见所提方法在量化认知不确

定性的同时仍保持显著速度优势, 所提金标准蒙特

卡洛方案通过双重采样并行化提高了计算效率.
 
 

表1     单次迭代训练时间对比 单位: s　

方法 欠驱动机械臂 推车双摆

本文方法 38.2± 1.5 126.7± 3.8

原PILCO[6] 52.4± 2.1 205.3± 7.2

  

2.1    成本函数不确定性对 PILCO 学习效果影响分析

Π

M = 100, N = 100, T = TE TE

ε

Π

C(xt)

在本节中采用两种非线性系统对第 1节研究内

容进行仿真分析. 每次 PILCO执行完成后, 都会在

PILCO结束前的所有观测数据上训练三角基函数

GP模型 (第 1.2节), 其中输入是状态-动作元组, 目
标是状态差异. 在所有情况下, 均使用 500个基函数.
蒙特卡洛轨迹展开根据算法 1在策略 下执行

( ), 其中 和过渡噪声

是特定于环境的. 然后, 按照第 1.3节中详述的程

序, 将总不确定性分解为整个事件在策略 下成本

的总随机不确定性和总认知不确定性.
 

2.1.1    欠驱动机械臂

m1 m2 l1

l2

θ2 θ3

u

欠驱动机械臂 (Pendubot), 如图 1所示, 由内摆

和外摆组成, 质量分别为 和 , 长度分别为 和

. 这两个摆相互连接, 且内摆与地面相连. 内摆角

和外摆角分别为 和 , 从垂直位置逆时针测量. 智
能体通过施加力矩 于地面与内摆之间的关节来作
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用系统, 但无法直接对两个摆之间的连接施加作用

力. 系统的目标是通过对中心关节施加力矩, 使两个

摆同时摆动到竖直向上的位置并在该位置保持平衡.
  

l1

l2

u

θ3

θ2

图1   双摆结构示意图
 

x = [θ2,

θ3, θ̇2, θ̇3]
T θ2 θ3 θ̇2 θ̇3

该非线性系统有 4个连续的状态变量, 
,  和 为摆的角度 (单位 rad);  和 为

摆的角速度 (单位 rad/s), 其微分运动学表达式如下:
f(x) = l21

(m1

4
+m2

)
+
m1l

2
1

12

m2

2
l1l2cos(θ2−θ3)

m2

2
l1l2cos(θ2 − θ3)

5m2l
2
2

12

 ,

g(x,u) = gl1sin(θ2)(0.5m1 +m2)−
0.5m2l1l2θ̇

2
3sin(θ2 − θ3) + u

0.5m2l2(l1θ̇
2
2sin(θ2 − θ3) + gsin(θ2))

 ,

ẋ = f(x)−1g(x,u). (40)

l1 = l2 = 0.5 m m1 = m2 = 0.5 kg g =

9.8m/s2 xtarget = [0, 0, 0, 0]T
其 中 :  ,  , 

. 状态变量的训练目标为 .

θ̇2 θ̇3 θ2 θ3

Π

图 2和图 3显示了 Pendubot系统状态变量执行

蒙特卡洛轨迹展开的随机样本, 其中图 2描绘了摆

角速度 和 的相关曲线, 摆角 和 展示在图 3
中. 图 2和图 3中: 左边纵轴表示状态变量, 绘制的

曲线分别对应状态蒙特卡洛轨迹趋势、实际运行期

间状态轨迹、状态变量目标以及事件运行前 PILCO
对状态演化的预测; 右轴表示落在 PILCO的预测值

均方误差内的蒙特卡洛轨迹占整个蒙特卡洛轨迹的

百分比. 此外, 图 2和图 3中所示的轨迹来自第 30次
训练后的结果, 当时 PILCO已经实现了系统目标,
因此其结果也代表了成熟策略 下的轨迹.

由图 2和图 3可以看出, 在大约 20 s的时间长

度内, 蒙特卡洛轨迹是向内聚拢的, 此时也对应于

Pendubot被操纵至目标位置的时期. 在此之后, 蒙特

卡洛轨迹开始发散, 对应于智能体试图在目标位置

平衡 Pendubot的时期. 这一仿真结果表明, 在平衡阶

段, 策略的不确定性比在上升阶段要大. 尽管蒙特卡

洛轨迹存在较大的偏差, 但约 80%以上的轨迹仍在

PILCO预测范围的 2个标准差内.
Π图 4显示了学习过程中策略 下每次迭代的平

均成本值和成本不确定性分解. 其中, 图 4(a)显示了

完整的不确定性分解, 图 4(b)显示了认知不确定性

占总不确定性的比率. 如图 4(a)所示, 在前 15次迭

代中, 智能体学会了将双摆摆动到直立位置, 但无法

保持平衡. 在此阶段, 平均成本值从其初始值下降,

并且成本中的总不确定性和随机不确定性增加, 而

认知成本不确定性保持较低水平. 总成本不确定性

的增加是由于智能体对 Pendubot系统形成了初始认

知 (没有认知就没有不确定性). 在接下来至第 25次

的迭代过程中, 智能体学会了保持双摆平衡, 并且在

此期间能观察到平均成本下降, 以及随机、认知和总
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成本不确定性增加. 超过 25次迭代以后, 一旦系统

被充分认知, 认知成本不确定性会降低, 随机成本不

确定性也会随之稳定下来.
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图4   每次迭代的平均成本和不确定性 (双摆)
 

从图 4(a)的结果和上述表述中很难看出成本不

确定性的细分与学习有何关系, 因此绘制图 4(b)以
进行进一步分析. 在图 4(b)中, 红色下三角符号表示

认知不确定性与总不确定性之比. 前 3迭代的平均

成本约为 0.95, 表明在此期间学习很少 . 观察图

4(b)右纵轴, 在这些迭代过程中, PILCO选择了认知

不确定性占总成本不确定性比率较低的策略 . 第
15次迭代平均成本从最初的 0.95降低到 0.83, 这一

学习步骤所对应的策略具有比前几次迭代更高的认

知不确定性占比. 之后至第 25次迭代, 平均成本有

所下降, 均对应于认知不确定性占比较高的策略. 最
后, 在第 25次迭代系统认知得到解决后, 随着智能

体完善策略和对模型认知信心的增加, 认知不确定

性与总成本不确定性的比率下降, 并维持稳定. 

2.1.2    推车双摆

m1 m2 m3

l2 l3

θ2 θ3 u m1

推车双摆结构如图 5所示 , 其由一个质量为

的推车, 以及质量分别为 和 、长度分别为

和 的内摆和外摆组成. 两个摆锤连接在一起, 且
内部摆锤连接在推车上 . 内摆角和外摆角分别由

和 给出. 控制输入 是作用于推车质量块 的

xcar = 0

水平方向外力. 该任务的目标是对推车施加水平力,
使双摆系统摆动到垂直位置并保持平衡, 同时将推

车定位在系统中心 处. 无约束推车双摆系统

表现出复杂的动力学行为, 是一个混沌系统.
 
 

l2

l3

u

θ3

θ2

图5   推车双摆结构示意图
 

x =

[xcar, ẋcar, θ2, θ3, θ̇2, θ̇3]
T xcar

ẋcar θ2 θ3

θ̇2 θ̇3

该非线性系统有 6个连续的状态变量 , 
, 分别为推车的位置 、推

车的速度 、双摆的角度 和 (单位 rad)、双摆的

角速度 和 (单位 rad/s). 微分运动学表达式如下:

f(x) = 2(m1 +m2 +m3)

−(3m2 + 6m3)cos θ2

−3cos θ3

→

←
−(m2+2m3)l2cos θ2 −m3l3cos θ3

(2m2 + 6m3)l2 3m3l3cos(θ2−θ3)

3l2cos(θ2 − θ3) 2l3

 ,

g(x,u) =
2u− 2bẋcar − (m2 +

2m3)l2θ̇
2
2sin θ2 −m3l3θ̇

2
3sin θ3

(3m2+6m3)gsin θ2−3m3l3θ̇
2
3sin(θ2−θ3)

3l2θ̇
2
2sin(θ2 − θ3) + 3gsin θ3

 ,

ẋ = f(x)−1g(x,u).

l2 = l3 = 0.6m m1 = m2 = m3 = 0.5 kg b =

0.1N · s/m g = 9.8m/s2

xtarget = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T

其中:  ,  , 
,  . 状态变量的训练目标为

.

Π

xcar ẋcar θ̇2

θ̇3 θ2 θ3

图 6 ～ 图 8显示了第 40次迭代结果下 (代表

了成熟策略 下的结果), 推车双摆环境状态变量的

蒙特卡洛轨迹展开的随机样本. 其中: 图 6展示了推

车位置 和速度 , 图 7描述了双摆角速度 和

, 双摆角 和 被描述在图 8中. 在这 3幅图中:

左垂直轴均表示状态变量, 绘制的曲线分别对应状

态蒙特卡洛轨迹趋势、实际运行期间状态轨迹、状态

变量目标以及事件运行前 PILCO对状态演化的预

测; 右轴表示落在 PILCO预测的蒙特卡洛轨迹占整

个蒙特卡洛轨迹的百分比.
从图 6 ～ 图 8可以看出, 在大约 30 s的时间长

度内蒙特卡洛轨迹具有内聚性, 此时对应于推车双

摆被操纵至目标位置的时期. 在此之后, 蒙特卡洛轨

迹开始发散, 对应于智能体试图在目标位置平衡推

车双摆的时期. 一直到本次迭代结束, 大约有 60%
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以上的轨迹在 PILCO预测范围内.

Π图 9显示了学习过程中策略 下的每次迭代产

生的平均成本和成本不确定性分解. 图 9(a)显示了

完整的不确定性分解, 图 9(b)显示了认知不确定性

与总不确定性的比率. 如图 9(a)所示, 在 10次迭代

后, 智能体已经学会将推车双摆到达目标位置, 但还

不能将其保持在平衡状态. 在此阶段, 平均成本略有

下降. 然后, 智能体再进过 10次训练后, 可以将推车

双摆保持在平衡但偏离目标的位置. 在这一阶段, 随

着智能体对系统形成认知, 总成本和认知成本的不

确定性增加; 然而, 低认知成本不确定性相关的策略

一直在被选择. 因此, 学习梯度是平缓的. 但是在第

20次迭代之后, 由于认知成本不确定性的增加, 学习

效率迅速增加.
如图 9(b)所示, 认知成本不确定性与总不确定

性之比的趋势更为明显. 接近 20次迭代时, PILCO
选择认知成本不确定性占比越来越大的策略, 从而
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图6    推车位置和速度的蒙特卡洛展开
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502 控 制 与 决 策 第41卷



增加了学习效率. 这里, 策略中存在的认知成本不确定

性与平均成本之间存在明显的相关性. 这表明, 具有

高认知成本不确定性的策略与更陡的学习梯度有关.

Π

上述两个非线性系统的数值仿真结果表明, 在
给定策略 下, 认知不确定性与总成本不确定性之

间的比值与 PILCO的学习速率存在显著相关性. 具
有较高认知与总成本不确定性比值的策略会具有更

高效的学习, 而比值较低的策略学习速度则较慢.
此外, 从图 2 ～ 图 9可以看出, 当环境被学习达

到平衡状态后, 其随机不确定性/总不确定性会升高

并且趋于稳定, 相应平衡阶段的蒙特卡洛轨迹出现

发散现象. 这是由于平衡点附近系统雅可比矩阵趋

于奇异, 使得注入的探索噪声引发指数级状态漂移,
导致部分轨迹偏离平衡点. 这种偏差是算法主动探

索引起的伴随效应, 若完全抑制探索, 将无法学习克

服模型不确定性. 根据这一分析, 未来可以将本文算

法纳入目标函数, 即通过修改目标函数增加认知不

确定性奖励, 以加速平衡区数据收集, 实现平衡阶段

的总不确定性回落. 

2.2    成本函数不确定性的分解

Π C(x)
一个目标噪声方差为 0.062 5的测量数据集被

用来说明, 在策略 下估计成本 中的随机性不

确定性和认知不确定性的蒙特卡洛方案有效性. 这
里使用一维的转移函数, 并未定义显式策略. 该实验

可视为只有一个动作可供选择, 智能体每次都选择

该动作, 使系统动力学能够自由随时间演化. 在该实

验中, 智能体最初观察到 5个转移数据点, 然后每次

增加一个数据点, 直至观察 50个数据点. 在每次观

测时, 基于三角基函数的模型被用来对系统的转移

动力学形成认知分布 . 图 10分别显示了在观察 5
个、25个和 50个数据点后, 对转移数据的预测分布

以及从参数后验分布中抽取的 4个函数. 在实验中,
刻意将谱点的长度尺度设置为较大的值, 以使模型

对数据过拟合 (如图 10(a)所示).
这样做的原因有两个: 一是为了人为地向模型

中引入更多的认知性不确定性, 二是为了更好地模

拟高维空间的情况. 在高维空间中, 单个数据点的观

察为模型提供的信息比一维情况中更多. 图中结果

显示, 随着观察到的数据点增多, 模型对参数的信心

逐步增强. 从模型参数的后验分布中抽取的函数逐

渐趋近于预测均值, 这表明模型的信心在不断增加.

x = [0, 0, 0, 0]T

每当观察到一个新数据点时, 会通过模型执行

蒙特卡洛轨迹展开, 其按照第 1.4节中描述的过程进

行 . 针对目标 计算成本 , 并利用式

(4)将成本的不确定性分解为随机不确定性和认知

M

= 100, N = 100, T = 100

不确定性两部分 . 蒙特卡洛展开的参数设置为

, 转移噪声方差为 0.09.
需要特别注意, 不确定性的来源在于模型内部以及

通过模型的转移过程, 但此处是根据成本来衡量的.
图 11展示了不确定性随数据点数量变化的分

解结果. 随着数据点数量的增加, 模型对参数的信心

逐步增强, 认知不确定性随之减少. 随着认知不确定

性的降低, 总不确定性也相应减少, 而且随机不确定

性与总不确定性之间的差距逐渐缩小. 这是因为每

次进行轨迹展开时, 均基于相同的策略进行. 如果在

每次新数据点被观测后策略发生变化 (这在实际应

用中较为常见), 那么在不同策略下的展开会导致不

同的不确定性, 2.1节所示的 PILCO实验验证了这

一点. 最后, 虽然可以预期, 在相同策略下进行轨迹
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展开时, 随着更多数据的观测, 认知不确定性会单调

减少, 但实际观察到的下降呈现一定的噪声波动. 这
可能是蒙特卡洛方法的结果, 增加展开次数应该可

以减小这种波动.
根据上述分析, 未来的工作可以将第 1.4节中提

出的金标准蒙特卡洛方法融入目标函数, 以在成本

和认知与总成本不确定性比值之间建立平衡. 目标

函数可以调整为优先寻找具有较高或较低认知与总

成本不确定性比值的策略, 从而研究这种调整对学

习效率的影响. 

3    结　论

本文研究了 PILCO如何在决策过程中使用不

确定性. 为此, 本文中使用方差来度量不确定性, 并
使用总方差定律将不确定性分解为随机不确定性和

认知不确定性两部分. 此外, 本文还引入了一个金标

准蒙特卡洛方案, 通过近似 PILCO的动力学模型传

播轨迹, 分别量化了成本函数中存在的随机和认知

不确定性. 分析结果表明, 当 PILCO处于有效学习

时, 它选择的是认知成本不确定性与总成本不确定

性的具有高比率的相关策略. 相比之下, 当 PILCO
处于学习缓慢时, PILCO选择的是认知成本不确定

性与总成本不确定性的低比率相关策略.
未来计划将金标准蒙特卡洛不确定量化方法纳

入目标函数, 以在随机不确定性和认知不确定性与

总不确定性的比率之间建立平衡. 然后, 可以通过可

调超参数来调整目标函数, 使学习者能够专注于寻

求认知与总成本不确定性比率较高或较低的策略,
并可以检查对学习效率的影响. 可调超参数可以通

过类似于贪婪探索机制的方式处理, 调整探索量以

在智能体中创建不同的行为特征.
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