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p

摘　要: 现有的不完备多视图聚类算法虽然取得了一定的进展, 但是仍然存在局限性: 1)无法准确挖掘缺失数据

的潜在信息, 特别是在各视图缺失率不一致的情况下; 2)难以同时保留数据的全局结构和局部结构; 3)无法有效

挖掘不同视图的高阶相关性和互补信息. 为解决这些问题, 提出基于缺失值学习和结构保留的不平衡不完备多视

图聚类算法. 首先, 算法通过线性投影将原始高维数据映射至低维空间; 然后, 结合基于近邻关系学习的补全矩阵

和完整性约束机制对缺失值进行填充, 从而确保填充的缺失值尽可能保持数据的原始结构; 接着, 算法采用子空

间聚类技术、超拉普拉斯正则化和加权张量 Schatten- 范数, 有效捕获数据的全局结构、局部结构以及高阶相关

性; 最后, 与 10个对比算法在多种缺失率的 8个仿真不完备多视图数据集上进行对比实验, 实验结果表明所提出

方法的性能优于其他对比算法.
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Abstract: Existing incomplete multi-view clustering algorithms have made some progress, however, they have certain
limitations: 1) Most existing methods fail to accurately uncover the latent information of missing data, especially when
handing varying missing rate across different views; 2) They cannot preserve both global and local structures of data; 3)
They fail to effectively extract high-order correlations and complementary information between ones. To address these
issues, the paper proposes an unbalanced incomplete multi-view clustering algorithm based on missing-value learning
and  structure  preservation.  The  algorithm maps  the  original  high-dimensional  data  to  a  low-dimensional  space  using
linear projection, and combines a completion matrix based on neighbornood relationships and an integrity constraint to
fill  in  the  missing  values,  ensuring  that  the  filled  missing  values  closely  match  the  original  structural  features  of  the
data.  Additionally,  the  algorithm  employs  subspace  clustering  techniques,  hyper-Laplacian  regularization,  and  the
weighted tensor Schatten-  norm, to simultaneously capture the global and local structure and high-order correlation.
Experimental  results  with  ten  benchmark  algorithms  on  eight  simulated  incomplete  multi-view datasets  with  various
missing values show that the performance of the proposed algorithm is superior to the comparison algorithms.

p

Keywords: unbalanced incomplete multi-view clustering；missing-value learning；structure preserved；the weighted
tensor Schatten-  norm；integrity constraint

 

0    引　言

聚类技术作为一种无监督学习方法, 旨在将数

据集划分为由相似数据点构成的簇, 以挖掘数据中

的潜在结构和信息
[1]. 随着信息采集技术的进步, 研

究者能够从多个角度获取同一对象的多样化数据表

示, 形成多视图数据. 相较于传统的单视图聚类, 多
视图聚类通过挖掘视图间的一致性和互补性信息,
提升了聚类性能

[2-3]. 然而, 在实际应用中, 由于机器

故障、人为因素或隐私限制等, 收集到的多视图数据

常存在信息缺失 , 产生了不完备多视图聚类问题
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(IMVC)[4].
近来年, IMVC领域取得了显著进展. 文献 [5]

通过引入低秩约束利用局部视图内数据相关性进行

数据重建, 实现了缺失数据的补全; 文献 [6]通过重

构项推断缺失数据, 并引入跨视图图匹配方法增强

了视图间的关联性. 然而, 这些方法主要针对不同视

图缺失率相同的情形, 对于视图间缺失率不同的数

据关注较少
[7-8]. 视图间缺失率的差异导致样本数量

和可用信息的不平衡, 破坏了数据的整体结构, 影响

聚类准确性.
目前, IMVC算法主要采用两种策略处理缺失

数据
[9]: 1)将所有视图的数据映射至公共子空间进

行聚类, 但是, 这一策略通常仅适用于双视图数据聚

类场景; 2)补全缺失值后再聚类, 这类方法通常使用

特征平均值填充缺失值, 但是, 由于填充值与真实数

据存在偏差, 影响聚类效果
[10]. 近年来, 为了更好地

处理缺失数据问题, 文献 [11]提出了自适应加权策

略, 为缺失样本分配较小的权重来减轻其对于聚类

结果的影响; 文献 [12]使用所有视图的共识图和每

个视图特有的不完整图, 重建了相应视图的完整图.
然而, 这些方法仍然难以有效获取缺失数据的准确

信息, 特别是对于缺失率较高、各视图缺失率不同的

多视图数据, 易导致较大偏差.
为了更好地学习数据的结构特征, 一些新颖的

算法逐渐涌现. 文献 [13]通过多级自表示约束捕获

了数据内部的一致信息和视图间的互补信息; 文献

[14]使用矩阵分解恢复缺失数据, 并利用线性表示

捕获了数据的内在关系和高阶信息; 文献 [15]通过

超拉普拉斯正则化, 提出了一种噪声鲁棒多视图子

空间聚类算法, 有效捕获了数据的局部几何结构. 然
而, 这些方法难以同时捕获数据的全局结构和局部

结构, 影响聚类结果.
张量技术在多视图聚类算法中已得到广泛应用.

文献 [16]首次将各视图的子空间表示矩阵构建为张

量, 并通过低秩张量约束捕获了视图间的高阶相关

性, 但是, 其解并非 Tucker秩的凸松弛形式, 导致无

法保证全局最优解, 且缺乏明确的物理意义; 文献

[17]提出了一种基于张量奇异值分解的多视图子空

间聚类算法, 该算法对所有视图的子空间表示矩阵

构造的张量施加低秩张量约束, 但是, 重构多视图数

据是在矩阵形式而非张量形式下, 导致聚类性能不

佳. 此外, 这些方法在处理缺失数据时仍然存在不足.
针对上述问题, 本文提出基于缺失值学习和结

构保留的不平衡不完备多视图聚类 (UIMVC/MLSP).
该算法包括缺失值学习和结构保留两部分: 1)通过

p

线性投影将原始高维数据映射至低维空间, 并结合

基于近邻关系学习的补全矩阵和完整性约束填充缺

失值, 以最大程度保留数据的原始特征; 2)结合子空

间聚类技术和超拉普拉斯正则化, 兼顾全局结构和

局部结构的捕获, 同时, 通过加权张量 Schatten- 范

数挖掘数据的高阶相关性. 

1    相关理论

为便于理解所提出算法, 本节首先介绍张量的

相关概念, 文中所有重要符号如表 1所示.
 
 

表1     重要符号及其含义

符号 含义

z Z Z,  ,  向量, 矩阵, 张量

dv v第 个视图的原始特征维度

Xv ∈ Rdv×n v第 个视图的原始数据矩阵

Ev
1 ∈ Rpv×n v第 个视图的投影误差矩阵

Ev
H ∈ Rpv×n v第 个视图的补全误差矩阵

M v ∈ Rn×n v第 个视图的补全矩阵

Z(i, :, :) Z i的第 个水平切面

Z(:, :, k) Z k的第 个正切面

n 数据点的个数

pv v第 个视图的投影特征维度

P v ∈ Rpv×dv v第 个视图的投影矩阵

Ev
2 ∈ Rpv×n v第 个视图子空间表示误差矩阵

Hv ∈ Rpv×n v第 个视图的低维特征矩阵

T v ∈ Rpv×n v第 个视图补全后的投影矩阵

Z(:, j, :) Z j的第 个侧切面

∥Z∥∗ 张量核范数

 

Z ∈ Rn1×n2×n3定义 1[18]
　已知三阶张量 , 其对

应的 Frobenius范数定义为

∥Z∥
F
=

√∑
ijk

|zijk|2. (1)

Z ∈ Rn1×n2×n3

t

定义 2[18]
　已知三阶张量 , 其对

应的张量奇异值分解 ( -SVD)为

Z = U ∗ S ∗ VT. (2)

U ∈ Rn1×n1×n3 V ∈ Rn2×n2×n3

S ∈ Rn1×n2×n3 f

其中:  和 为正交张量,
为 -对角张量.

Z ∈ Rn1×n2×n3

t

定义 3[18]
　已知三阶张量 , 其基

于张量奇异值分解的张量核范数 ( -SVD-TNN)定
义为

∥Z∥⊛ =
n3∑
j=1

∥Z̄(:, :, j)∥
∗
=

min(n1,n2)∑
i=1

n3∑
j=1

|S̄(i, i, j)|.

(3)

Z̄ Z Z̄ = Ū ∗ S̄∗
V̄ S̄ Z̄
其中:  为 第三维度的傅里叶变换, 
, 即 是通过 的正切片进行奇异值分解得到的. 
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2    基于缺失值学习和结构保留的不平衡不

完备多视图聚类

p

所提出基于缺失值学习和结构保留的不平衡不

完备多视图聚类算法包含两部分: 1)缺失值学习: 首

先通过线性投影将原始高维数据映射至低维潜在空

间; 然后结合基于近邻关系学习的补全矩阵和完整

性约束机制填充缺失值, 确保填充值不破坏数据的

原始特征结构. 2)结构保留: 算法结合子空间聚类技

术和超拉普拉斯正则化, 同时捕获全局结构和局部

结构, 并通过加权张量 Schatten- 范数挖掘数据的高

阶相关性和互补信息. 

2.1    缺失值学习

在不完备多视图数据集中, 由于原始数据本身

存在一定的噪声和冗余信息, 直接填充缺失值可能

会降低聚类性能. 文献 [19]利用线性投影, 将原始数

据投影至低维潜在空间, 并将低维特征矩阵与基于

随机数学习的补全矩阵相乘, 在补全缺失数据的同

时不仅有效减少了冗余信息, 还更好地恢复了数据

的真实结构. 基于这一思想, 本文首先采用线性投影

将原始高维数据映射至低维空间, 具体模型可表示

为

Hv = P vXv + Ev
1 . (4)

然后, 本文基于数据的邻接关系学习补全矩阵来填

充缺失值, 从而更加准确地反映数据的内在结构. 具
体补全策略如下所示:

T v = HvM v. (5)

T v

M v

其中:  为补全缺失值后的完备低维特征表示矩阵;
补全矩阵 的定义如下所示:{

M v
i,i = 1, M v

i,j = 0, if ith instance exists;

M v
i,i = 0, M v

i,j = R, if ith instance is missing.
(6)

R Hv i k这里 为 中第 个样本的 近邻.

Ev
H

通过这种方式, 补全矩阵将根据邻接关系为缺

失数据分配合理的填充值, 捕获了数据的结构特征.

然而, 在填充缺失值的过程中, 填充值可能会破坏原

始数据的结构特征, 尤其是在缺失值较多的情况下.

为避免这一问题, 本文引入了填充误差矩阵 , 以

确保填充的缺失值尽可能接近原始数据, 从而有效

避免破坏数据的内在特征结构. 通过引入填充误差

矩阵, 本文能够在填充过程中对填充值与原始数据

间的差异进行控制, 从而提高数据补全的准确性. 具

体如下:

Ev
H = T v −Hv. (7)

 

2.2    结构保留
 

2.2.1    全局结构

V

Xv ∈ Rdv×n

多视图子空间聚类技术是指每个数据可以用同

一子空间内其他数据线性表示. 对于含有 个视图

的数据集 , 多视图子空间聚类模型可表

示为

min
Zv,Ev

L(Xv, XvZv) + λℜ(Zv).

s.t. Xv = XvZv + Ev, v = 1, 2, . . . , V ;

0 ⩽ Zv ⩽ 1, (Zv)T1 = 1, diag(Zv) = 0. (8)

Zv Ev Xv

= XvZv + Ev

L(Xv, XvZv)

l1

l2,1

ℜ(Zv)

Zv

λ

{Zv}V
v=1 Z

其中 :  为亲和矩阵 ;  为子空间误差矩阵 ; 
将数据样本表示为自身的线性组合;
为子空间聚类重构误差的损失函数,

最初采用 Frobenius范数和 范数进行优化
[20], 然而,

由于 范数通过增加列稀疏性, 在一定程度上改善

了算法的鲁棒性, 在多视图聚类算法中得到了广泛

应用
[20]. 此外, 文献 [15]提出了一种鲁棒性更强的柯

西伪范数, 用于处理大规模、高强度的噪声数据, 可
以显著提升聚类算法的鲁棒性.  为与亲和矩

阵 相关的正则化项, 通常表示视图间先验信息的

约束;  为大于 0的权衡参数 . 各视图的亲和矩阵

被融合为一个统一的公共亲和矩阵 , 表示

所有视图间的总体关系, 从而可以捕获多视图数据

的全局结构
[9]. 

2.2.2    局部结构

V E

W H ∈ R|V |×|E|

在超图模型中: 顶点集 和边集 通过权重矩

阵 进行关联, 指示矩阵 用于描述顶

点与边的关系, 其元素被定义为

h(vi, ej) =

{
1, vi ∈ ej;

0, otherwise.
(9)

d(vi) =
∑
ej∈E

w(ej)h(vi, ej)

d(ej) =
∑
vi∈V

h(vi, ej) d(vi) d(ej)

Dv De

在超图中:  为顶点的

度,  为边的度,  和 分

别为对角矩阵 和 的对角元素. 超图对应的超拉

普拉斯矩阵
[9]
被定义为

Lh = Dv −HWD−1
e HT. (10)

tr(ZvLv
h(Z

v)T)(v = 1, 2, . . . , V )

在普通图中, 每条边只连接两个顶点, 主要用于

描述数据点间的二元关系; 而在超图中, 每条边可以

连接多个顶点, 能够更全面地表示数据点间的多元

关系. 正是由于这种多元连接的特性, 超图不仅可以

保留数据的局部结构, 还能有效捕获数据间的多元

关系. 因此, 本文引入了基于超图的拉普拉斯正则化

来保留数据的局部
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结构, 捕获多元关系. 

2.2.3    高阶相关性

p ω

p

张量结构能够有效揭示不同视图间的高阶相关

性和互补信息, 在多视图聚类算法中得到了广泛应

用. 现有的基于张量的多视图聚类方法通常采用张

量核范数进行约束, 但是, 该方法通过线性求取所有

奇异值来近似秩函数, 平等对待每个奇异值, 这可能

会过度惩罚较大奇异值, 导致部分重要信息丢失, 使

得张量秩的近似不准确
[21]. 相比之下 , 加权张量

Schatten- 范数作为更精确的秩估计方法, 通过 和

可以更好地平衡不同奇异值的贡献, 保留数据中的

关键信息和重要特征, 避免对较大奇异值的过度收

缩
[21], 从而更精确地进行秩估计. 其数学定义如下所

示:

∥Z∥
ω,Sp

=
( n3∑

i=1

∥Z̄ (i)∥p

ω,Sp

) 1

p
=

( n3∑
i=1

min(n1,n2)∑
j=1

ωj · σj(Z̄ (i))p
) 1

p
. (11)

Z̄ (i) Z i σj(Z̄ (i)) Z̄ (i)

j

其中:  为 的第 个正切片,  为 的第

个奇异值.

p

p

为了更精确地近似张量秩函数, 本文引入了加

权张量 Schatten- 范数对亲和张量进行约束. 具体而

言, 首先将各视图的亲和矩阵构建为三阶张量, 并通

过旋转维度来保留原结构, 同时降低时间复杂度
[22].

在此基础上, 采用加权张量 Schatten- 范数处理旋转

后的张量, 精准捕获数据的高阶相关性和重要特征.

此外, 本文引入了鲁棒性更强的柯西伪范数处理各

阶段的误差矩阵, 提高算法对噪声数据的鲁棒性.
综上所述, 所提出总模型如下所示:

min
Pv,Hv,Mv

Zv,Ev,Ev
H ,Tv

=
V∑

v=1

{λ∥Ev∥
c
+ β∥Ev

H∥c
+

αtr(ZvLv
h(Z

v)T) + ∥Z∥p
ω,Sp}.

s.t. Hv = P vXv + Ev
1 , T

v = HvM v;

Ev
H = T v −Hv;

T v = T vZv + Ev
2 , P

v(P v)T = I;

Ev = [Ev
1 ;E

v
2 ];

Z = Φ(Z1, Z2, . . . , ZV ), v = 1, 2, . . . , V.
(12)

λ β α其中 、 和 为 3个平衡参数. 

2.3    模型求解

Qv J

为获得式 (12)的最优解, 本文采用交替方向乘

子法进行变量优化. 为方便求解, 在式 (12)的基础上

引入辅助变量 和 , 将式 (12)改写为

min
Pv,Hv,Mv,
Zv,Ev,Ev

H ,

Tv,Qv,J

=
V∑

v=1

{λ∥Ev∥
c
+ β∥Ev

H∥c
+

αtr(QvLv
h(Q

v)T) + ∥J ∥p
ω,Sp}.

s.t. Hv = P vXv + Ev
1 , T

v = HvM v;

Ev
H = T v −Hv;

T v = T vZv + Ev
2 , P

v(P v)T = I;

Ev = [Ev
1 ;E

v
2 ];

Z = Φ(Z1, Z2, . . . , ZV ), Zv = Qv, Z = J ;

v = 1, 2, . . . , V. (13)

模型 (13)可通过增广拉格朗日函数转换为无约束优

化问题, 分离各变量依次求解. 模型 (13)的增广拉格

朗日函数为

L(P v,Hv,M v, Zv, Ev, Ev
H , T

v, Qv,J ,W, Y v
1 ,

Y v
2 , Y

v
Q , Y

v
H , Y

v
M) ={ V∑

v=1

λ∥Ev∥
c
+ β∥Ev

H∥c
+ αtr(QvLv

h(Q
v)T)+

∥J ∥p
ω,Sp +

µ

2

∥∥∥Z − J +
W
µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥P vXv −Hv + Ev
1 +

Y v
1

µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥Zv −Qv +
Y v

Q

µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥T v −Hv − Ev
H +

Y v
H

µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥T v − T vZv − Ev
2 +

Y v
2

µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥HvM v − T v +
Y v

M

µ

∥∥∥2

F

}
. (14)

µ Y v
1 Y v

2 Y v
Q Y v

H Y v
M W其中:  为惩罚项参数,  、 、 、 、 、 为

拉格朗日乘子. 通过固定其他变量, 对相关变量逐个

求解优化, 得到模型 (14)的最优解, 下面将详细介绍

所有变量的更新过程.
P v

P v

step 1: 更新变量 . 固定其他变量后, 对变量

的求解可简化为如下问题:

L(P v) = min
Pv

µ

2

∥∥∥P vXv −Hv + Ev
1 +

Y v
2

µ

∥∥∥;
s.t. P v(P v)T = I. (15)

P v式 (15)参见文献 [19]的方法获得 的最优解.
Hv

Hv Hv

step 2: 更新变量 . 固定其他变量后, 对变量

求导, 置导数为 0, 得到 的解为

Hv = (2I +M v(M v)T)−1×(
P vXv + Ev

1 + T v − Ev
H + T v(M v)T+

Y v
1 + Y v

H − Y v
M(M v)T

µ

)
. (16)

Zvstep 3: 更新变量 . 固定其他变量后, 对变量
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Zv Zv求导, 置导数为 0, 得到 的解为

Zv = (2I + T v(T v)T)−1×(
(T v)T(T v − Ev

2 )+

(T v)TY v
2 − Y v

Q −W v

µ
+Qv + Jv

)
. (17)

M v M v

M v

step 4: 更新变量 . 固定其他变量后, 对 求

导, 置导数为 0, 得到 的解为

M v = ((Hv)THv)−1 ×
(
(Hv)TT v − (Hv)TY v

M

µ

)
.

(18)

T v T v

T v

step 5: 更新变量 . 固定其他变量后, 对 求

导, 置导数为 0, 得到 的解为

T v = (2I + (I − Zv)(Zv)T)−1×(
Hv + Ev

H +HvM v + Ev
2 (Z

v)T+

Y v
M − Y v

H − Y v
2 (Z

v)T

µ

)
. (19)

Ev

Ev

step 6: 更新变量 . 固定其他变量后, 对变量

的求解将变为如下优化问题:

(Ev)
∗
=

min
Ev

{
λ∥Ev∥

c
+

µ

2

∥∥∥Hv − P vXv − Ev
1 +

Y v
1

µ

∥∥∥2

F

+

µ

2

∥∥∥T v − T vZv − Ev
2 +

Y v
2

µ

∥∥∥2

F

}
=

min
Ev

λ

2
∥Ev∥

c
+

1

2
∥Ev −Dv∥2

F . (20)

Dv=
[
Hv − P vXv+

Y v
1

µ
;T v − T vZv+

Y v
2

µ

]
Ev = [Ev

1 ;E
v
2 ] Ev

Ev n

Ev

其中 :  ;

, 由于矩阵 的各列元素间不相关,

可将变量 分解为 个子问题进行求解, 具体求解

过程参见文献 [15]. 最终得到 的解为

(Ev
:,i)

∗
=


(
1− λ/µ

λ/µ+ τ(λ+ τ)

)
dv
j ,

λ

µ
< ∥dv

j∥2
;

0, otherwise.
(21)

τ =
∥dv

j∥2
− γ +

√
(∥dv

j∥2
+ γ)2 + 4λ/µ

2
dv
j

Dv j

这里:  , 

为矩阵 的第 列.

Ev
H Ev Ev

Hstep 7: 更新变量 . 类似于更新 ,  的更

新如下所示:

(Ev
H)

∗
=

min
Ev

H

{
β∥Ev

H∥c
+

µ

2

∥∥∥T v −Hv − Ev
H +

Y v
H

µ

∥∥∥2

F

}
=

min
Ev

H

β

2
∥Ev

H∥c
+

1

2
∥Ev

H −Dv
H∥2

F . (22)

Dv
H =

[
T v −Hv +

Y v
H

µ

]
Ev

H其中:  ;  的最终解为

((EH)
v
:,i)

∗
=



(
1− β/µ

β/µ+ τ2(β + τ2)

)
(dH)

v
j ,

β

µ
< ∥(dH)

v
j∥2

;

0, otherwise.
(23)

τ2=
∥(dH)

v
j∥2

−γ+
√
(∥(dH)vj∥2

+γ)2+4β/µ

2

(dH)
v
j Dv

H j

这里:  ,

为矩阵 的第 列.

Qv Qv

Qv

step 8: 更新变量 . 固定其他变量后, 对 求

导, 置导数为 0, 得到 的解为

(Qv)
∗
= (α(Lv

h + (Lv
h)

T) + µI)−1 × (µZv + Y v
Q).
(24)

J
J

step 9: 更新变量 . 固定其他变量, 通过如下模

型对变量 进行求解:

J ∗ =

argmin
J

∥J ∥p
ω,Sp +

µ

2

∥∥∥Z − J +
W
µ

∥∥∥2

F

=

argmin
J

∥J ∥p
ω,Sp +

µ

2

∥∥∥J −
(
Z +

W
µ

)∥∥∥2

F

. (25)

根据定理 1, 式 (25)的解为

J ∗ = Γ 1
µ
·n3·ω

(
Z +

W
µ

)
. (26)

G∈Rn1×n2×n3 l=min(n1, n2)

0 ⩽ ω1 ⩽ . . . ⩽ ωl G = U ∗ S ∗ VT

定理 1[18]
　假设张量 ,  ,

,  , 则对于

argmin
J

1

2
∥J − G∥2

F + µ∥J ∥p
ω,Sp, (27)

式 (27)的解为

J ∗=Γµ·n3·ω(G)=U∗ifft(Pµ·n3·ω(Ḡ))∗VT, (28)

Pµ·n3·ω(Ḡ(i)) Pµ·n3·ω(Ḡ) i其中 为张量 的第 个正切片.

Y v
1 、Y v

2 、Y v
Q、Y v

M、Y v
H、W µstep 10: 更新 和 ,

即

Y v
1 = Y v

1 + µRv
1, R

v
1 = Hv − P vXv − Ev

1 ; (29)

Y v
2 = Y v

2 + µRv
2, R

v
2 = T v − T vZv − Ev

2 ; (30)

Y v
Q = Y v

Q + µRv
3, R

v
3 = Zv −Qv; (31)

Y v
H = Y v

H + µRv
4, R

v
4 = T v −Hv − Ev

H ; (32)

Y v
M = Y v

M + µRv
5, R

v
5 = HvM v − T v; (33)

W = W + µR6, R6 = Z − J ; (34)

µ = min(µρ, µmax). (35)

ρ µmax其中 和 为常数.
R∗ = [R1

∗, R
2
∗, . . . , R

v
∗](∗ = 1, 2, . . . , 6)令 , 算法

的收敛条件为
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∥Ri∥∞ ⩽ ε, i = 1, 2, . . . , 6, (36)

ε

S =
1

V

V∑
v=1

(|Zv|+ |(Zv)T|) S

其中 为最小误差. 当算法收敛后, 得到统一亲和矩

阵 , 在 上执行谱聚类

得到聚类结果. 过程如算法 1所示.
算法 1　UIMVC/MLSP.

Xv λ β α

pv c

step 1: 输入多视图数据 , 参数 、 和 , 投影

特征维度 , 簇个数 ;
Y v

1 =Y v
2 =Y v

Q =Y v
H =Y v

M =M v

=T v=Zv=Qv=Ev=Ev
H =0 v=1, 2, . . . , V µ=

10−6 ε = 10−6 ρ = 1.2 µmax = 106

step 2: 初始化

,  ; 
,  ,  ,  ;
step 3: while 未收敛 do

P vstep 3.1: 由式 (15), 更新 ;
Hvstep 3.2: 由式 (16), 更新 ;
Zvstep 3.3: 由式 (17), 更新 ;
M vstep 3.4: 由式 (18), 更新 ;
T vstep 3.5: 由式 (19), 更新 ;
Evstep 3.6: 由式 (21), 更新 ;
Ev

Hstep 3.7: 由式 (23), 更新 ;
Qvstep 3.8: 由式 (24), 更新 ;
Jstep 3.9: 由式 (26), 更新 ;

(29) ∼ (35)

Y v
1 Y v

2 Y v
Q Y v

M Y v
H W µ

step 3.10: 由式 , 更新拉格朗日乘子

和惩罚项参数 、 、 、 、 、 、 ;

step 3.11: 由式 (36), 判断算法收敛;
step 3.12: end while

S S =
V∑

v=1

|Zv|+ |Zv|T

V
step 4: 得到亲和矩阵 ,  ;

Sstep 5: 将 作为谱聚类的输入得到聚类结果. 

2.4    时间复杂度分析

Lv
h P v Hv M v Zv Ev Ev

H T v Qv J
Lv

h

O(n2V log(n)) P v

O((dv)
2
V n) Hv

M v Zv T v Qv O(V n3)

Ev, Ev
H O(V n2) J

O(n2V log(n))

n

O(n2V 2) J O(n2V 2+

n2V log(n))

1 <

V ≪ log(n) < n

本节将对算法的时间复杂度进行分析. 主要是

更新 、 、 、 、 、 、 、 、 、 .

1)构建超拉普拉斯矩阵 的时间复杂度为

; 2)更新投影矩阵 时需要进行奇

异值分解, 时间复杂度为 ; 3)更新 、

、 、 、 的时间复杂度为 ; 4)更新

的时间复杂度为 ; 5)更新 的过程

中, 涉及到张量沿第三维度的傅里叶变换以及逆变

换, 其时间复杂度为 , 且需要在傅里

叶域内对 个正切片进行奇异值分解, 时间复杂度为

, 因此, 更新 的时间复杂度为

. 本文忽略简单操作的时间复杂度, 如矩

阵的加减、点乘和点除等操作. 综上所述, 由于

, 所提出算法总的时间复杂度为

O(t((dv)
2V n+ V n3)) t, 其中 为迭代次数.

 

3    实验分析

本文所有实验的编程环境为Matlab 2019a, 操作

系统为 Windows 10, 内存为 16 GB, 处理器为 AMD
Ryzen 5 5600H. 

3.1    数据集介绍

V c n d

为了验证所提出方法的性能, 本节选取 8个常

见的公开多视图数据集, 基本信息如表 2所示. 其中:
为视图个数,  为簇个数,  为数据点的个数,  为

原始特征维度. 为全面评估算法在不同缺失程度下

的聚类性能, 本文随机删除一定比例的数据来构建

不完备多视图数据集, 缺失比率 (PER)分别设置为

0.1、 0.3、0.5、0.7和 0.9, 构建过程如表 3所示.
 
 

表2     数据集的描述

datasets V c n d

BBC 4 5 685 4 659/4 633/4 665/4 684

BBCSport 2 5 544 3 183/3 203

ORL 3 40 400 4 096/3 304/6 750

NGs 3 5 500 2 000/2 000/2 000

Digit 5 10 2 000 216/76/64/240/47

MSRCV1 6 7 210 1 302/48/512/1 020/256/210

YaleA 3 15 165 9/512/50

3Sources 3 6 416 3 560/3 631/3 068
 
 
 

表3     不完备数据集的描述

datasets BBCSport
BBC/ORL/NGs/
YaleA/3Sources

Digit MSRCV1

v1 ×0.25 PER ×0.25 PER ×0.25 PER ×0.25 PER

v2 ×0.75 PER ×0.75 PER ×0.75 PER ×0.75 PER
v3 — PER PER PER

v4 — — ×1.25 PER ×1.25 PER

v5 — — ×1.5 PER ×1.5 PER

v6 — — — ×1.75 PER
  

3.2    对比算法介绍

为全面评估所提出算法的有效性 , 本文将

UIMVC/MLSP与以下 10种聚类算法进行比较: 不
完备单视图聚类算法 BSV[23], 基于谱扰动的不完备

多视图聚类 (PIC)[10], 双对齐不完备多视图聚类

(DAIMC)[24], 基于潜在空间中缺失数据学习的不完

备多视图聚类 (MISS)[19], 基于高阶相关性保留的不

完备多视图子空间聚类 (HCPIMSC)[25], 投影不完备

多视图聚类 (PIMVC)[26], 平衡引导不完备多视图谱

聚类 (BGIMVSC)[27], 基于张量化图学习的广义不完

备多视图聚类 (TTGL)[28], 基于生物进化论的不平衡

不完备多视图聚类 (TETCI_UIMC)[8] 以及基于跨视

图投影不平衡不完备多视图聚类 (PCL_UIMVC)[29].
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上述所有算法的代码均由作者提供, 且根据提供的

参数范围进行了参数寻优, 将最佳结果作为相应算

法最终的聚类结果. 所有结果均由本文作者复现.
 

3.3    实验结果与分析

∼

为全面评估所提出算法的性能 , 本文采用

Accuracy、NMI和 Purity共 3种指标衡量聚类效果.

此外, 通过网格搜索为每个数据集寻找最佳参数组

合, 并在最优参数组合下重复实验 10次, 最终取平

均值作为各数据集的最终指标值. 表 4   表 6为所

有算法在 8个数据集所有 PER下聚类指标的平均

值, 图 1为 NGs数据集在每个 PER下各指标的变化

趋势. 由实验结果可得出如下结论.

∼1) 表 4   表 6的数据表明 ,  PIC、MISS以及

HCPIMSC等不完备多视图聚类算法相较于不完备

单视图聚类算法 BSV表现更优异, 因为不完备多视

图聚类算法可有效捕获数据各视图间的互补信息,

获得更全面、更丰富的信息, 有助于提升聚类性能.

2)  TETCI_UIMC、 PCL_UIMVC与 UIMVC/

MLSP相较于其他对比算法表现更出色 , 因为这

3个算法是一种不平衡不完备多视图聚类算法, 能够

有效处理视图缺失率不同的问题, 更符合现实数据

集的特点, 有助于提升聚类性能.
 

表4     8 个数据集上所有 PER 的 Accuracy 均值

BBC BBCSport NGs ORL YaleA MSRCV1 Digit 3Sources

BSV 0.438 7 0.489 2 0.416 1 0.392 9 0.344 8 0.413 8 0.314 2 0.421 2

PIC 0.735 7 0.740 7 0.840 4 0.681 1 0.446 2 0.762 4 0.838 4 0.454 9

DAIMC 0.532 1 0.571 2 0.697 0 0.521 4 0.617 8 0.650 7 0.846 7 0.498 2

MISS 0.709 1 0.633 5 0.765 2 0.446 5 0.489 7 0.630 5 0.838 5 0.601 0

HCPIMSC 0.814 9 0.877 9 0.861 6 0.830 2 0.720 1 0.798 2 0.767 4 0.542 3

PIMVC 0.761 6 0.765 7 0.886 4 0.728 5 0.679 8 0.829 5 0.812 3 0.653 2

BGIMVSC 0.640 3 0.699 2 0.664 4 0.622 0 0.575 7 0.522 8 0.516 5 0.493 5

TTGL 0.661 9 0.766 5 0.600 0 0.434 0 0.526 5 0.620 9 0.780 2 0.508 8

TETCI_UIMC 0.865 4 0.779 6 0.825 2 0.434 0 0.526 1 0.620 9 0.780 2 0.508 8

PCL_UIMVC 0.788 7 0.756 6 0.824 0 0.794 0 0.791 2 0.803 8 0.805 4 0.728 9

ours 0.974 3 0.984 9 0.999 6 0.974 5 0.903 1 0.976 2 0.974 9 0.779 9

 

表5     8 个数据集上所有 PER 的 NMI 均值

BBC BBCSport NGs ORL YaleA MSRCV1 Digit 3Sources

BSV 0.197 8 0.323 1 0.191 3 0.541 7 0.418 8 0.467 9 0.352 1 0.275 5

PIC 0.664 2 0.628 4 0.698 4 0.809 6 0.504 1 0.694 8 0.860 3 0.287 2

DAIMC 0.355 7 0.426 3 0.517 8 0.697 2 0.681 9 0.551 5 0.765 2 0.445 1

MISS 0.544 9 0.438 8 0.579 1 0.610 1 0.537 9 0.502 1 0.764 5 0.470 6

HCPIMSC 0.642 2 0.755 2 0.697 2 0.708 3 0.736 8 0.643 4 0.711 4 0.446 1

PIMVC 0.761 6 0.765 7 0.886 4 0.728 5 0.679 8 0.829 5 0.812 3 0.653 2

BGIMVSC 0.640 3 0.699 2 0.664 4 0.622 0 0.575 7 0.522 8 0.516 5 0.493 5

TTGL 0.661 9 0.766 5 0.600 0 0.434 0 0.526 5 0.620 9 0.780 2 0.508 8

TETCI_UIMC 0.865 4 0.779 6 0.825 2 0.434 0 0.526 1 0.620 9 0.780 2 0.508 8

PCL_UIMVC 0.788 7 0.756 6 0.824 0 0.794 0 0.791 2 0.803 8 0.805 4 0.728 9

ours 0.974 3 0.984 9 0.999 6 0.974 5 0.903 1 0.976 2 0.974 9 0.779 9

 

表6     8 个数据集上所有 PER 的 Purity 均值

BBC BBCSport NGs ORL YaleA MSRCV1 Digit 3Sources

BSV 0.438 7 0.547 9 0.416 1 0.415 2 0.393 4 0.458 4 0.340 1 0.482 7

PIC 0.735 7 0.754 5 0.840 4 0.681 1 0.460 3 0.762 4 0.863 1 0.563 6

DAIMC 0.593 2 0.669 3 0.701 7 0.569 5 0.638 8 0.666 8 0.823 9 0.590 2

MISS 0.754 2 0.645 2 0.773 6 0.470 5 0.504 3 0.631 4 0.841 6 0.682 8

HCPIMSC 0.823 6 0.877 9 0.861 6 0.830 3 0.723 7 0.802 9 0.768 9 0.651 9

PIMVC 0.786 8 0.779 4 0.886 4 0.776 0 0.679 8 0.837 2 0.845 4 0.742 4

BGIMVSC 0.659 6 0.737 4 0.670 8 0.634 5 0.590 3 0.539 1 0.526 0 0.588 7

TTGL 0.602 9 0.762 7 0.600 0 0.434 5 0.536 4 0.627 6 0.783 6 0.517 9

TETCI_UIMC 0.865 4 0.796 1 0.827 2 0.434 0 0.536 6 0.627 8 0.783 6 0.577 9

PCL_UIMVC 0.794 1 0.794 3 0.827 9 0.795 5 0.814 8 0.807 6 0.818 9 0.791 7

ours 0.974 3 0.984 9 0.999 6 0.978 5 0.906 7 0.976 2 0.974 9 0.818 9
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3) UIMVC/MLSP算法的聚类性能优于其他对

比算法. 因为该算法不仅通过基于近邻学习的补全

矩阵和完整性约束机制填充缺失值, 确保了填充后

的缺失数据尽可能保留原始特征结构, 且结合子空

间聚类技术和超拉普拉斯正则化, 捕获了数据的全

局结构和局部结构, 通过结合缺失值学习和结构保

留, 增强了算法的聚类效果.

p

4)相较于 BSV、DAIMC与 PIC, UIMVC/MLSP
算法的聚类性能更好, 因为 UIMVC/MLSP利用加权

张量 Schatten- 范数, 能够更精确地捕获数据的高阶

相关性和各视图的互补信息, 从而有效保留了数据

的关键特征, 提升了聚类性能.
5)由图 1可以发现, 随着缺失率的增加, 所有方

法的 Accuracy、NMI和 Purity均呈现下降趋势 , 表
明数据缺失对于聚类性能会造成负面影响. 然而,
UIMVC/MLSP的各项聚类指标始终优于其他算法,
表明该方法在处理缺失数据时具有较强的鲁棒性. 

3.4    模型可视化分析

t

t

∼

∼
∼

本节在 PER = 0.5的 NGs数据集上采用 分布

随机邻居嵌入方法 ( -SNE)[30] 对每个视图的原始数

据和最终学习到的亲和矩阵进行可视化, 如图 2所
示. 限于篇幅, 本节仅展示当 PER = 0.5时, NGs数据

集上 Accuracy值排名前 5的对比算法的亲和矩阵

可视化结果. 图 2(a)   图 2(c)分别为 NGs数据集原

始视图 1、原始视图 2和原始视图 3的数据分布. 由
图 2(a)   图 2(c)可见, 各视图中数据的分布较为混

乱, 簇间的区分度较低, 簇结构不明显. 图 2(d)   图
2(i)为各方法获得的最终亲和矩阵. 与其他算法相

比, 所提出方法使得数据由原始的混乱状态变为清

晰的簇结构, 不同簇间的区分度显著增强, 可以准确

识别出 5个簇. 这是因为本文采用了补全矩阵和完

整性约束机制填充缺失数据, 确保了填充后的数据

尽可能保持原始结构特征. 此外, 本文还同时捕获了

数据的全局结构、局部结构和高阶结构, 提升了聚类

效果. 

3.5    参数敏感性实验

λ β α

{10−4, 10−3, 10−2, 10−1, 1, 10, 102, 103}

α λ β

λ β

λ β α

α

α

λ β α

λ β α

所提出模型包含 3个惩罚项参数:  、 和 , 分
别调节投影误差、补全误差和超拉普拉斯正则化对

于模型的贡献. 本节分析了 PER = 0.5时 BBC和 NGs
数据集上 3个参数对于算法性能的影响. 参数的取

值范围为 . 由
于 3个参数与 Accuracy的关系难以在一张图中展

示 , 本文采用控制变量法 , 分别展示不同参数与

Accuracy的关系, 如图 3所示. 图 3(a)和图 3(c)为固

定参数 后,  和 的取值与 Accuracy的关系. 由图

3(a)和图 3(c)可见, 无论是 BBC还是 NGs数据集,
参数 和 的变化对于 Accuracy的影响较小, 表明算

法对于这两个参数不敏感. 图 3(b)和图 3(d)为固定

和 后,  与 Accuracy的关系. 由图 3(b)和图 3(d)
可见 , 随着 的变化 ,  Accuracy始终保持在 0.85以
上, 表明 对于聚类结果的影响较小. 综上所述, 3个
参数 、 和 对于 UIMVC/MLSP的影响较小, 算法

对于 、 和 不敏感. 

3.6    有效性实验

p

为了进一步探究 UIMVC/MLSP算法中各模块

对于最终聚类性能的影响, 本文在不同缺失率下的

3Sources和 BBCSport数据集上进行了有效性实验.
为验证完整性约束、超拉普拉斯正则化和加权张量

Schatten- 范数的作用, 分别移除这些约束, 得到模

型 EH、模型 HL和模型 SP. 图 4为不同缺失率下的

Accuracy值. 实验结果表明: 1) UIMVC/MLSP在各

缺失率下表现优于其他 3种变体, 尤其是在高缺失

率下, 表明其对于不平衡不完备多视图数据具有较

强的适应性; 2)与变体 EH相比, UIMVC/MLSP的
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p

Accuracy更高, 表明完整性约束使得填充的缺失值

有效恢复了数据的原始特征; 3) UIMVC/MLSP比模

型 HL的聚类性能更好, 因其通过子空间聚类技术

和超拉普拉斯正则化同时捕获了数据的全局结构和

局部结构 , 提升了聚类准确性 ;  4)相比于模型 SP,
UIMVC/MLSP通过加权张量 Schatten- 范数更好地

捕获了数据的高阶相关性和互补信息, 进一步提升

了聚类性能. 综上所述, UIMVC/MLSP通过各模块

组合提升了聚类性能, 验证了模型的有效性. 

3.7    收敛性实验

本节通过实验验证所提出算法的收敛性. 目标

函数值的定义如式 (36)所示, 由式 (36)计算每次迭

代的原始残差, 当原始残差小于设定值时, 算法判定

收敛. 图 5(a)和图 5(b)分别为 PER = 0.5时 BBC和

ORL数据集的收敛曲线. 由图 5可见, 目标函数值在

两个数据集上呈现先下降后平稳的趋势, 表明了所

提出算法具有良好的收敛性. 

3.8    时间对比实验

为了更好地验证所提出方法的可行性, 本节进

行了时间对比实验, 验证算法的实际运行时间. 在第

2.4节中对所提出算法的时间复杂度进行了理论分

析, 同时本节整理了对比算法的时间复杂度, 主要参

考其原论文中给出的分析结果, 具体如表 7所示. 鉴
于 BSV算法的时间复杂度在现有文献中尚未明确

给出, 本文在表 7中暂未整理. 为保证实验的可比性,
所有算法统一迭代 15次, 并去除了参数寻优过程.

本文选取 BBCSport和 3Sources数据集 , 展示

各方法的运行时间, 如图 6所示. 由图 6可见: 1)所

提出算法的运行时间低于 HCPIMSC、 TETCI_

UIMC与 PCL_UIMVC等算法. 因为 UIMVC/MLSP

利用投影矩阵将原始高维数据映射至低维潜在空

间, 有效去除了冗余信息, 在一定程度上降低了运行

时间. 此外, 本文在进行张量奇异值分解时, 通过旋

转维度有效提升了计算效率. 2)与 BSV算法相比,

UIMVC/MLSP的运行时间较长. 因为 BSV主要针

对单一视图进行聚类, 计算负担小, 但是 BSV的聚

类性能欠佳, 结果偏低. 3)相较于 MISS、PIMVC与

BGIMVSC等算法, UIMVC/MLSP的运行时间略高.
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表7     各算法时间复杂度

算法 时间复杂度

BSV —

PIC O(V 3n2k + V 3)

HCPIMSC O(tV n3)

BGIMVSC O(tnc2)

TETCI_UIMC O
(
t

V∑
v=1

(n3
v)
)

DAIMC O(V Ld3
max + LMdmaxKN)

MISS O(t(V d2
vn+ n3))

PIMVC O
(
n3 + t

V∑
v=1

dvc
2
)

TTGL O(t(n3 + n2 log(n)))

PCL_UIMVC O
(
n3 + t

V∑
v=1

(d3
v + dvc

2)
)
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p因为本文在模型中引入了加权张量 Schatten- 范数,
有效捕获了数据的高阶信息与各视图的互补关系,
虽然增加了一定的时间开销, 但是显著提升了聚类

性能. 综上所述, 虽然所提出方法的运行时间并非最

低, 但是通过结合缺失值学习和结构保留, 可获得卓

越的聚类性能.
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图6   时间对比实验
  

4    结　论

p

针对现有不完备多视图聚类算法在挖掘数据结

构信息等问题时表现出的局限性, 本文提出了基于

缺失值学习和结构保留的不平衡不完备多视图聚类

算法. 该算法通过补全矩阵填充缺失值, 并引入了完

整性约束机制, 最大程度保留了数据的原始特征. 同
时, 结合子空间聚类技术、超拉普拉斯正则化和加权

张量 Schatten- 范数, 充分捕获了数据的全局结构、

局部结构以及高阶相关性. 在 8个数据集上与 10个
对比算法进行了实验对比, 实验结果表明了所提出

方法的聚类性能优异.
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