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连续时间马尔可夫链的近似互模拟
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摘　要: 连续时间马尔可夫链 (CT-MCs)是在随机建模中发挥重要作用的基本模型, 其约简问题是需要重点研究

的问题之一. 并发理论和计算机科学中的互模拟是研究约简问题的一个重要工具, 近年来, 人们基于互模拟研究

了 CT-MCs的约简问题. 然而, 受现实因素的影响, 所构建的 CT-MCs的数据往往不精确. 为了克服此问题且为

了更好地约简 CT-MCs, 基于近似互模拟研究了 CT-MCs的约简问题. 首先给出 CT-MCs的近似互模拟定义, 把

差值在给定阈值范围内的状态行为仍然认为是等价的而不要求完全相同; 为研究 CT-CMCs的可控性, 给出近似

向前-向后互模拟的定义, 其既考虑状态的前邻域状态又考虑后邻域状态. 其次, 给出计算为等价关系的极大近似

向前-向后互模拟的算法以及包含在此等价关系中的最大可控商集的算法. 最后, 构造 CT-MCs的商, 其为状态较

少的 CT-MCs, 并给出 CT-MCs的渐近稳定性是其商渐近稳定的充分必要条件; 构造 CT-CMCs的商, 其为状态

较少的 CT-CMCs, 并给出 CT-CMCs的渐近稳定性和可控性分别是其商渐近稳定性和可控性的充分必要条件.
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Abstract: Continuous-time  Markov  chains  (CT-MCs)  is  a  basic  mathematical  model,  which  plays  a  central  role  in
stochastic  modeling.  The  reduction  problem  is  one  of  the  important  research  questions.  Bisimulation  introduced  in
concurrency and computer science is a commonly used tool in reduction. Recently, the scale reductions of CT-MCs and
continuous-time control Markov chains (CT-CMCs) have been investigated based on bisimulations. However, the data
used  to  construct  CT-MCs  is  often  imprecision  by  reality.  To  overcome  this  problem  and  better  reduce  CT-MCs,
approximate bisimulations are introduced to study the reduction problem of CT-MCs. Firstly, giving the definition of  -
bisimulation of CT-MCs, where  , which considers the two states of which behaviors with the difference not
exceeding   as equivalent rather than being the same. For CT-CMCs, the notion of  -forward-backward bisimulation is
introduced  to  analysis  the  controllability,  which  not  only  considers  the  successor  neighborhoods  but  also  the
predecessor  neighborhoods.  Then,  the  algorithms  for  the  maximal  -forward-backward  bisimulation  which  is  an
equivalence relation are  provided and the maximum controllable  quotient  set  contained in  the  equivalence relation is
computed. Finally, the quotients of CT-MCs are constructed, which are CT-MCs with fewer states, and the consistency
between  the  asymptotic  stabilities  of  a  CT-CMC  and  its  quotient  is  obtained.  The  quotients  of  CT-CMCs  are
constructed,  which  are  CT-CMCs  with  fewer  states,  and  the  consistencies  between  a  CT-CMC  and  its  quotient  in
asymptotic stabilities and controllabilities are developed.
Keywords: continuous-time Markov chains；bisimulation；controllability；model reduction；stability
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0    引　言

连续时间马尔可夫链 (CT-MCs)作为一种常用

的基本数学模型, 在化学
[1]
、生物学

[2]
等自然学科, 以

及排队论
[3]
、人工智能

[4]
等工程学科的随机建模中发

挥着核心作用. 具体而言, 可用于刻画生物网络
[5]
的

随机性, 例如通过齐次 MCs模拟流行病的传播过程
[6]; 刻画基因调控网络, 例如描述布尔网络的状态空

间的演化
[7-8], 布尔网络是一类极其重要的数学模型

[9], 其预测长期行为的能力, 可刻画基因调控网络的

定性行为; 构建排队模型, 例如通过二维马尔可夫链

拓展M/M/K/K排队模型
[10], 用于分析公共充电站建

设的性能; 马尔可夫链也用于强化学习
[11]
和深度学

习
[12], 例如基于连续时间马尔可夫博弈, 提出深度学

习, 用于研究多交叉口交通信号灯问题
[4]
等.

渐近收敛性分析是研究马尔可夫链的核心问题

之一
[13]. 文献 [14-15]研究了吸收离散时间马尔可夫

链 (DT-MCs)的渐近收敛性. 文献 [16-17]用李雅普

诺夫函数研究了 DT-MCs的稳定性. 与 DT-MCs相
比, CT-MCs的转移速率矩阵保持不变而不是转移

概率矩阵保持不变, 其可克服 DT-MCs在微观时间

尺度上描述系统演化的局限性 .  Guo等 [18]
研究了

CT-MCs形式的连续时间概率逻辑网络, 因其转移

概率矩阵的非奇异性, 故提出了渐近稳定性, 给出子

集渐近稳定性条件, 基于控制不变子集给出了连续

时间概率逻辑控制网络在采样数据反馈下渐近镇定

的充要条件. 进一步, Zhu等 [19]
利用李雅普诺夫函

数, 研究了吸收 CT-MCs和集吸收 CT-MCs的渐近收

敛性.
CT-CMCs可用于刻画逻辑控制网络

[18]
、有限域

网络
[20]
、有限自动机

[21]
等数学模型. Li等[22]

基于输

入相关的转移矩阵, 研究了 CT-CMCs形式的连续时

间概率逻辑控制网络的可控性; 接着, Li等[23]
又研

究了在分段常函数和右连续控制下的连续时间概率

逻辑控制系统, 通过提出采样不变子集和最大采样

不变子集, 研究其渐近可控性.
对于大型布尔控制网络, Li 等[24]

研究了约简问

题, 基于互模拟约简了布尔控制网络, 并验证了约简

的布尔控制网络控制性保持不变; 之后又将该项工

作推广到概率布尔网络
[25], 此处的布尔网络可以看成

DT-MCs. Lin等[26]
基于互模拟约简了大型 CT-MCs,

构造了状态较少的 CT-MCs的商, 其为渐近稳定性

和渐近可控性保持不变的 CT-MCs. Cardelli等[27]
研

究了不确定性 CT-MCs的 lumpability, 并对其进行

逻辑和算法刻画. 近来, Gao等[28]
基于互模拟研究了

非线性反馈移位寄存器的约简问题. 对系统的约简

将有效降低大规模系统研究的复杂度.
现实环境中存在很多行为不等价, 为比较行为

差值较小的系统行为, 很多工作采用近似的思想研

究问题
[29-32], 比如在比较两个系统行为时, 常常采用

近似互模拟
[29-30]. 近似互模拟可用于度量行为不等价

的两个系统的相似度, 而不是简单判定为不等价 (互
模拟), 因此, 近似互模拟具有更强的鲁棒性和灵活

性. Girard等[33]
指出近似互模拟是计算机科学和控

制理论之间的桥梁 , 近似互模拟在 DT-MCs[34-35]、
CT-MCs[36-37]、马尔可夫过程

[38]
、概率自动机

[39]
、模糊

系统
[30,32]

等领域被广泛研究.

ϵ ϵ

ϵ

ϵ

文献 [38] 在马尔可夫过程中提出了近似互相

似, 并对其进行了固定点理论刻画和 Hennessy-Milner
性质研究. 文献 [34]给出了 DT-MCs的弱互相似的

近线性时间算法; 为考虑概率自动机发散性行为 (无
限内部循环), He等[39]

引入了散度敏感弱概率互模

拟; Fatmi等[35]
研究了标记MCs的鲁棒概率互相似; Lin

等
[36]

用弱“V”范数度量两个 CT-MCs的有限时间

状态分布的距离, 度量的是分布的总差异, 而分量差

异由文献 [37]引入近似概率互模拟进行了刻画, 但
其要求任意分量 (转移速率分布)之间的差异由阈值

限定 . 本文给出 CT-MCs的 -互模拟并研究 CT-
MCs的约简问题.  -互模拟要求存在转移速率 (分
量)之间的差异由阈值 限定即可, 且不要求转移速

率之和相等 (互模拟, Lumpability)[22, 27], 与互模拟
[22]

和 Lumpability[27] 相比, 其得到的等价关系更大, 进
而约简的 CT-MCs更小.

本文主要工作如下:
1) 给出 CT-MCs的近似互模拟, 研究其基本性

质.
2) 基于为等价关系的近似互模拟构造 CT-

MCs的商, 然后给出 CT-MCs与其商之间的近似互

模拟, 用于刻画 CT-MCs与其商的等价性, 给出 CT-
MCs与其商之间渐近稳定性的一致性.

3) 首次给出 CT-CMCs的近似向前-向后互模

拟, 其既考虑此状态的前邻域状态又考虑后邻域状

态. 先给出计算极大近似向前-向后互模拟的算法,
再给出计算为等价关系的极大近似向前-向后互模

拟的算法. 引入可控类的概念, 其为状态集的一个子

集, 且其中任意两个状态都可以互相到达, 然后给出

包含在此等价关系中的最大可控商集的算法.
4) 给出 CT-CMCs与其商渐近稳定性和可控性

的一致性. 

102 控 制 与 决 策 第41卷



1    预备知识 

1.1    符　号

Rowi(A) [A]i,j A i

(i, j) ∆n := {δi
n|1 ⩽ i ⩽ n} δi

n

In i δ0
n n 0 Pn n

⌊a⌋ := {δij
n |a = ai1δ

i1
n +

ai2δ
i2
n + . . .+aimδ

im
n , ai1 , . . . , aim > 0} ⌊{a1,a2,

. . . ,an}⌋ := {⌊a1⌋, ⌊a2⌋, . . . , ⌊an⌋}

和 分别表示矩阵 的第 行和第

元素 .  ,  为单位矩阵

的第 列;  为 维零向量 .  为  维概率向量集

合, 其元素为非负且和为 1.

  ; 

  .
 

1.2    CT-MCs 和 CT-CMCs 模型

∆n n

P (t) ∈ Pn×n

本文考虑取值于 的 个状态的 CT-MCs, 其
动态可表示为转移概率矩阵 (TPM) , 即

[P (t)]i,j := P{x(τ + t) = δi
n|x(τ) = δj

n}.

P (t) P (0) = In

τ, ı P (τ + ı) = P (τ)P (ı)

t lim
t→0+

P (t) = P (0)

=In Q :

= lim
t→0+

Ṗ (t) Q 1) [Q]i,i ⩽ 0 1 ⩽

i ⩽ n 2) [Q]i,j ⩾ 0 1 ⩽ i, j ⩽ n i ̸= j 3)

n∑
i=1

[Q]i,j

= 0 1 ⩽ j ⩽ n

Ṗ (t) =QP (t) P (t) = eQtP (0) = eQt

x(t) p(t) ∈ Pn

假设时变TPM  具有性质: 1)  ; 2)对于任

意正整数 ,  ; 3)其元素是以

为自变量的连续可微变量, 则有

, 且可定义 CT-MCs的转移递率矩阵 (TRM)

.  是唯一确定的, 且有:    , 

;    ,  ,  ;   

,  .由此可得 CT-MCs的一般微分等式

表达式  , 这里  .

令状态 的概率分布向量 (PDV)为 , 有

[p(t)]i := P{x(t) = δi
n}, 1 ⩽ i ⩽ n.

p(t)为如下方程组的解:{
ṗ(t) = Qp(t),

p(0) = p0.

p0 p(t) = p(t;

p0) = eQtp0 P (t) p(t)

Q Q n

(∆n,Q) Q
G := (V,E) V := {i|1 ⩽ i ⩽ n} E := {(i,
r, j)|[Q]i,j = r ̸= 0}

其中:  为初始状态的概率分布向量 , 

. 注意到 TPM  和 PDV  由 TRM

决定, 因此接下来, TRM为 、链大小为 的 CT-
MC可用 表示,  也可由转移速率图 (TRG)

表示, 即  , 

.

U t
0 : µ(0), µ(1), . . . , µ(t) ⊆ ∆m

xc
0 ∈ ∆n t

U t
0 xc(t;U t

0, x
c
0) pc(t)

控制序列记为  ,

若起始状态为 , 则经过 时间和控制序列

之后到达状态 , 此状态的 PDV 

为

[pc(t)]i := P{xc(t;U t
0, x

c
0) = δi

n}, 1 ⩽ i ⩽ n.

P c(t) := [P c
1 (t),

P c
2 (t), . . . ,P

c
m(t)] ∈ Pn×nm

从而, 可定义 CT-CMCs的 TPM为 

  , 其中

[P c
ρ (t)]i,j := P{x(τ + t) = δi

n|x(τ) = δj
n, µ(ı) =

δρ
m, ı ∈ [τ, τ + t]}, 1 ⩽ ρ ⩽ n.

Qc = [Qc
1,Qc

2, . . . ,Qc
m] Qc

ρ :=相应的, TRM为 , 其中

lim
t→0+

Ṗ c
ρ (t) P c

ρ (t) P (t) Qc
ρ

Q
.   与 TPM  的性质相同,  与

TRM 的性质相同, 即

Ṗ c
ρ (t) = Qc

ρP
c
ρ (t), P

c
ρ (t) = eQ

c
ρtIn = eQ

c
ρt.

p0 ∈ Pn t p(t)给定初始 PDV  , 则 时间后到达的 PDV 
满足 {

ṗ(t) = Qµ(t)p(t),

p(0) = p0,

p(t) = p(t;U t
0, p0) = e

Q
(

t∑
i=0

µ(i)

)
p0

(∆n,∆m,Qc) Qc n

m

即 . 与 CT-MCs类

似, 以 记输入 TRM为 、链大小为 、

输入控制大小为 的 CT-CMCs.
更多相关知识请见文献 [18,26]及其参考文献. 

2    CT-MCs 的约简

为了比较 CT-MCs状态的行为, 进而约简 CT-
MCs, 本文先给出 CT-MCs的近似互模拟, 构建约简

的 CT-MCs, 然后分析其渐近稳定性. 

2.1    CT-MCs 的近似互模拟

本文给出 CT-MCs的近似互模拟, 其不要求互

相似的两个状态转移速率之和相等, 放松了互模拟
[23]

和 Lumpability[27] 的条件.
A = (∆n,Q1) B = (∆m,Q2)

ϵ ∈ [0, 1] Rϵ ⊆ ∆n×
∆m A B ϵ (x, y)

∈ Rϵ

定义 1　令 和 为

两个 CT-MCs,  . 称一个二元关系

为 与 之间的 -互模拟, 如果对于任意

, 有:
1) xT

1Q1x > 0 yT
1Q2y > 0 |xT

1Q1x

−yT
1Q2y| ⩽ ϵ (x1, y1) ∈ Rϵ

 由 可得 , 使得

,  ;
2) yT

1Q2y > 0 xT
1Q1x > 0 |xT

1Q1x

−yT
1Q2y| ⩽ ϵ (x1, y1) ∈ Rϵ

 由 可得 , 使得

,  .
xT

1Q1x yT
1Q2y

ϵ

ϵ ϵ

ϵ Rϵ (x, y) ∈ Rϵ

x y ϵ ϵ ϵ

A = B Rϵ A ϵ ϵ

由定义 1可知, 即使行为 与 不相

等, 只要差值不大于 , 则认为这两个行为是匹配的,
即等价的;  越小, 则行为越等价. 通过调整 的大小

满足不同的需求, 这考虑了现实环境引起的误差, 因
而其具有比互模拟

[22]
和 Lumpability[27] 更好的鲁棒

性和灵活性. 若存在一个 -互模拟 , 使得 ,
则称 与 为 -互相似的. 最大的 -互模拟称为 -互
相似. 如果 , 则称 为 的 -互模拟. 所有 -
互模拟统称为近似互模拟, 由其定义可得如下命题.

R1
ϵ1

R2
ϵ2

(∆n,Q)命题 1 　设 和 为 CT-MC 的两个

近似互模拟, 有:
1) ϵ ∈ [0, 1] I = {(x, x)|x ∈ ∆n}
ϵ

 对 于 任 意 , 
是一个 -互模拟;

2) (R1
ϵ1
)−1 ϵ1  是一个 -互模拟;

3) R1
ϵ1

∪
R2

ϵ2
ϵ1
∧
ϵ2 R1

ϵ1

∩
R2

ϵ2
ϵ1
∨
ϵ2

  是一个  ( )-互模拟 , 

是一个 ( )-互模拟;
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4) R1
ϵ1
◦R1

ϵ2
(ϵ1 + ϵ2) 合成关系 是一个 -互模拟.

近似互模拟具有自反性, 对称性, 但不一定具有

传递性, 因此不一定是等价关系. 显然, 0-互相似是

一个等价关系. 

2.2    CT-MCs 的商

R ⊆ ∆n ×∆ñ

γR ∈ Lñ×n (δi, δ̃i) ∈ R [γR]i,̃i = 1

γ ∈ Lñ×n

Rγ = {(x, ỹ) ∈ ∆n ×∆ñ|ỹ = γx}
γR γ

一个二元关系 可由相应的矩阵

表示为  , 当且仅当 ,

则给定一个矩阵 , 可得相应的一个二元关

系 . 不引起混淆

的情况下, 可将 简写为 .
R ⊆ ∆n ×∆n x R

−→
R x={y|(x, y) ∈ R} R̃ = {

−→
R x|x ∈ ∆n} ∆n

R ñ = |R̃| ∆n

R S : ∆ñ

−→ R̃ x̃ −→
−→
R y x̃ ∈ ∆ñ y ∈ ∆n

设 , 状态 关于 的后邻域记为

. 称 为 关

于等价关系 的等价类的集合,  为 关于

等价关系 的等价类的个数. 定义一个双射

,  ,  ,  . 令

T = {(y, x̃) ∈ (∆n,∆ñ)|y ∈ S(x̃)}, (1)

γT ∈Lñ×n RγT ={(y, x̃)∈∆n ×∆ñ|x̃ =

γT y} ∆ñ Q̃
Q̃i,j = δ̃Ti γTQγT

T δ̃j 1 ⩽ i, j ⩽ ñ Q̃i,j Q
(∆ñ, Q̃)

(∆n,Q) T (∆n,Q)

(∆ñ, Q̃) ϵ

则有 , 以及

. 令 为状态集合 , 定义转移速率矩阵 为

,  , 则 为矩阵

的元素集合 . 构建新的 CT-MC , 称为 CT-

MC 的商. 由如下命题可知,  是 与

之间的一个 -互模拟.

(∆n,Q) Rϵ ϵ

(∆ñ, Q̃)

T (∆n,Q) (∆ñ, Q̃) ϵ

命题 2　给定 CT-MC . 设 为其 -互模

拟且为等价关系, CT-MC 为相应的商, 则式

(1)定义的 为 与 之间的 -互模拟.

(y, x̃) ∈ T y
r−→ y1 x̃1 =

γT y1 x̃
r1−→ x̃1 |r − r1| ⩽ ϵ (y1, x̃1) ∈ T

x̃
r1−→ x̃1 Q̃ y ∈ γT

T x̃

y1 ∈ γT
T x̃1 y

r−→ y1 |r − r1| ⩽ ϵ (y1, x̃1)

∈ T T (∆n,Q) (∆ñ, Q̃) ϵ

证明　对于任意 ,  , 存在

, 使得 且 ,  . 反

之, 对于任意 , 由 的构造可知 , 且

存在 , 使得 ,  且

. 由定义 1,  为 与 之间的 -互

模拟. □ 

2.3    CT-MCs 的渐近稳定性

下面先给出文献 [26]中 CT-MCs渐近稳定性的

等价性定义, 再研究 CT-MCs的渐近稳定性.
p0 ∈ Pn (∆n,

Q) p0 p1 ∈ Pn

定义 2　给定状态分布 , 称 CT-MC
渐近稳定于 , 如果对于任意 , 有

lim
t→∞

P{(p(t; p1)
∩
p0) > 0} = 1.

(∆n,Q) Rϵ ϵ

(∆ñ, Q̃)

p0 ∈ Pn p̃0 ∈ Pñ t > 0

命题  3　给定一个 CT-MC ,  为其 -
互模拟且为等价关系, CT-MC 为相应的商,

则对于任意 ,  和 , 有

⌊γp(t; p0)⌋ = ⌊p̃(t; γp0)⌋,
⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃(t; p̃0)⌋.

证明

⌊γp(t; p0)⌋ = ⌊γeQtp0⌋ =⌊
γ
(
I +

∞∑
s=1

1

s!
(Qt)s

)
p0

⌋
=

⌊
γ
(
I +

∞∑
s=1

1

s!
((γTγQγTγ)t)s

)
p0

⌋
=

⌊
γ
(
I +

∞∑
s=1

1

s!
γT(γQγTt)sγ

)
p0

⌋
.

γ由  的定义可得

⌊γγTp̃0⌋ = ⌊p̃0⌋ =⌊(
I +

∞∑
s=1

1

s!
(Q̃t)s

)
γp0

⌋
=

⌊eQ̃tγp0⌋ = ⌊p̃(t; γp0)⌋.

⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃(t; p̃0)⌋类似地, 可得 . □
(∆n,Q) Rϵ ϵ

(∆ñ, Q̃)

p̃1 ∈ Pñ p̃0 ∈ Pñ t > 0

命题 4　给定一个 CT-MC ,  为其 -
互模拟且为等价关系, CT-MC 为相应的商,

, 则对于任意 和任意 , 有

P{⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋} = P{⌊p̃(t; p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋}.

⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋ ⌊γp(t; γTp̃0)⌋
= ⌊γγTp̃1⌋ ⌊p̃(t; γγTp̃0)⌋ = ⌊γγTp̃1⌋

γ ⌊p̃(t; p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋

证明　由 得

. 由命题 3可知  ,
进而由 的定义可知  , 因此

P{⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋} ⩽ P{⌊p̃(t; p̃0⌋) = ⌊p̃1⌋}.
⌊p̃(t; p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋ ⌊γTp̃(t; p̃0)⌋ =

⌊γTp̃1⌋ ⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋
另外 , 由 可得

. 由命题 3可知 , 从而

P{⌊p̃(t; p̃0⌋) = ⌊p̃1⌋} ⩽ P{⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋}.
综上, 有

P{⌊p(t; γTp̃0)⌋ = ⌊γTp̃1⌋} = P{⌊p̃(t; p̃0⌋) = ⌊p̃1⌋}.
成立. □

下面给出 CT-MCs与其商渐近稳定性的一致性.
(∆n,Q) Rϵ ϵ

(∆ñ, Q̃)

p̃0 ∈ Pñ (∆n,Q) γTp̃0

(∆ñ, Q̃) p̃0

定理 1　给定一个 CT-MC ,  为其 -
互模拟且为等价关系, CT-MC 为相应的商,

. CT-MC 渐近稳定于 当且仅当

CT-MC 渐近稳定于 .

p̃1 ∈ Pñ证明　如果对于任意 , 由命题 4可知

lim
t→∞

P{p(t; γTp̃1)
∩
γTp̃0 > 0} = 1,

当且仅当

lim
t→∞

P{p̃(t; p̃1)
∩
p̃0 > 0} = 1,

(∆n,Q) γTp̃0

(∆ñ, Q̃) p̃0

则由定义 2, CT-MC 渐近稳定于 当且仅

当 CT-MC 渐近稳定于 . □
 

3    CT-CMCs 的约简

为便于研究 CT-CMCs的可控性, 与 CT-MCs不
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同的是, 本节基于更强的互模拟 (称为近似向前-向
后互模拟), 研究 CT-CMCs的约简问题. 首先, 给出

CT-CMCs的近似向前-向后互模拟定义, 极大近似

向前-向后互模拟的计算算法; 然后, 构造约简的 CT-
CMCs; 最后, 研究其渐近稳定性和可控性. 

3.1    CT-CMCs 的近似互模拟

在比较状态行为时, 互模拟只要求状态可到达

的行为互相等价, 这样忽略了可到达状态的行为, 不
便于研究 CT-CMCs的可控性. 为此, 本文给出 CT-
CMCs的近似向前-向后互模拟, 既考虑了状态可到

达的行为, 又考虑了可到达状态的行为, 且不要求互

相似状态的转移速率之和相等.
A = (∆n,∆m,Qc

1) B = (∆ñ,∆m̃,

Qc
2) ϵ ∈ [0, 1]

Rϵ ⊆ ∆n ×∆m AB ϵ

(x, y) ∈ Rϵ

定义 3　令 和

为两个 CT-CMCs,  . 称一个二元关系

为 之间的 -向前 -向后互模拟 ,
如果对于任意 , 下面条件成立:

1) x′TQc
1µx > 0 y′TQc

2ηy > 0

|x′TQc
1µx− y′TQc

2ηy| ⩽ ϵ (x′, y′) ∈ Rϵ

xTQc
1µx

′′ > 0 yTQc
2η

′y′′ > 0 |xTQc
1µx

′′

−yTQc
2η

′y′′| ⩽ ϵ (x′′, y′′) ∈ Rϵ

 对于任意 , 存在 ,
使得 ,  ; 对于任

意 , 存在 , 使得

,  .
2) y′TQc

1µy > 0 x′TQc
2ηx > 0

|x′TQc
1µx− y′TQc

2ηy| ⩽ ϵ (x′, y′) ∈ Rϵ

yTQc
1µy

′′ > 0 xTQc
2η

′x′′ > 0 |xTQc
1µx

′′

−yTQc
2η

′y′′| ⩽ ϵ (x′′, y′′) ∈ Rϵ

 对于任意 , 存在 ,
使得 ,  ; 对于任

意 , 存在 , 使得

,  .
ϵ

ϵ ϵ

ϵ Rϵ (x, y) ∈
Rϵ x y ϵ A = B

Rϵ A ϵ

注 1　由定义 1和定义 3可知,  -向前-向后互

模拟为 -互模拟, 反之不然, 因此其为更强的 -互模

拟. 若存在一个 -向前-向后互模拟 使得

, 则称 和 为 -向前-向后互相似. 若 , 则
称 为 CT-CMC 的 -向前-向后互模拟.

x, y ϵ为了判断两个状态 是否是 -向前-向后互相

似, 本文给出极大近似向前-向后互模拟的计算算法,
这为后面计算等价关系的近似向前-向后互模拟提

供了理论支撑.
S ϵ算法 1　包含在二元关系 中的极大 -向前-向

后互模拟.
(∆n,∆m,Qc) S ⊆ ∆n ×∆n;输入: CT-CMC , 

Rϵ S ϵ输出:  , 包含在二元关系 中的极大 -向前-向
后互模拟.

Ri
ϵ = ∅ i > 1 R1

ϵ = S

L(或R) ∆n ×∆n ×∆n ×∆m → ∅ (x, y, z, µ) →
∅ L(z,·)

(x,y)(µ) = L(·,z)
(x,y)(µ) = ∅ R(z,·)

(x,y)(µ) =

R(·,z)
(x,y)(µ) = ∅ x, y, z ∈ ∆n µ ∈ ∆m j = 1

初始化: 二元关系 ,  ,  , 函数

,  , 
,  记 为   (或

),  ,  ,  .

1) repeat
j = j + 12)　 ;

(x, y) ∈ Rj
ϵ3)　foreach   do

zT
1Qcµx > 0 xTQcµz2 > 04)　  foreach  ,   do
z′
1

TQcηy > 0 yTQcηz′
2 > 05)　    foreach  ,   do

|zT
1Qcµx−z′

1

TQcηy|⩽ϵ, (z1, z
′
1)∈Rj

ϵ6)　　 if  ,
L(z1,·)

(x,y) (µ) = L(z1,·)
(x,y) (µ)

∪
{(x, y)};7)　     then 

8)　　 end if
|xTQcµz2−yTQcηz′

2|⩽ϵ, (z2, z
′
2)∈Rj

ϵ9)　　if  ,
R(z2,·)

(x,y) (µ) = R(z2,·)
(x,y) (µ)

∪
{(x, y)};10)　  then  

11)　  end if
12)　  end for

L(z1,·)
(x,y) (µ) = ∅ R(z2,·)

(x,y) (µ) = ∅13)　  if   or 

14)　  then break
Rj+1

ϵ = Rj+1
ϵ15)  　

16)  　end if
17)　end for

wT
1Qcηy > 0 yTQcηw2 > 018)　foreach  ,   do
w′

1

TQcµx > 0, xTQcµw′
2 > 019)　　foreach  ,

|w′
1

TQcµx− wT
1Qcηy| ⩽ ϵ20)　　   if  ,

(w′
1, w1) ∈ Rj

ϵ        　　　 ,
L(·,w1)

(x,y) (η)=L(·,w1)

(x,y) (η)
∪
{(x, y)};21)　　   then 

22)　　   end if
|xTQcµw′

2 − yTQcηw2| ⩽ ϵ23)　　   if  ,
(w′

2, w2) ∈ Rj
ϵ        　　　 ,

R(·,w2)

(x,y) (η)=R(·,w2)

(x,y) (η)
∪
{(x, y)};24)　　   then

25)　　   end if
26)　　end for

L(·,w1)

(x,y) (µ) = ∅ R(·,w2)

(x,y) (η) = ∅27)　　if   or 

28)　　then break
Rj+1

ϵ = Rj+1
ϵ29)　　

Rj+1
ϵ = Rj+1

ϵ

∪
(x, y)30)　　 else 

31)　　 end for
32)　end for

Rj+1
ϵ = Rj

ϵ33) until  ;
Rj+1

ϵ34) return  .
∼

(x, y) ∼
(x, y) ϵ

步骤 4)   步骤 17)对应定义 3中 1), 若不停止, 则
满足条件 1), 步骤 18)   步骤 32)对应定义

3中 2), 若不停止, 则 满足条件 2), 故输出为 -
向前-向后互模拟.

a=
∨

x∈∆n
{|{z ∈ ∆n|

zTQcµx > 0 µ ∈ ∆m)}|
∨
|{x ∈ ∆n|zTQcµx > 0,

µ ∈ ∆m)}|} |Rj
ϵ| ⩽ n2 ∼

∼ O(m2n2)

∼ O(2am2n2)

∼ O(4a2m2n2)

算法 1 的时间复杂度　令  
, 
. 因为 , 所以步骤 6)  步骤 8)、

步骤 9)  步骤 11)的时间复杂度至多为 ,
则步骤 5)   步骤 12)的时间复杂度为 ,
步骤 4)   步骤 17)的时间复杂度为 .
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∼
O(4a2m2n2) ∼

n2 ∼
O(8a2m2n4) R1

ϵ n2 Rj+1
ϵ ⊆ Rj

ϵ

∼ n2

O(8a2m2n6)

类似地 , 步骤 18)   步骤 31)的时间复杂度为

. 步骤 3) 步骤 32)构成的循环重复至

多 , 因此步骤 3)   步骤 33)的时间复杂度为

. 由 至多有 个元素,  , 故
步骤 1)   步骤 33)重复至多 次. 综上, 算法 1的
时间复杂度为 .

下面命题给出算法 1的合理性.
{Rj

ϵ}j⩾1命题 5　令 为算法 1定义的关系序列.
1) Rj+1

ϵ ⊆ Rj
ϵ j ⩾ 1  ,  .

2) k∗ k⩾k∗ Rk
ϵ =Rk+1

ϵ 存在正整数 , 使得 时, 有 .
3) l Rl

ϵ = Rl+1
ϵ Rl

ϵ

(∆n,∆m,Qc) S ϵ

 设 为满足 的最小正整数, 则 是

关于 包含在 中的极大的 -向前-向后

互模拟.
Rj

ϵ = 0 j ⩾ 1

∼ Rj+1
ϵ ⊆ Rj

ϵ

证明　1) 由初始化 ,  , 步骤 3)和步

骤 31)   步骤 35), 可知 . 1)得证.
n m

k∗ Rk∗+1
ϵ = Rk∗

ϵ

2) 由于 CT-CMC 含有 个状态和 个控制, 至
多经过有限次, 设为 次, 即得 .

Rl S ϵ

(x, y) ∈ Rl (x, y) ∈ Rl+1

zT
1Qcµx > 0 ∼ L(z1,·)

(x,y) (µ) =

{(x, y)} ∼ z′
1

TQcηy

> 0 |zT
1Qcµx− z′

1

TQcηy| ⩽ ϵ (z1, z
′
1) ∈ Rl

ϵ

3) 先证明 为包含在 中的 -向前-向后互模

拟. 对于任意 , 有 . 对于任意

, 由步骤 15)   步骤 18)可知

, 再由步骤 5）   步骤 9）可知, 存在

使得 ,  .
xTQcµz2 > 0 ∼

R(z2,·)
(x,y) (µ) = {(x, y)}

∼ yTQcηz′
2 ⩾ 0 |xTQcµz2−

yTQcηz′
2| ⩽ ϵ (z2, z

′
2) ∈ Rl

ϵ

Rl S ϵ

类似地, 对于 , 由步骤 15)   步骤

18)可知 , 再由步骤 5), 步骤 11)

 步骤 15)可知, 存在 使得

,  . 定义 3 中 1)成立. 类似

地, 2)也成立, 故 为包含在 中的 -向前-向后互模

拟.
Rl S ϵ

R′ S ϵ

Rl ⊂ R′ r <

l Rr = R′ Rr Rl = Rr

Rl ⊂ R′ = Rr R′ ⊆ Rl Rl S

ϵ

下面证明 为包含在 中的极大 -向前-向后互

模拟. 用反证法, 假设 为包含在 中的 -向前-向后

互模拟, 且 , 则由命题 5中 1)可知, 存在

, 使得 , 则算法 1输出 , 可得 , 与
矛盾, 故 , 即 为包含在 中

的极大 -向前-向后互模拟. □
ϵ

ϵ

x, y ∈ ∆n ϵ

Rϵ (x, y) ∈ Rϵ x

y ϵ

由定义 3可知, 极大 -向前-向后互模拟不唯一.
通过计算极大 -向前-向后互模拟, 可判断两个状态

的互相似性. 对于任意 , 若存在一个极大 -
向前-向后互模拟 , 使得 , 则状态 和

为 -向前-向后互相似的. 

3.2    CT-CMCs 的商

S ϵ

本节构造 CT-CMCs的商. 当基于等价关系构造

商时, 等价关系越大构造的商越小. 为了构造更小的

商, 给出包含在二元关系 中为等价关系的极大 -向
前-向后互模拟的算法.

S

ϵ

算法 2　包含在二元关系 中为等价关系的极

大 -向前-向后互模拟.
(∆n,∆m,Qc) S ⊆ ∆n ×∆n;输入: CT-CMC , 

Eϵ S

ϵ

输出:  ,包含在二元关系 中为等价关系的极

大 -向前-向后互模拟.
Pi=∅=Q i⩾2 P1=(p1, p2, . . . ,

ps) {pi}1⩽i⩽s ∆n E0

Q = ∅ s V (Pi) Pi

V (Qi) Qi l = 1

初始化: 向量 ,  , 
,  为状态集 关于等价关系 的等价

划分 ,  为 维向量 .  为向量 的维数 ,
为向量 的维数,  .

1) repeat
j = j + 12)　 ;
j = 13)　 ;

1 ⩽ i ⩽ V (Pj)4)　foreach   do

i /∈
∪

1⩽h<i

Q[h]5)　　if   then

i < k ⩽ V (Pj)6)　　foreach   do
xi ∈ {pi

∪
pk}7)　　　if there exists   such that

pi

∪
pk ⊆ (

−→
Rϵ)xi

8)　　　　

Pj+1[l] = pi

∪
pk9)　　　then  ;

Q[i] = Q[i]
∪
{i, k}10)          　     ;

11)            break
12)          end if
13)        end for

Q[i] = ∅14)        if 
Pj+1[l] = pi,15)        then 
Q[i] = Q[i]

∪
{i},16)        　    

l = l + 117)                 ;
18)         end if
19)        end if
20)      end for

Pj+1 = Pj21) until  ;
Pj22) return  .

E0 Eϵ E0

∼
E0

Pj+1

Eϵ

由定义 3可知,  为等价关系.  的元素为 中

的元素或元素的并. 步骤 4)   20)循环一次, 只对

的能合并元素中的两个合并 , 得到新的等价类

, 如此循环, 直到不能合并为止 (步骤 21)), 最后

输出 .
∼

O(n) ∼ sn

∼ O(s2n)

∼ s

O(s3n) V (Pj)=s V (Pj+1)⩽V (Pj)

∼ s

O(s4n)

算法 2 的时间复杂度　步骤 7)   步骤 12)的时

间复杂度为 , 步骤 6)   步骤 13)至多循环 次,
步骤 5)   步骤 19)的时间复杂度至多为 , 步
骤 4)   步骤 20)所形成的循环至多循环 次, 故需时

间复杂度为 . 由 ,  ,
可知步骤 1)   步骤 22）至多循环 次. 综上, 算法 2
的时间复杂度为 .

与命题 5的证明类似, 可说明算法 2 的合理性.
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{Rj
ϵ}j⩾1命题 6　对于算法 2定义的 , 有:

1) Pj+1 ⊆ Pj j ⩾ 1  ,  ;
2) k∗ k⩾k∗ Pk=Pk+1 存在正整数 , 使得 时, 有 ;
3) l Pl = Pl+1 Pl

(∆n,∆m,Qc) S ϵ

 设 为满足 的最小正整数, 则 是

关于 包含在 中为等价关系的极大 -
向前-向后互模拟.

(∆n,∆m,

Qc) x, y ∈ G x y G ⊆
∆n D ⊆ ∆n ×∆n

D = {Di|i ⩾ 1} Di

D i ⩾ 1

为研究 CT-CMCs的渐近稳定性与可控性, 本文

给出可控商集的概念. 给定一个 CT-CMC
, 如果对于任意 ,  可到达 , 则称

为可控类. 设 为一个等价关系, 对
应的商集为 . 若 为可控类, 则称

为可控商集.  . 下面给出最大可控商集的计

算算法.
D算法 3　包含在等价关系 中的最大可控商集.

(∆n,∆m,Qc) D ⊆
∆n ×∆n

输入: 一个CT-CMC , 等价关系

;
ConSet(D) D输出:  , 包含在等价关系 中的最大

可控商集.
HD[i] = ∅ i ⩾ 1 HD[i, j] = ∅ i ⩾ 2

D′ = ∆n pHD [i,j] HD[i, j] D

i = j = 1

初始化:  ,  ;  ,  ,
,  为包含 的等价类 中的元

素,  .
1) repeat

i = i+ 12)     ;
HD[i, 1] = {x} x ∈ D′3)     ,  ;

4)    repeat
j = j + 15)      

x′ ∈ pHD [i,1]\HD[i, j]6)      foreach 
x ∈ HD[i, j]7)        if there exists   such that

(xQcx′)
∧
(x′Qcx) > 08)          

HD[i, j + 1] = HD[i, j]
∪
{x′}9)        then 

10)        end if
11)      end for

HD[i, j + 1] = HD[i, j]12)    until  ;
D′ = D′\HD[i, j]13)             ;
ConSet(D)=ConSet(D)

∪
HD[i, j]14)             ;

D′ = ∅15) until  ;
ConSet(D).16) return 

x ∈ D′ [D]x

∼ D

∼

Conset(D)

对于 , 在其等价类 中寻找与其互相

可到达的状态集 (步骤 6)   步骤 11)), 构成包含在 内

的一个最大可控类, 则可得到等价类为一个或多个

可控类的并. 步骤 1)   步骤 15)每循环一次得到一

个最大可控类, 直到遍历所有状态 (步骤 15)), 输出

.
算法 3 的时间复杂度 　步骤 7)的时间复杂度

O(n) D′ = ∆n ∼
O(n2) HD[i, j]

⊆ HD[i, j + 1] i ⩾ 1 j ⩾ 1 ∼
n O(n3)

∼
n O(n4)

O(n4)

至多为 , 由 可知, 步骤 6)   步骤 10)的
时间复杂度至多为 . 由步骤 9)可知, 

,  ,  , 故步骤 4)   步骤 14)
至多循环 次, 其时间复杂度至多为 . 再由步

骤 13), 步骤 15)可知步骤 1)   步骤 15)至多循环

次, 其时间复杂度至多为 , 故算法 2 的时间

复杂度为 .
下面的命题给出了算法 3的合理性.

ConSet(D)命题 7　算法 3所得到的 为最大可

控商集.
A ∈ ConSet(D) ∼

A

A ConSet(D)

证明　对于 , 由步骤6)   步骤10)
以及可控类的定义得到 为可控类, 由步骤 4)和步

骤 12)可知 为最大的可控类, 故 为最大

可控商集. □
D

ConSet(D) D

ConSet(D) (∆n,∆m,Qc) (∆ñ,

∆m̃, Q̃c) ñ = |ConSet(D)| m̃ Q̃c

(∆n,∆m,Qc) (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

令 为  0-向前-向后互相似所诱导的等价类 ,
为包含在 下的最大可控商集, 下面基

于 构造CT-CMCs 的商

. 令  , 对于 和 , 先构造

CT-CMCs 与其商 之间的

二元关系, 即

R̃ϵ = {(x, δi
ñ)|x ∈ S(δi

ñ)} ⊆ ∆n ×∆ñ. (2)

γ1 R̃ϵ令 为 诱导的矩阵, 有

F = {γ1QcµγT
1 |µ ∈ ∆m} = {Q̃c

i |i ⩾ 1}.
m̃ = |F | Q̃c = (Q̃c

1, Q̃c
2, . . . , Q̃c

m̃)

γc ∈ Lm̃×m [γc]ij = 1 γcδj
m =

δi
m̃ γQcδj

mγ
T = Q̃cδi

m̃ 1 ⩽ i ⩽ m̃ 1 ⩽ j ⩽ m

令 ,  . 定义控制

关系矩阵 :  当且仅当

, 且 ,  ,  .

∆m

∼
ϵ

值得指出的是, 若输出控制集 只有一个元

素, 则算法 1   算法 3均适用于 CT-MCs. 下面说明

CT-MCs与其商是 -向前-向后互相似的, 进而得出

所构造的商是合理的.
(∆n,∆m,Qc) Rϵ

ϵ (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

ConSet(Rϵ) R̃ϵ

(∆n,∆m,Qc) (∆ñ,∆m̃, Q̃c) ϵ

命题 8　给定一个 CT-CMC ,  为

其 -互模拟且为等价关系 ,  CT-CMC

为由 所诱导的商, 则式 (2)定义的 为

与 之间的 -向前-向后互

模拟.
(x, ỹ) ∈ R̃ϵ µ ∈ ∆m x

a|µ−→ x1证明 对于 ,  ,  , 有

ỹ = γ1x,且 ỹ1 = γ1x1, η̃ = γcµ. (3)

Q̃c ỹT
1 Q̃cη̃ỹ = ỹT

1γ1Qc(γc)Tη̃γT
1 ỹ

x ∈ γT
1 ỹ x1 ∈ γT

1 ỹ1 µ ∈ (γc)Tη̃

x
a|µ−→ x1 ỹ

a|η̃−→ ỹ1 |xT
1Qcµx− ỹT

1 Q̃cηỹ| ⩽
ϵ (x1, ỹ1) ∈ R̃ϵ x1

a|µ−→ x ỹ1

a|η̃−→ ỹ

由  的定义, 可得  . 由

式 (3)可得  ,  ,  . 从而, 由
可得 , 使得

,  . 类似地, 由 可得 .

同样的方法, 可证另一方向. □
注 2　基于包含在极大等价近似向前-向后互模
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拟的最大可控商集构造的 CT-CMCs的商, 若其是可

控的, 则近似向前-向后互模拟可保证可控商集之间

的可控性, 可控商集可保证可控类中状态的可控性,
从而可得 CT-CMCs是可控的. 以上结论将在下一节

说明. 

3.3    CT-CMCs 的渐近稳定性

下面先给出文献 [26]中 CT-CMCs的渐近稳定

性的等价性定义, 再研究 CT-CMCs的渐近稳定性.
p0 ∈ Pn (∆n,

∆m,Qc) p0

p1 ∈ Pn U t
0 ⊆ ∆m

定义 4　给定状态分布 , 称CT-CMC

渐近稳定于 , 如果对于任意状态分布

, 存在控制序列 , 使得

lim
t→∞

P{p(t;U t
0, p1)

∩
p0 > 0} = 1.

Rϵ (∆n,∆m,Qc)

ϵ (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

p̃0 ∈ Pn t > 0

命题 9　令 是 CT-CMC 为等价

关系的 -向前-向后互模拟,  为其商, 则

对于任意 ,  , 有

⌊γ1p(t; (γ
c)TŨ t

0, γ
T
1 p̃0)⌋ = ⌊p̃(t; Ũ t

0, p̃0)⌋, (4)

⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

T
1 p̃0)⌋ = ⌊γT

1 p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋. (5)

证明　有

⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋ = ⌊e

Q̃c
(

t∑
i=0

µ̃i
)
p̃0⌋ =⌊(

1 +
∞∑
s=1

1

s!

(
Q̃c

( t∑
i=0

µ̃i
))s)

p̃0

⌋
=

⌊(
γ1 +

∞∑
s=1

1

s!
γ1

(
γT
1 Q̃c

( t∑
i=0

µ̃i
)
γ1

))s

γT
1 p̃0

⌋
=

⌊
γ1

(
1 +

∞∑
s=1

1

s!

(
Qc

( t∑
i=0

(γc)Tµ̃i
)))s

γT
1 p̃0

⌋
=

⌊γ1e
Qc
(

t∑
i=0

(γc)Tµ̃i
)
γT
1 p̃0⌋ =

⌊γ1p(t, (γ
c)TŨ t

0, γ
T
1 p̃0)⌋.

⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

T
1 p̃0)⌋ = ⌊γT

1 p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋同理  . □

(∆n,∆m,Qc) (∆ñ,

∆m̃, Q̃c) R̃ϵ (∆n,∆m,Qc) (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

ϵ p̃0, p̃1 ∈ Pñ t >

0

命题 10　给定 CT-CMCs  和

,  是 与 之间

的极大 -向前-向后互模拟, 对于任意 , 

, 有

P{⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γTp̃0⌋} =

P{⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋}.

⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γTp̃0⌋证明　由 可得

⌊γp(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γγTp̃0⌋,

从而

⌊γp(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊p̃0⌋.
p̃(t; Ũ t

0, p̃0) = p̃0由式 (4)可知 , 因此

P{⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γTp̃0⌋} ⩽

P{⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋}.

同理, 可得

P{⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γTp̃0⌋} ⩾

P{⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋}.

综上所述

P{⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃0)⌋ = ⌊γTp̃0⌋} =

P{⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃0)⌋ = ⌊p̃1⌋}. □

下面给出 CT-CMCs是渐近稳定的 , 当且仅当

CT-CMCs的商是渐近稳定的.
(∆n,∆m,Qc) Rϵ

ϵ (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

p̃0 ∈ Pñ (∆n,∆m,Qc)

γTp̃0 (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

p̃0

定理 2　给定 CT-CMC ,  为其

-互模拟且为等价关系, CT-CMC 为相

应的商,  . CT-CMC 渐近稳定于

, 当且仅当 CT-CMC 渐近稳定于

.
p̃1 ∈ Pn证明　对于任意 , 由命题 10可知

lim
t→∞

P{⌊p(t; (γc)TŨ t
0, γ

Tp̃1)⌋ = ⌊γTp̃0⌋} = 1,

lim
t→∞

P{⌊p̃(t; Ũ t
0, p̃1)⌋=⌊p̃0⌋}=1

(∆n,∆m,Qc) γTp̃0

(∆ñ,∆m̃, Q̃c) p̃0

当且仅当   . 故由定

义 4 和命题 9, CT-CMC 渐近稳定于

当且仅当 CT-CMC 渐近稳定于 . □
 

3.4    CT-CMCs 的可控性

ϵ

本部分先给出 CT-MCs的渐近可控性的定义
[26],

再基于 -向前-向后互模拟研究 CT-CMCs的可控性.
(∆n,∆m,Qc)

x1 ∈ ∆n x0

Ũ t
0 ⊆ ∆m

定义 5[26]
　给定 CT-CMC , 称状

态 可从状态 以一定可能性渐近可达, 如
果存在控制序列 , 使得

xT
1( lim

t→+∞
p(t; Ũ t

0, x0)) > 0.

由于 CT-CMCs的每个状态都是稳定状态的情

况并不常见 , 下面给出 CT-CMCs的可控性是 CT-
CMCs商的可控性的充分必要条件.

(∆n,∆m,Qc)

(x, z) ∈ ∆n

×∆n z x

定义 6　称 CT-CMC 是以一定可

能性渐近可控的, 如果对于任意状态对

, 状态 从状态 以一定可能性渐近可达.
(∆n,∆m,Qc)

(∆ñ,∆m̃, Q̃c)

定理 3　CT-CMC 为可控的当且

仅当 CT-CMC 为可控的.

⇒ (∆n,∆m,Qc)

p̃0 ∈ Pñ Rowi(p̃0) > 0 1 ⩽ i ⩽ ñ

i 1 ⩽ i1 ⩽ n δi
ñ = γδi1

n p1 ∈
γTp̃0 Rowi1(p1) > 0 1 ⩽ j ⩽ ñ 1

⩽ i2 ⩽ n δj
ñ = γδi2

n i2 (∆n,

∆m,Qc) t > 0 U t
0 ⊆ ∆m

证明　( ) 假设 CT-CMC 为可控

的. 对于任意 ,  ,  . 对
于 , 存在 , 使得 , 即存在

满足 . 对于任意 , 存在

, 使得 . 对于 , 因为CT-CMC
为可控的, 所以存在 ,  , 使得
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Rowi2(p(t,U t
0, p1)) > 0, 进而可得

Rowj(γp(t
′,U t

0, p1)) > 0,

Rowj(p̃(t
′, γcU t

0, γp1)) = Rowj(p̃(t
′; Ũ t

0, p̃0) > 0.

⇐ (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

p0 ∈ Pn Rowi(p0) > 0 1 ⩽ i ⩽ n

1 ⩽ i1 ⩽ ñ γδi
n = δi1

ñ p̃1 = γp0

Rowi1(p̃1) > 0 1 ⩽ j ⩽ n 1 ⩽ i2 ⩽ ñ

γδj
n = δi2

ñ

( ) 假设 CT-CMC 为可控的 . 对

于任意 , 存在  . 对于 ,
存在 , 使得 , 存在 使得

. 对于任意 , 存在 ,
使得 .

i1 ̸= i2 Rowi1(γp0) = Rowi1(p̃1)

> 0 (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

i2 t > 0 Ũ t
0 ⊆ ∆m̃ Rowi2(p̃(t, Ũ t

0, p̃1))

> 0 p2 ∈ ⌊γTp̃(t, Ũ t
0, γp0))⌋ =

⌊p(t, (γc)TŨ t
0, p0)⌋ Rowj(p2) > 0

情形 1: 若 , 则由

, 可得 CT-CMC 为可控的, 所以对

于 , 存在 ,  , 使得

, 由式 (5)可知, 存在 

, 使得 .

i1 = i2 (∆ñ,∆m̃, Q̃c)

t > 0 Ũ t
0

p2 ∈ ⌊p(t, (γc)TŨ t
0, p0)⌋ > 0 Rowj(p2) >

0

情形 2: 若 , 则由 CT-CMC

的构建和可控商集的定义可知, 存在 ,  , 使得

存在 满足

.□ 

4    算例分析

本文考虑一个改编于文献 [18,26]的生物学例子

p53-Mdm2, 它是蛋白质 p53对 DNA损伤反应的模

型.

x1 x2 x3 x4

∆3 ∆2 ∆2 ∆2

u, v u

v

M = (∆24,∆2,Qc) ∆24 ∆2

Qc

假设 p53-Mdm2具有 4个变量: 蛋白质 p53, 细胞

质, 细胞核, DNA损伤, 分别记为 ,  ,  ,  , 其分

别取值于 ,  ,  ,  , 则 p53-Mdm2具有 24个
状态; 设控制变量为 , 在控制变量 下的状态转

移由图 1中粉色标记的有向边表示, 在控制变量 下

的状态转移由蓝色标记的有向边表示. 其中有向边

的标记表示转移速率. p53-Mdm2模型可定义为 CT-
CMC , 其中 为状态集,  为

控制变量集,  为转移速率矩阵. 其转移速率由图 1
表示.
 
 

(∆24,∆2,Qc)图1   CT-CMC 的 TRG

R0 = {S1, ∆24\S1}
S1 ∆24\

S1 ϵ = 0.95 R0

0.95

R0 = R0

给定初始二元关系   , 其为

CT-CMC状态集的划分,  为图 1中橙色点集, 
为蓝色点集. 令 , 计算包含在 中为等价

关系的极大 -向前-向后互模拟, 进而得到极小

的 CT-CMC商. 由算法 1可得 , 以及

R1 = {{1, 5}, {2, 4, 6}, {8, 10, 12, 14, 16, 18, 20,
22, 24}, {3, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23}},

R2 = {{1, 5}, {2, 4, 6}, {8, 10, 12, 14, 16, 18, 20,
22, 24}, {3, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23}},

R1 = R2 R1 R0

0.9 R1

R1

由 可得输出为 , 从而包含在 中为等价

关系的极大 -向前-向后互模拟为 . 由算法 3可
得包含在 中为等价关系的极大可控商集为

ConSet(R1) =

{{1, 5}, {2, 4, 6}, {8, 16, 24}, {10, 14, 22},
{12, 18, 20}, {3, 9, 17, 19, 21, 23},
{7, 11, 13, 15}}.

R0而文献 [26]中包含在等价关系 中的最大互

模拟为

R′ =

{{1}, {2}, {4}, {5}, {6}, {8, 16, 24}, {10, 14, 22},
{12, 18, 20}, {3, 9, 17, 19, 21, 23},
{7, 11, 13, 15}}.

ConSet(R1) M̃1 = (∆7,∆2, Q̃c
1)

M {1, 2, 4, 5,
6}

R′ M̃2 = (∆11,∆2, Q̃c
2)

M

M̃1

M̃2

基于 构造的商

和 都不具有渐近稳定性和可控性; 由
诱导的子图及其商均具有渐近稳定性和可控性.

同理可得, 基于 构造的商 和

在渐近稳定性和可控性方面具有一致性. 由此可

得, 在商中点对应的原点集 (可控类)诱导的子图均

具有渐近稳定性和可控性的条件下,  所含状态比

更少.
 

5    结　论

本文基于近似互模拟研究了 CT-MCs的约简问

题, 给出了近似互模拟具有自反性和对称性, 关于交

和并的封闭性. 对近似向前-向后互模拟进行了算法

刻画. 基于近似互模拟构造了 CT-MCs的商, 其与

CT-MCs是近似互相似的, 且在渐近稳定性方面具

有一致性. 给出最大可控商集的算法刻画, 构造了

CT-CMCs的商, 其与 CT-CMCs是近似互相似的, 且
在渐近稳定性和可控性方面具有一致性.

下一步将对 CT-MCs和 CT-CMCs的近似互模

拟、近似向前-向后互模拟进行固定点理论、模态逻

辑刻画; 将以上工作推广到时变
[40]

或不确定
[27]CT-

MCs和 CT-CMCs.
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