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多步随机观测滞后系统极大极小鲁棒 Kalman估计

杨春山†，赵　颖

(桂林航天工业学院 人工智能学院，广西 桂林 541004)

摘　要: 研究具有不确定噪声方差和多步随机观测滞后系统的极大极小鲁棒 Kalman估计问题. 采用一组概率已

知的 Bernoulli分布随机变量描述传感器到估值器的多步随机观测滞后; 利用 Hadamard乘积改进虚拟噪声方法,

将原系统转化为仅带不确定虚拟噪声方差的系统; 基于极大极小鲁棒估计原理, 设计鲁棒稳态 Kalman预报器、

滤波器和平滑器; 利用 Lyapunov方程方法、Gerŝgorin圆盘定理和矩阵初等变换证明所设计估值器的鲁棒性, 即

对所有容许的不确定性, 确保实际估计误差方差有最小上界, 并证明保守和实际估值器的精度关系. 最后通过 F-

404航空发动机系统仿真验证所提出方法的有效性.
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Minimax  robust  Kalman  estimation  for  system  with  multistep  random
measurement delays
YANG Chun-shan†，ZHAO Ying

(School of Artificial Intelligence，Guilin University of Aerospace Technology，Guilin 541004，China)

Abstract: The minimax robust Kalman estimation problem is addressed for systems with uncertain noise variance and
multistep random measurement delays. A set of Bernoulli distributed random variables with known probability is used
to  describe  the  multistep  random measurement  delays  from  sensors  to  estimators.  The  Hadamard  product  is  used  to
improve the fictitious noise method, then the original system is converted into one only with uncertain fictitious noise
variance.  The  robust  steady-state  Kalman  predictor,  filter  and  smoother  are  designed  based  on  the  minimax  robust
estimation  principle.  The  robustness  is  proved  using  the  Lyapunov  equation  method,  Gerŝgorin  circle  theorem  and
matrix elementary transformation. For all admissible uncertainties, the actual estimation error variance is guaranteed to
have  minimal  upper  bound.  The  accuracy  relation  of  conservative  and  actual  estimators  is  proved.  A  simulation
example of the F-404 aircraft engine system illustrates the effectiveness of the proposed method.
Keywords: multistep  random  measurement  delays； Hadamard  product； Lyapunov  equation； Gerŝgorin  circle
theorem；minimax robust estimation

 

0    引　言

在网络控制系统中随机滞后普遍存在, 如再入

目标跟踪系统中, 复杂的传输网络及有限的信号处

理能力极易引发随机观测滞后. 因此, 针对随机观测

滞后系统开展状态估计问题研究非常必要且有意

义
[1-2].  Kalman滤波广泛应用于目标跟踪、卫星测

控及多智能体系统状态估计等领域
[3-4]. 经典

Kalman滤波要求噪声方差精确已知, 但不确定噪声

方差系统在电气工程和航空航天等领域应用广泛.
针对系统噪声方差完全或部分未知的情形, 可

以设计自适应或自校正 Kalman滤波器
[5-7]. 文献

[5]引入自适应矩阵对观测噪声进行自适应调整和

修正, 在确保滤波器不发散的前提下设计了自适应

无迹 Kalman滤波. 文献 [6] 利用相关方法辨识部分

未知噪声统计, 提出了自校正解耦 Kalman滤波器,
并利用动态误差系统分析方法证明其收敛性. 文献

[7]针对未知模型参数和衰减观测率系统, 利用相关

方法辨识描述衰减观测现象随机变量的统计信息,
设计了自校正滤波器. 自适应或自校正滤波器需要

大量数据, 处理速度较慢, 且对网络随机不确定性敏
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感.
不需了解噪声结构时, 可以利用噪声方差的有

界不确定性进行集员估计
[8]
和极大极小鲁棒估计

[9].
集员估计将不确定噪声刻画为集合的形式, 如椭球

和全对称多胞形等, 但其计算复杂度较高, 且处理随

机系统时具有局限性. 极大极小鲁棒估计常使用线

性矩阵不等式
[9]
、多项式

[10]
和 Lyapunov方程

[11]
等

方法, 其中后者是针对带保守上界的最坏情形系统

设计最小方差滤波器, “极大”是最坏情形, “极小”

是最小方差滤波器, 利用 Lyapunov方程方法解决鲁

棒性证明问题
[12]. 文献 [13-15] 进一步解决了一步

[13]

和两步
[14-15]

随机观测滞后系统的极大极小鲁棒估计

问题. 实际应用中, 测量信号的滞后常常是随机不确

定的. 当采用一组 Bernoulli分布随机变量建立多步

随机观测滞后模型时, 现有虚拟噪声方法
[12-15]

会导

致虚拟噪声的不同分量之间自相关, 很难计算保守

和实际虚拟噪声方差, 也很难证明估值器的鲁棒性.

Gerŝgorin

本文针对不确定噪声方差和多步随机观测滞后

系统, 利用 Hadamard乘积改进虚拟噪声方法完成模

型转换; 利用转换后的系统设计极大极小鲁棒稳态

Kalman估值器; 利用 Lyapunov方程、 圆

盘定理和矩阵初等变换完成鲁棒性证明. 最后给出

保守和实际估值器的精度关系证明.
ℜn n ℜn×n

n× n A M

MT In

n× n 1n 1n×m On On×m n× n

n×m ⊙

符号描述 :  为 维 Euclidean空间 ,  为

矩阵 ,  E[ ]为随机变量的数学期望 ,  tr 和

为矩阵的迹和转置 ,  diag(·)为对角阵 ,  为

单位矩阵 ,  、 、 和 为 和

全 1矩阵和零矩阵,  为 Hadamard乘积. 

1    问题描述

考虑线性离散系统

x(t+ 1) = Φx(t) + Γw(t), (1)

z(t) = Hx(t) + v(t), (2)

y(t) = ξ0(t)z(t) + (1− ξ0(t))ξ1(t)z(t− 1)+ . . .+
d−1∏
k=0

(1− ξk(t))ξd(t)z(t− d). (3)

x(t) ∈ ℜn z(t) ∈ ℜm

w(t) ∈ ℜr v(t) ∈ ℜm

Φ Γ H

y(t) ∈ ℜm

ξk(t) k = 0, 1, . . . , d

d

其中:  和 为系统状态向量和传

感器观测输出;  和 为系统噪声

和观测噪声;  ,  和 为适当维数的已知矩阵; 经传

输网络传送到估值器的观测为 ; Bernoulli
分布随机变量  ( )用于描述多步

随机观测滞后,  为最大滞后步数.
ξk(t) w(t) v(t)

(0 ⩽ βk ⩽ 1)

假设 1　 不相关于 和 , 其取值 1
或 0的概率 为

Prob{ξk(t) = 1} = βk,

Prob{ξk(t) = 0} = 1− βk. (4)

w(t) v(t)

Q̄ R̄

Q R

假设 2　 和 是均值为 0的不相关白噪

声, 其实际方差 和 是未知的, 但有已知的保守上

界 和 , 即

Q̄ ⩽ Q, R̄ ⩽ R. (5)

Φ假设 3　 是稳定矩阵.

∼ Q̄ R̄

∼ Q R

注 1　系统 (1)   (3)带实际方差 和 时称为

实际系统, 其状态和观测称为实际的状态和观测. 系

统 (1)   (3)带已知保守上界 和 时称为最坏情形

(保守)系统, 其状态和观测称为保守的状态和观测.

∼
x̂(t|t+N) N < 0

N = 0 N > 0

本文对不确定系统 (1)   (3)设计极大极小鲁棒

稳态 Kalman估值器 ,  为预报器 ,

为滤波器,  为平滑器.
 

2    模型转换

定义

θ0(t) = ξ0(t),

θk(t) =
k−1∏
i=0

(1− ξi(t))ξk(t), 1 ⩽ k ⩽ d. (6)

将式 (2)代入 (3), 有

y(t) =
d∑

k=0

θk(t)Hx(t− k) +
d∑

k=0

θk(t)v(t− k).

(7)

xa(t) wa(t)引入扩维的系统状态 和噪声 , 有

xT
a(t) = [xT(t), xT(t− 1), . . . , xT(t− d),

vT(t− 1), . . . , vT(t− d)],

wT
a(t) = [wT(t) vT(t)]. (8)

∼由系统 (1)   (3)可得

xa(t+ 1) = Φaxa(t) + Γawa(t), (9)

y(t) = Da(t)xa(t) + θ0(t)v(t), (10)

Φa =



Φ
In On

. . .
. . .
In On

Om×n Om

Im Om

. . .
. . .
Im Om


,

Γa =

 Γ On×m

Ond×r Ond×m

Om×r Im
O(m−1)d×r O(m−1)d×m

 ,
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Da(t) = Baθa(t),

Ba=[H, . . . ,H, Im, . . . , Im],

θa(t) = diag(θ0(t)In, . . . , θd(t)In,

θ1(t)Im, . . . , θd(t)Im). (11)

ξk(t)根据式 (4), 随机变量 有统计特性

E[ξk(t)] = βk, E[ξ
2
k(t)] = βk,

E[(ξk(t)− βk)
2
] = βk(1− βk),

E[ξk(t)ξl(t)] = βkβl, k ̸= l. (12)

θk(t)根据式 (6)和 (12), 随机变量 有统计特性

E[θ0(t)] = θ̄0 = β0;

E[θk(t)] = θ̄k =
k−1∏
i=0

(1− βi)βk, 1 ⩽ k ⩽ d;

E[(θk(t)− θ̄k)(θl(t)− θ̄l)] =

{
θ̄k(1− θ̄k), k = l;

−θ̄kθ̄l, k ̸= l.

(13)

θa(t) Da(t)因此,  和 有统计特性

E[θa(t)] = θ̄a =

diag(θ̄0In, . . . , θ̄dIn,θ̄1Im, . . . , θ̄dIm),

E[Da(t)] = Ha = Baθ̄a. (14)

定义偏差

θ̃k(t) = θk(t)− θ̄k, k = 0, 1, . . . , d,

θ̃a(t) = θa(t)− θ̄a, D̃a(t) = Da(t)−Ha.

则有

θ̃a(t) =

diag(θ̃0(t)In, . . . , θ̃d(t)In, θ̃1(t)Im, . . . , θ̃d(t)Im),

D̃a(t) = Baθ̃a(t). (15)

因此, 扩维系统 (9)和 (10)可进一步转化为

xa(t+ 1) = Φaxa(t) + Γawa(t), (16)

y(t) = Haxa(t) + va(t). (17)

va(t)其中虚拟观测噪声 为

va(t) = D̃a(t)xa(t) + θ0(t)v(t). (18)

F = AFAT + U,

A U ⩾ 0

F ⩾ 0

引理 1[11] 　Lyapunov方程  其
中 为稳定矩阵. 如果 , 则方程存在唯一半正

定解 .
A = diag(a1, . . . , an)

B ∈ ℜn

引理 2[16]
　  是对角随机变

量矩阵,  是实矩阵, 则有

E[ABAT] =
E[a2

1] E[a1a2] . . . E[a1an]

E[a2a1] E[a2
2] . . . E[a2an]

...
...

. . .
...

E[ana1] E[ana2] . . . E[a2
n]

⊙B.

A B

A⊙B

引理 3[17] 　如果 和 是半正定矩阵 , 则其

Hadamard乘积 是半正定矩阵.

∼引理 4　在假设 1   假设 3下, 有:

x(t) X

X̄

1)  的保守和实际稳态非中心二阶矩 和

分别满足 Lyapunov方程

X = ΦXΦT + ΓQΓ T,

X̄ = ΦX̄ΦT + ΓQ̄Γ T. (19)

∆X = X − X̄且 是半正定的, 即

∆X ⩾ 0. (20)

wa(t)2)  的保守和实际的方差分别为

Qa = diag(Q,R), Q̄a = diag(Q̄, R̄). (21)

∆Qa = Qa − Q̄a且 是半正定的, 即

∆Qa ⩾ 0. (22)

xa(t) Xa

X̄a

3)  的保守和实际稳态非中心二阶矩 和

分别满足 Lyapunov方程

Xa = ΦaXaΦ
T
a + ΓaQaΓ

T
a ,

X̄a = ΦaX̄aΦ
T
a + ΓaQ̄aΓ

T
a . (23)

∆Xa = Xa − X̄a且 是半正定的, 即

∆Xa ⩾ 0. (24)

va(t)4)  的保守和实际的噪声方差分别为

Ra = Ba(Ω ⊙Xa)B
T
a + θ̄0R,

R̄a = Ba(Ω ⊙ X̄a)B
T
a + θ̄0R̄. (25)

Ω ∆Ra

= Ra − R̄a

实对称分块矩阵 的每个子块均是常数矩阵, 且

是半正定的, 即

∆Ra ⩾ 0. (26)

wa(t) va(t)和 的保守和实际的相关矩阵分别为

Sa = [Om×r θ̄0R]T,

S̄a = [Om×r θ̄0R̄]T.

∆Q = Q− Q̄ ∆R = R− R̄证明　定义 ,  . 由

式 (5)有

∆Q ⩾ 0, ∆R ⩾ 0.

x(t) E[x(t)xT(t)]

∼

将保守和实际系统状态 分别代入 ,

可得式 (19). 由引理 1易得不等式 (20)成立. 类似可

得式 (21)   (24)成立.

va(t)

E[va(t)v
T
a(t)]

将保守和实际的虚拟观测噪声 分别代入

, 利用引理 2和式 (13)可得 (25). 根据

Hadamard乘积分配律, 可得

∆Ra = Ba(Ω ⊙∆Xa)B
T
a + θ̄0∆R.
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Ω =



θ̄0(1− θ̄0)1n −θ̄0θ̄11n . . . −θ̄0θ̄d1n −θ̄0θ̄11n×m . . . −θ̄0θ̄d1n×m

−θ̄1θ̄01n θ̄1(1− θ̄1)1n . . . −θ̄1θ̄d1n θ̄1(1− θ̄1)1n×m . . . −θ̄1θ̄d1n×m

...
...

. . .
...

...
...

...

−θ̄dθ̄01n −θ̄dθ̄11n . . . θ̄d(1− θ̄d)1n −θ̄dθ̄11n×m . . . θ̄d(1− θ̄d)1n×m

−θ̄1θ̄01m×n θ̄1(1− θ̄1)1m×n . . . −θ̄1θ̄d1m×n θ̄1(1− θ̄1)1m . . . −θ̄1θ̄d1m

...
...

...
...

...
. . .

...

−θ̄dθ̄01m×n −θ̄dθ̄11m×n . . . θ̄d(1− θ̄d)1m×n −θ̄dθ̄11m . . . θ̄d(1− θ̄d)1m


.

Ω对 进行初等合同变换, 消去重复值并将非零

元素交换至左上角, 可得

T1ΩT T
1 = diag(Ω∗, Ona−d−1), T1 =

na−1∏
i=1

Ui,

Ω∗=


θ̄0(1− θ̄0) −θ̄0θ̄1 . . . −θ̄0θ̄d

−θ̄1θ̄0 θ̄1(1− θ̄1) . . . −θ̄1θ̄d

...
...

. . .
...

−θ̄dθ̄0 −θ̄dθ̄1 . . . θ̄d(1− θ̄d)

 .

na = (n+m)d+ n Ui ∈ ℜna×na

Ω∗

其中:  ,  是某种类型

的非奇异初等矩阵. 现证明实对称矩阵 的半正定

性.
0 < βk < 1 0 < θ̄k < 1如果 , 则 . 由

1−
d∑

k=0

θ̄k =
d∏

k=0

(1− βk) > 0,

Ω∗对于矩阵 的每个主对角元素, 有

Ω∗
ii >

d+1∑
j=1,j ̸=i

|Ω∗
ij|, i = 1, 2, . . . , d+ 1.

Ω∗ Gerŝgorin

Ω∗ Ω∗ > 0

因此 是严格对角占优的. 由 圆盘定理
[17]

可得,  的所有特征值为正实数, 即 .
βk = 0 θ̄k = 0

Ω∗

如果 , 则由式 (13)可知 , 其所在的

行和列的值均为零. 通过行列交换,  变换为

T2Ω
∗T T

2 = diag(Ω∗
1 , 0),

T2 ∈ ℜ(d+1)×(d+1)其中 是非奇异初等矩阵.
βk = 1 θ̄i = 0 i = k + 1,

. . . , d Ω∗ = diag(Ω∗
2 , Od−k). Ω∗

1 Ω∗
2

Ω∗
1 Ω∗

2

如果 , 由式 (13)可知 , 
, 则  易知 或 也是

严格对角占优的, 且主对角元素大于零的实对称矩

阵, 则 或 是正定矩阵.
Ω∗ ⩾ 0 Ω ⩾ 0

wa(t) va(t) E[wa(t)v
T
a(t)]

综合以上结果可得 , 从而引出 . 由
式 (24)和引理 3可得不等式 (26)成立. 将保守和实

际的 和 代入 , 可分别得到保

守和实际的相关矩阵. □ 

3    鲁棒稳态 Kalman 估值器 

3.1    鲁棒稳态 Kalman 预报器

Qa Ra

Sa ∼
对于带虚拟噪声方差保守上界 、 和相关

阵 的最坏情形系统 (16)和 (17), 在假设 1   假设 3
下, 基于极大极小鲁棒估计原理, 保守的 Kalman一

步预报器为

x̂a(t+ 1|t) = Ψpax̂a(t|t− 1) +Kpay(t), (27)

Ψpa = Φa −KpaHa, Qεa = HaPa(−1)HT
a +Ra,

Kpa = [ΦaPa(−1)HT
a+ΓaSa]Q

−1
εa . (28)

Pa(−1)满足保守的稳态 Riccati方程

Pa(−1) = ΦaPa(−1)ΦT
a − FaQ

−1
εa F

T
a + ΓaQaΓ

T
a ,

Fa = [ΦaPa(−1)HT
a+ΓaSa]

T. (29)

注 2　在保守的一步预报器 (27)中, 将保守的

观测替换为实际观测, 可得实际的一步预报器.

x̃a(t+ 1|t) = xa(t+ 1)− x̂a(t+

1|t)
定义预报误差

. 将式 (16)和 (27)代入上式, 有

x̃a(t+ 1|t) = Ψpax̃a(t|t− 1)− Γηη(t). (30)

η(t) Γη其中扩维的噪声 和矩阵 为

ηT(t) = [ wT
a(t) vT

a(t) ], Γη = [ Γa −Kpa ].

η(t)由引理 4,  的保守和实际的噪声方差分别为

M =

[
Qa Sa

ST
a Ra

]
, M̄ =

[
Q̄a S̄a

S̄T
a R̄a

]
, (31)

则保守和实际的一步预报误差方差也分别满足

Pa(−1) = ΨpaPa(−1)ΨT
pa + ΓηMΓ T

η ,

P̄a(−1) = ΨpaP̄a(−1)ΨT
pa + ΓηM̄Γ T

η . (32)

基于一步预报器, 有保守和实际的多步预报器

x̂a(t|t+N) = Φ−N−1
a x̂a(t+N + 1|t+N), (33)

N ⩽ −2以及保守和实际的多步 ( )预报误差方差

Pa(N) = Φ−N−1
a Pa(−1)Φ(−N−1)T

a +
−N∑
j=2

Φ−N−j
a ΓaQaΓ

T
a Φ

(−N−j)T
a ,

P̄a(N) = Φ−N−1
a P̄a(−1)Φ(−N−1)T

a +
−N∑
j=2

Φ−N−j
a ΓaQ̄aΓ

T
a Φ

(−N−j)T
a . (34)

 

3.2    鲁棒稳态 Kalman 滤波器和平滑器

x̂a(t|t− 1)

(N = 0) (N > 0)

基于 Kalman一步预报器 , 可得保守

和实际 Kalman滤波器 和平滑器 为
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x̂a(t|t+N) = x̂a(t|t− 1) +
N∑

j=0

Ka(j)εa(t+ j),

εa(t+ j) = y(t+ j)−Hax̂a(t+ j|t+ j − 1),

Ka(j) = Pa(−1)(ΨT
pa)

jHT
aQ

−1
εa . (35)

Pa(N) P̄a(N)保守和实际的滤波和平滑方差 、

满足

Pa(N) = ΨNPa(−1)ΨT
N+

N∑
ρ=0

[KwN
ρ KvN

ρ ]M [KwN
ρ KvN

ρ ]T,

P̄a(N) = ΨN P̄a(−1)ΨT
N+

N∑
ρ=0

[KwN
ρ KvN

ρ ]M̄ [KwN
ρ KvN

ρ ]T. (36)

N > 0当 时, 有

ΨN = Ina
−

N∑
j=0

Ka(j)HaΨ
j
pa,

KvN
ρ =

N∑
j=ρ+1

Ka(j)HaΨ
j−ρ−1
pa Kpa −Ka(ρ),

KwN
ρ = −

N∑
j=ρ+1

Ka(j)HaΨ
j−ρ−1
pa Γa,

ρ = 0, 1, . . . , N − 1,

KvN
N = −Ka(N),KwN

N = 0.

N = 0当 时, 有

Kv0
0 = −Ka(0), K

w0
0 = 0, Ψ0 = Ina

−Ka(0)Ha.

Qa

Ra Sa

∼

定理 1　对于带虚拟噪声方差保守上界 、

和相关阵 的最坏情形系统 (16)和 (17), 在假

设 1   假设 3下, 实际 Kalman一步预报器 (27)、多
步预报器 (33)、滤波器和平滑器 (35)是鲁棒的, 即对

于所有容许的不确定性 (5), 有

P̄a(N) ⩽ Pa(N), N < 0或N ⩾ 0. (37)

Pa(N) P̄a(N)且 是 的最小上界.

证明　定义

∆Pa(N) = Pa(N)− P̄a(N). (38)

N = −1当 时, 由式 (32)可得

∆Pa(−1) = Ψpa∆Pa(−1)ΨT
pa + Γη∆MΓ T

η .

∆M = M − M̄ ∆M =
3∑

i=1

∆Mi式中 分解为 . 其中

∆M1 = diag(∆Q, θ̄0[∆R ∆R]
T
[Im Im]),

∆M2 = diag(O(r+m), Ba(Ω ⊙∆Xa)B
T
a ),

∆M3 = diag(Or, (1− θ̄0)∆R,Om).

∆M ⩾ 0易证得 . 则根据引理 1可得

∆Pa(−1) ⩾ 0. (39)

N ⩽ −2当 时, 由式 (34)可得

∆Pa(N) = Φ−N−1
a ∆Pa(−1)Φ(−N−1)T

a +
−N∑
j=2

Φ−N−j
a Γa∆QaΓ

T
a Φ

(−N−j)T
a .

N ⩽ −2由式 (22)和 (39), 可得不等式 (37)对
成立.

N ⩾ 0当 时, 由式 (36)可得

∆Pa(N) = ΨN∆Pa(−1)ΨT
N+

N∑
ρ=0

[KwN
ρ KvN

ρ ]∆M [KwN
ρ KvN

ρ ]T,

N ⩾ 0 Pa(N) P̄a(N)则不等式 (37)对 成立.  是 的最

小上界, 证明类似文献 [12], 此略. □
x(t) xa(t)

∼ N < 0或N ⩾
0

推论 1　根据 与 的关系, 原始系统 (1)
  (3)的鲁棒稳态 Kalman估值器 (
)为

x̂(t|t+N) = Cax̂a(t|t+N),

Ca = [In
p
pOn×na

]. (40)

保守和实际的估计误差方差为

P (N) = CaPa(N)CT
a , P̄ (N) = CaP̄a(N)CT

a .

对于所有可容许的不确定性 (5), 有

P̄ (N) ⩽ P (N), N < 0或N ⩾ 0. (41)

P (N) P̄ (N)且 是实际方差阵 的最小上界.

∼ ∼
定理 2　对于带不确定噪声方差和多步随机观

测滞后的不确定网络化系统 (1)   (3), 在假设 1 
假设 3下, 鲁棒稳态 Kalman估值器有以下矩阵不等

式精度关系:

P̄ (N) ⩽ P (N), N < 0或N ⩾ 0; (42)

P (N) ⩽ . . . ⩽ P (0) ⩽ P (−1), N ⩾ 2. (43)

以及矩阵迹不等式精度关系

trP̄ (N) ⩽ trP (N), N < 0或N ⩾ 0; (44)

trP (N) ⩽ . . . ⩽ trP (0) ⩽ trP (−1), N ⩾ 2. (45)

证明　由定理 1和推论 1, 易得不等式 (42)成
立. 保守的滤波和平滑器误差方差可写为

P (N) = Ca

[
Pa(−1)−

N∑
j=0

Ka(j)Q
−1
εa K

T
a (j)

]
CT

a ,

Qεa ⩾ 0由 可得式 (43)成立. 对式 (42)和 (43)取迹

运算, 分别得到式 (44)和 (45)成立. □

trP (N) P (N)

P (N) Q R

注 3　由式 (44)给出的精度关系可以看出, 鲁
棒精度 由保守的估计误差方差 确定,
而 由实际噪声方差的保守上界 和 确定. 设
计极大极小鲁棒 Kalman估值器的一个关键问题便
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Q R

P̄ (N) ⩽ P (N)

∼ ξk(t), k = 0, 1,

. . . , d y(t)

是如何选择保守性较小的 和 , 以此获得较高的

鲁棒精度. 保守上界意味着存在关系式 (5), 使所设

计的估值器具有鲁棒性, 即 . 由于系

统 (1)    (3)中包含一组随机变量

, 基于实际观测数据 , 不能直接辨识得到

噪声方差, 但转换后的仅带不确定虚拟噪声方差的

扩维系统 (16)和 (17)与原始系统等价. 利用系统辨

识方法和实际观测数据给出的新息准则, 可以辨识

和检验实际虚拟噪声方差的较小保守上界. 目前亟

待解决两个问题: 一是随着系统 (16)和 (17)的维数

增加, 提高了虚拟噪声方差辨识的计算复杂性; 二是

搜索实际虚拟噪声方差的较小保守上界是一个带约

束的高维最优化问题. 这是具有挑战性的有待研究

的课题.
注 4　对于稳定的定常系统, 本文所设计的估值

器是鲁棒的, 即对于所有可容许的不确定性 (不确定

噪声方差和多步随机观测滞后), 确保实际估计误差

方差有最小上界. 但对于不稳定系统, 如果观测数据

到达的概率小于某个阈值, 则估计误差方差发散
[18].

文献 [19]进一步给出了系统矩阵的谱半径和观测数

据到达的概率使估计误差方差有界的条件. 

4    仿真实例

T0 =

0.2 s

考虑 F-404航空发动机系统
[14], 采样周期

, 则离散线性系统模型为

Φ =

 0.757 5 0 0.337 8
0.025 7 0.923 1 −0.052 7
0.043 2 0 0.650 4

 ,

Γ =

 0.1 0.1
0.3 −0.2
0.6 0.3

 .

x1(t) x2(t) x3(t)

d = 2 H =[
1 0 0
0 1 0

]
Q=diag(1.8, 0.5) Q̄ = diag(1.4, 0.4)

R = diag(0.9, 10) R̄ = diag(0.7, 9) β0 = 0.85 β1

= 0.90 β2 = 0.88

其中:  和 表示水平位置,  表示飞行高

度. 军事环境下, 传感器和传输网络易受到干扰和攻

击, 发动机监控系统中易出现随机滞后等不确定性.
仿真中 , 最大滞后步数 , 其他参数取为

,  ,  ,

,  ,  , 

,  .
x̂(t|t+N)表 1给出了鲁棒 Kalman估值器 的

实际和鲁棒精度, 验证了精度关系 (44)和 (45)是正

确的.
xi(t)(i = 1, 2, 3)图 1给出了各状态分量 的一步

平滑估值, 实线和虚线分别表示实际状态及其一步

平滑估计.
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̭

图1   F404 航空发动机系统的一步平滑估值效果图
 

MSE(N)(t)

N = −1, 0, 1

trP̄ (N)

取 Monte Carlo仿真次数为 5 000, 鲁棒 Kalman
估值器的均方误差曲线 如图 2所示, 其中

分别表示一步预报器、滤波器和一步

平滑器的 MSE值, 直线表示实际精度 . 可以

看到, 均方误差曲线贴近于相应的实际精度, 这验证

了采样实际方差的一致性.
 
 

200 400 600 800 1 000

t / step

M
S

E

1.1

1.3

1.5

1.7

1.9

MSE (t)(- 1) MSE (t)(0)

MSE (t)(1)

trP(-1)-

trP(0)-

trP(1)-

图2   鲁棒 Kalman 估值器的 MSE 曲线
 

βk式 (4)中, 概率 值越高, 表明发生观测滞后的

概率越小, 则估计精度越高. 定义不同滞后率情形:
β0 = 1 y(t) = z(t)1)  时,  . 估值器准时收到传感

器观测, 没有发生滞后
[11].

0.1 ⩽ β0 ⩽ 1, β1 = 12)  时, 发生一步滞后
[13], 此

时估值器收到的观测为

y(t) = ξ0(t)z(t) + (1− ξ0(t))z(t− 1).

0.1 ⩽ β0, β1 ⩽ 1, β2 = 13)  , 发生两步滞后
[14-15],

此时估值器收到的观测为

y(t) = ξ0(t)z(t) + (1− ξ0(t))ξ1(t)z(t− 1)+

(1− ξ0(t))(1− ξ1(t))z(t− 2).

 

表1     鲁棒稳态 Kalman 估值器的实际和鲁棒精度

trP (−2) trP (−1) trP (0) trP (1) trP (2)

2.574 0 2.239 1 1.833 4 1.470 8 1.273 4

trP̄ (−2) trP̄ (−1) trP̄ (0) trP̄ (1) trP̄ (2)

2.016 8 1.757 4 1.443 3 1.160 4 1.006 1
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0.1 ⩽ β0 ⩽ 1, β1 = 0, β2 = 04)  , 没有发生滞后

但有数据包丢失. 估值器收到的观测为

y(t) =ξ0(t)z(t).

trP l(N) l = a, b, c, d

N = −1

N = 0 N = 1

图 3中,   ( )表示以上不同

滞后率情形的预报器 ( , 蓝色曲线)、滤波器

( , 红色曲线)和平滑器 ( , 绿色曲线)的
鲁棒精度.
  

鲁
棒
精
度

1.0

2.0

2.5

3.0

3.5

1.5

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

atrP (0)

atrP (1)

dtrP (0)

btrP (0)
ctrP (0)

atrP (1)

ctrP (1)

btrP (-1)
ctrP (-1)

dtrP (-1)

atrP (-1)

dtrP (1)

0.1< β , β , β < 1.00 1 2

0.1 ⩽ β0, β1, β2 ⩽ 1图3   时的鲁棒精度变化
 

trP a(N) N = −1, 0, 1

trP l(N) l = b, c, d

βk

trP a(N)

1− β0

由图 3可以看到, 情形 1)没有发生滞后, 相应

估值器的鲁棒精度 ( )最高且

是定值. 其他 3种情形中,   ( )随着

的增加而变小, 即鲁棒精度逐渐提高, 直至达到

. 也可以看到, 情形 2)的鲁棒精度高于情

形 3)和情形 4). 因为情形 2)发生了一步滞后, 情形

3)发生了两步滞后. 情形 4)中估值器收到的观测以

的概率丢失, 其鲁棒精度最低, 验证了所提出

方法的有效性.
进一步考虑不确定噪声方差的影响, 定义

Q̄ = αQ, R̄ = αR,

β = [1− β0, 1− β1, 1− β2], 0 ⩽ α, β ⩽ 1.

α β

trP̄ (1) 0.1 ⩽ α, β ⩽ 0.9

trP̄ (1)

α β

反映了实际噪声方差在可容许范围内的变化,  反

映了随机滞后出现的概率 . 图 4给出了实际精度

随 变化的情况 . 可以看到 ,
图形颜色从绿色渐变到浅黄色 , 表示 随着

和 的增加而增加.
  

tr
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0.1< β < 0.9 0.1< α < 0.9

trP̄ (1) 0.1 ⩽ α, β ⩽ 0.9图4   鲁棒平滑器实际精度 随 变化
 

将本文方法与文献 [20]最优鲁棒估计方法进行

对比 . 表 2给出了本文方法的实际精度与文献

[20]最优精度的比较.

滤波器各状态分量的累计MSE (AMSE)为

AMSE(i)(t)=
t∑

j=1

MSE(i)(j), i = 1, 2, 3,

i i

AMSE(i)(t)

其中 为第 个状态分量 .  Monte Carlo仿真次数取

5 000, 两种方法状态分量的 比较见图 5.
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AMSE(i)(t)(i = 1, 2, 3)图5   两种方法的滤波器 比较
 

从表 2和图 5可以看出, 对于所有容许的不确

定性, 本文方法虽可确保实际估计误差方差有最小

上界, 即所设计的估值器具有鲁棒性, 但实际精度略

低于文献 [20]的最优滤波精度. 

5    结　论

本文考虑了多步随机观测滞后系统极大极小鲁

棒 Kalman估计问题. 利用 Hadamard乘积在多维数

 

表2     两种方法的稳态估计精度比较

两种方法的精度 本文实际精度 文献[20]最优精度

两步预报器 2.016 8 1.833 4

一步预报器 1.757 4 1.756 5

滤波器 1.443 3 1.442 2

一步平滑器 1.160 4 1.159 4

两步平滑器 1.006 1 1.005 2
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据处理的灵活性, 改进虚拟噪声方法, 避免了多步随

机观测滞后系统中虚拟噪声的自相关性 . 以
Lyapunov方程为基础, 利用 圆盘定理判

断实对称矩阵的半正定性, 完成鲁棒性证明. 本文将

极大极小鲁棒估计方法的研究
[11-15]

推广至具有多步

随机观测滞后情形, 无滞后
[11]
、一步滞后

[13]
和两步

滞后
[14-15]

的观测模型可以作为特例获得. 下一步将

探索解决噪声方差较小保守上界的辨识和检验问题.
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