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符号网络下具有竞争领导者的包围控制

路张昕，关永强†，康　龙，何永喜

(西安电子科技大学 机电工程学院，西安 710071)

摘　要: 针对符号网络下的离散多智能体系统, 基于领导者-跟随者框架, 研究具有竞争领导者的包围控制问题.

首先, 构建一种非合作博弈模型, 将两组具有竞争关系的领导者作为参与博弈的两个玩家, 每个玩家的目标是调

整策略以吸引跟随者, 从而尽可能缩小跟随者与自身最终状态之间的距离. 其次, 分析该博弈的相关性质并提出

玩家优化自身利益的策略方法, 即领导者通过合理选择跟随者并增加正边或负边使得跟随者的最终状态更加靠

近自身的最终状态. 此外, 针对结构平衡网络, 揭示玩家收益与两个胞腔内的跟随者及其连接边数目之间的关系.

特别地, 针对有向树图, 从图论角度出发, 提出判断玩家策略是否为纳什均衡解的方法. 最后, 通过数值仿真实例

验证所得理论结果的有效性.
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Containment control with competitive leaders under signed networks
LU Zhang-xin，GUAN Yong-qiang†，KANG Long，HE Yong-xi
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Abstract: This  paper  investigates  the  containment  control  problem  of  signed  networks  with  competitive  leaders  for
discrete-time  multi-agent  systems  under  the  leader-follower  framework.  Firstly,  a  non-cooperative  game  model  is
formulated,  where  two  groups  of  competitive  leaders  are  regarded  as  two  players  in  the  game.  Each  player  aims  to
adjust its strategy to attract followers, thereby minimizing the distance between the followers' final states and its own.
Secondly,  the properties  of  the game are analyzed,  and a  strategic  approach is  proposed for  players  to  optimize their
interests  where  leaders  can  strategically  select  followers  and  add  positive  or  negative  edges  to  steer  followers'  final
states  closer  to  their  own.  Furthermore,  for  structurally  balanced  networks,  the  relationship  between  players'  payoffs
and the number of followers and connecting edges within two cells is revealed. Specifically, for the directed tree graph,
a graph-theoretic method is proposed to determine whether a player's strategy constitutes a Nash equilibrium solution.
Finally, numerical simulation examples are provided to illustrate the effectiveness of the theoretical results.
Keywords: discrete-time  multi-agent  systems； signed  networks； containment  control； non-cooperative  game；
competitive leaders；Nash equilibrium

 

0    引　言

近年来, 人工智能技术飞速发展, 已成为推动经

济增长和社会进步的关键动力. 作为人工智能研究

的一个重要方向, 多智能体协同控制受到不同领域

专家学者的广泛关注. 相较于传统的集中式控制, 多
智能体协同控制在鲁棒性、可扩展性、自适应性等方

面存在巨大优势 , 广泛应用于无人机集群编队控

制
[1]
、分布式传感器网络信息融合

[2]
等多个领域.

在多智能体协同控制的研究中, 领导者-跟随者

框架具有广泛的应用性和普适性, 其中领导者设定

控制目标, 跟随者对领导者的状态进行跟踪, 最终整

个系统协作完成控制任务. 通常, 根据系统中领导者

的数目不同, 协同控制研究主要分为 3类: 1) 在无领

导者的多智能体系统中, 所有智能体之间通过信息

交互实现共同目标, 最终状态达到一致, 即一致性问

题
[3]; 2) 在具有单个领导者的多智能体系统中, 跟随

者的最终状态收敛到领导者的最终状态, 即领导者-
跟随者一致性问题

[4]; 3) 在具有多个领导者的多智
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能体系统中, 通过设计合理的分布式协议, 所有跟随

者的最终状态进入到由领导者的最终状态张成的凸

包内, 实现对跟随者的包围, 即包围控制问题
[5].

目前, 多智能体协同控制的相关研究主要针对

于无符号网络, 即智能体之间是合作交互关系. 然而

现实社会中对抗交互无处不在, 如网络安全领域中

的红蓝双方对抗关系
[6]; 分布式机器人系统中个体间

的排斥和吸引作用
[7]. 2013 年, Altafini在文献 [8]中

研究了符号网络下的二分一致性问题, 利用符号网

络刻画了智能体之间的合作与对抗关系, 并给出实

现二分一致性的充要条件; 文献 [9]针对符号网络研

究了二分包围控制问题, 证明跟随者的最终状态收

敛到由领导者动态轨迹及其对称轨迹所张成的凸包

内; 针对离散时间下的一般线性系统, 文献 [10]对文

献 [9]进一步扩展, 提出了分布式降阶观测器型协

议, 分析并设计合理的控制参数实现了该系统的包

围控制.
值得注意的是, 上述协同控制相关问题的研究

主要关注于如何设计恰当的交互协议, 实现对多智

能体系统集体行为的精确调控. 在实际应用中, 智能

体作为自主决策单元, 通常要求具有高度的智能性

以及自主感知、决策和执行能力. 然而, 在完成协同

控制任务时, 由于智能体的自主性, 不同智能体通常

具有不同的控制目标. 此时, 每个智能体都热衷于追

求自身利益的最大化, 彼此之间存在利益冲突, 这使

得多智能体协同控制研究更加具有挑战性. 博弈论

作为研究竞争与合作行为的理论, 为分析和解决协

同控制中智能体之间的利益冲突和竞争行为提供了

有力工具. 近年来, 已有学者利用博弈论解决了具有

竞争关系领导者的多智能体协同控制问题, 例如文

献 [11-12]分别针对具有两个和多个领导者的多智

能体系统, 构建了非合作博弈模型并提出均衡拓扑

的概念, 利用矩阵论和图论等分析得到交互拓扑成

为均衡拓扑的充要条件; 文献 [13]研究了 Friedkin-
Johnsen网络中的多领导者竞争问题, 提出了一种纳

什均衡求解算法; 文献 [14]将两个领导者对跟随者

的权重分配竞争建模为非零和博弈, 提出了两种纳

什均衡求解算法; 文献 [15]将传统包围控制问题重

构为图博弈模型, 建立全局纳什均衡求解框架, 通过

博弈视角处理了多智能体系统中的分布式优化问题;
文献 [16]将包围控制模型应用于社交观点引导, 提
出了由常规智能体去中心化获取群体领导者所设定

目标分布的框架, 使得普通个体能够最大化实现期

望分配; 文献 [17]构建了信息传播模型并研究了两

个顽固智能体之间的竞争问题, 利用零和博弈理论

给出了该博弈实现纳什均衡的充要条件.
不可忽视的是, 上述研究大多聚焦于无符号网

络, 即智能体之间为合作关系. 事实上, 兼具合作和

竞争特性的符号网络能够更加精确地模拟现实系统,
但目前针对符号网络利用博弈论研究具有竞争领导

者的协同控制问题的成果鲜有报道. 受此启发, 本文

针对符号网络下的离散多智能体系统, 利用博弈理

论研究具有多个竞争领导者的包围控制问题, 主要

工作如下:
1) 基于领导者-跟随者框架, 针对具有离散时间

动力学的多智能体系统, 构建非合作博弈模型, 将两

组具有竞争关系的领导者作为参与博弈的玩家, 每
个玩家的目标是调整自身策略以吸引跟随者, 从而

尽可能缩小跟随者与自身最终状态之间的距离. 与
文献 [11-14]相比, 本文考虑的符号网络能够更真实

地模拟实际系统中的竞争交互场景, 应用范围更广;
同时考虑到两组领导者之间存在信息交互, 普适性

更强; 此外, 相较于连续时间系统, 离散时间模型更

贴近实际通信网络的采样特性, 能够有效模拟通信

信号的异步传输特性, 适用场景更全面.
2) 分析该博弈的相关性质并提出玩家优化自身

利益的决策策略. 从拓扑结构角度出发, 证明当存在

领导者到跟随者根顶点的有向路径时, 该博弈等价

于双人零和博弈; 领导者通过合理选择跟随者并增

加正边或负边可以使跟随者最终状态更加靠近自身

最终状态. 相较于无符号网络下的连续时间系统, 符
号网络下的离散时间系统中收益矩阵具有负权重且

变化更加复杂, 为博弈均衡的分析和求解带来新的

挑战. 本文所提分析方法较现有方法 (文献 [12]性
质 4、文献 [17]定理 3)更加具体, 不同于现有方法

中跟随者的任意选择机制, 本文根据跟随者对应的

拓扑结构特征进行合理判断, 为玩家提供更精准的

策略调整依据, 从而合理优化自身利益.
3) 针对结构平衡网络, 将跟随者划分为两组, 分

析得到玩家收益之比与两组跟随者数目以及跟随者

之间负边数目的关系. 与文献 [17]仅考虑领导者与

跟随者的连接边权重符号为正的情况相比, 本文考

虑的情况更加广泛, 结果更具有一般性. 特别地, 针
对有向树图, 给出判断策略是否为纳什均衡解的方

法, 与文献 [12]中考虑的无符号有向树相比, 即使两

个玩家的策略都包含跟随者连接拓扑的根顶点, 博
弈也不一定达到纳什均衡, 该结论揭示了网络拓扑

中符号属性对博弈均衡的重要影响, 为博弈分析提

供新的理论见解. 
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1    预备知识 

1.1    符号介绍

R Rn Rn×n N n

n× n In = {1,
2, . . . , n} Im = [e1, e2, . . . , em] m

ei ∈ Rm i = 1, 2, . . . ,m

1n 0n n |S|
S S1\S2 S1 S2

|x| x ∈ R 0

b ∈ Rn diag{b} n×n

b sign(b) b

A ∈ Rn×m Aij A i

j Ai,: A:,j A i

j Aij ⩾ 0 Aij > 0 A

A ⩾ 0 A > 0

令 ,  ,  ,  分别表示实数,  维实向量,
阶实数矩阵和自然数的集合 . 符号

.  表示 阶的单位矩

阵, 其中 ( )表示单位基向量.
( )表示所有分量都为 1(0)的 维列向量;  表

示集合 的基数 ,  表示集合 与 的差集 ;
表示 的绝对值; 符号 表示阶数适配的零矩

阵; 对于向量 ,  表示一个 的对角

矩阵, 其对角元素是 的分量,  表示向量 的符

号函数; 对于矩阵 ,  表示 的第 行、第

列的元素,  和 分别表示矩阵 的第 行和第

列, 当 ( )时, 称 是非负 (正)矩阵,
记作 ( ). 

1.2    图论知识

G = (V, E ,A) V = {v1,
v2, . . . , vn} E ⊆ V × V
A = [aij] ∈ Rn×n aij = 1

aij = −1 (vj, vi) vj vi

vi vj Nvi = {j ∈ In|(vj, vi) ∈ E}
vi N+

i = {j ∈ In|(vj, vi) ∈ E , aij > 0,

i ̸= j} vi N−
i = {j ∈ In|(vj,

vi) ∈ E , aij < 0, i ̸= j} vi

G vi vj vi0 vi1 . . . vim

vi = vi0 vj = vim (vir , vir+1
) ∈

E 0 ⩽ r ⩽ m− 1 ∀vi, vj ∈ V i ̸= j

vi vj

G vj vi vj ∈
R(i) R(i) ⊆ V vi vi

din
i =

n∑
j=1

|aij| dout
i =

n∑
j=1

|aji|

G vi G
vi vj vj ∈ V j ̸= i G

G vi G
vi Gs = (Vs, Es,As)

Vs ⊆ V Es ⊆ E Gs G Gs

NGs
= {vj|(vj, vi) ∈ E ,∀vi ∈ Vs, ∀vj ∈ V\

Vs}

考虑有向符号图 . 其中: 
和 分别表示顶点集和边集 ;

表示邻接矩阵,  表示正边,
表示负边. 对于边 ,  为 的父顶点,

为 的子顶点.  表示节

点 的邻点集, 
表示节点 的正邻点集, 

表示节点 的负邻点集 . 图
中 到 的有向路径是由不同顶点 , , , 

组成的序列. 其中:  ,  , 
,  . 如果对于 ,  , 均

存在一条从 开始, 到 结束的有向路径, 则称图

是强连通的, 此时称 为 的可达节点, 记为

, 其中 为 的可达集. 顶点 的入度和

出度分别表示为  和 . 给

定一个符号图 , 如果存在一个顶点 , 使得 从

到 ( ,  )都有路径, 则称 包含一个生

成树; 若 是基于 的连通无环图, 则称 是一个有

向树图,  是根顶点. 对于符号图 ,
如果 ,  , 则称 为 的子图,  的邻点

集 记 作

.
G V

V1 V2 V = V1

∪
V2 V1∩

V2 = ∅

定义 1[8]
　 给定一个符号图 , 若 能被划分为

互不相交的两个子集 和 , 即 , 
, 且满足

aij

{ ⩾ 0, vi, vj ∈ Vq, q ∈ {1, 2};
⩽ 0, vi ∈ Vq, vj ∈ Vr, q ̸= r, q, r ∈ {1, 2}.

G V V1 V2则称 是结构平衡的,  被划分为 和 两个胞腔. 

1.3    零和博弈

G = (P,S,U)
P = {P1,P2} P1 P2

S1 = {s1, s2, . . . , sh} S2 = {s′1, s′2,
. . . , s′t} S = S1 × S2 P1 si ∈
S1 P2 s′j ∈ S2

(si, s
′
j) P1 P2 u1(si,

s′j) u2(si, s
′
j) U = {u1, u2}

令 表示一个双人有限零和博弈,
其中 表示玩家集. 玩家 和 的有限

策略集分别为 和 
, 则 ; 当玩家 选择策略

, 玩家 选择策略 时, 所构成的纯策略对

为 , 此时玩家 和 的收益分别记为

和 ,  表示收益集合.

G ∀(s1, s′2) ∈ S1×
S2 u1(s1, s

′
2) + u2(s1, s

′
2) ≡ c c

G

引理 1[18]
　在博弈 中 , 对于

, 如果 , 其中 表示一个

固定常数, 则 等价于双人有限零和博弈. 

2    模型构建 

2.1    网络模型

n

G vi

考虑一个由 个具有一阶离散时间动力学的智

能体组成的系统, 智能体之间的通信交互采用符号

图 描述, 智能体 的动力学描述如下:

xi(k + 1) = xi(k) + ui(k), i ∈ In, k ∈ N. (1)

xi(k), ui(k) ∈ R vi k其中:  分别表示智能体 在 时刻的

状态和控制输入.
G W ∈

Rn×n ∀vi ∈ V wii =
∑
j ̸=i

|aij|
/(

2
n∑

j=1

|aij|
)

wij = aij

/(
2

n∑
j=1

|aij|
)
, j ̸= i

n∑
j=1

|wij|=1 aij∈R

vi vj

定义 2[10]
　给定一个符号图 , 定义矩阵

. 其中: 对 ,  ,

,  , 

表示智能体 与 之间的信息交互权重.
vi i ∈ In对于智能体 ( ), 设计如下控制协议:

ui(k) =
∑

j∈Nvi

wij[xj(k)− sign(wij)xi(k)]. (2)

G vi

G Gs NGs
= ∅ Gs

定义 3[9]
　给定一个符号图 , 若智能体 包含

在 的某个强连通子图 中, 且 , 则称 中

所有节点对应的智能体为领导者, 否则为跟随者.
G m Vl = {vi|i

∈ L} Gl

Vf = {vj|j ∈ F} Gf

L
∪
F = In L

∩
F = ∅ |L| = m |F | = n−

m

不失一般性, 假设 中前 个智能体

为领导者, 其交互关系用 表示, 其余智能体

为跟随者, 其交互关系用 表示.
其中:  ,  ,  , 
.

Gl假设 1　 是强连通的结构平衡图, 每个跟随者

至少存在一条从领导者到该节点的有向路径.
Vl Vl1 =

{vi|i ∈ L1} Vl2 = {vj|j ∈ L2} L = L1

∪
L2 L1

∩
L2 = ∅ |L1| = m1 |L2| = m2

Gl1 Gl2 A

此时 被划分为两个互不相交的子集

和 , 且满足

,  ,  ,  , 分别用

、 表示其交互关系. 根据定义 3可将矩阵 划

分为
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A =

[
Al 0
Alf Af

]
=

 Al1 Al2l1 0
Al1l2 Al2 0
Alf1 Alf2 Af

 .
Alg ∈ Rmg×mg Af ∈ R(n−m)×(n−m)

Glg Gf Al1l2 Al2l1 Vl1 Vl2

Alfg ∈ R(n−m)×mg Vlg

Vf g = 1, 2

其中:  和 分别表 示
和 的邻接矩阵 ,  和 描述了 与

之间的通信交互关系,  描述了

与  之间的通信交互关系,  .
W进一步, 将矩阵 划分为

W =

[
Wl 0
Wlf Wf

]
=

 Wl1 Wl2l1 0
Wl1l2 Wl2 0
Wlf1 Wlf2 Wf

 .
Wl ∈ Rm×m Wf ∈ R(n−m)×(n−m) Wlf ∈

R(n−m)×m Wlfg ∈ R(n−m)×mg g = 1, 2

其 中 :  ,  , 
,  ,  .

G L对应地, 图 的拉普拉斯矩阵 表示为

L = In −W =

[
Ll 0
Llf Lf

]
=[

Im −Wl 0
−Wlf In−m −Wf

]
.

Ll ∈ Rm×m Lf ∈ R(n−m)×(n−m) Llf ∈
R(n−m)×m

其 中 :  ,  , 
.

x(k + 1) = [x1(k + 1), x2(k + 1), . . . , xn(k

+1)]T ∈ Rn

令

, 则系统 (1)在协议 (2)下可重写为

x(k + 1) = (In − L)x(k). (3)

x(k + 1) = [xT
l (k + 1), xT

f(k + 1)]T xl(k+

1) = [x1(k + 1), x2(k + 1), . . . , xm(k + 1)]T xf(k

+1) = [xm+1(k + 1), xm+2(k + 1), . . . , xn(k + 1)]T

令 , 

, 
.

此时系统 (3)可重写为{
xl(k + 1) = (Im − Ll)xl(k),

xf(k + 1) = (In−m − Lf)xf(k)− Llfxl(k).
(4)

定义 4[10]
　 对于系统 (3), 如果跟随者智能体最

终状态满足形式

lim
k→∞

[|xj(k)| −max
i∈L

|xi(k)|] ⩽ 0, j ∈ F, (5)

则称该系统实现二分包围控制.
P

Ppr = pr pT
l P = pT

l pl

pr pT
rpl = 1 lim

k→∞
P k = prp

T
l

引理 2[19]
　设 是一个非负 primitive矩阵 , 对

于其满足 ,  的左特征向量 和右

特征向量 , 若 , 则 .

引理 3　 令假设 1成立, 则系统 (3)中的领导者

最终状态实现了二分一致.
Gl

D = diag{d1, d2, . . . , dm}
L|l| = DLlD L|l| Gl

di = 1 i ∈
L1 di = −1 i ∈ L2 Wl = Im − Ll |Wl|
= Im − L|l| |Wl| |Wl|1m = 1m

证明　因为 是强连通结构平衡图, 所以存在

一个 Gauge变换矩阵 使得

是行和为 0的对角占优矩阵且 是

对应的无符号图的拉普拉斯矩阵. 其中:  , 
,  ,  . 已知 , 则

,  为非负矩阵. 又因为

−L|l|1m = 1m |Wl| 1m

λ1 = 1 Gl L|l|

|Wl|

λi(|Wl|) ⩽ 1 |Wl|
|Wl| v |Wl|

1T
mv = 1

lim
k→∞

|Wl|k = 1mv
T xl(k) = |Wl|kxl(0)

lim
k→∞

xl(k) = lim
k→∞

Dxl(k) = lim
k→∞

D|Wl|kDxl(0) =

D1mv
TDxl(0) a ∈ L1 b ∈ L2

lim
k→∞

xa(k) = − lim
k→∞

xb(k)

, 则 的行和为 1且向量 是特征

值 对应的右特征向量. 当 是强连通时, 
是不可约矩阵, 其所有特征值均非负且 0是其代数

重数为 1的特征值, 此时 不可约且存在一个代

数重数为 1的特征值 1. 进而根据盖尔圆盘定理可得

, 即 仅有一个模为 1的极大特征

值, 故 是一个非负 primitive矩阵. 令 是 的

一个非零左特征向量且满足 , 由引理 2可知

.  又 ,  则 有

 

. 因此 , 对于 ,  , 存在

, 即系统  (3)中的领导者

的最终状态实现了二分一致. □
In−m −Wf

Wf

(In−m −Wf)
−1Wlf

引理 4[10]
　令假设 1成立, 则 的所有

特征值均具有正实部,  的所有特征值的模值都小

于 1且 中每一行元素的绝对值

之和不大于 1.
引理 5　令假设 1成立, 则系统 (3)实现包围控

制.
z(k) ≜ xf(k) + L−1

f Llfxl(k)证明　记 . 由式 (3)

和 (4)可得

z(k + 1) = xf(k + 1) + L−1
f Llfxl(k + 1) =

(In−m − Lf)xf(k)− Llfxl(k)+

L−1
f Llf(Im − Ll)xl(k) =

(In−m − Lf)z(k)− L−1
f LlfLlxl(k).

lim
k→∞

Llxl(k) = vTDxl(0)D
−1·

[DLlD1m] = 0 Wf

In−m −Wf

lim
k→∞

z(k) = 0

由引理 3可知 , 

, 又由引理 4可知 的所有特征值

的模均小于 1, 因此 是舒尔稳定矩阵, 根
据输入-状态稳定定理

[20]
可得 , 则

lim
k→∞

xf(k) = −L−1
f Llfxl(k) =

(In−m −Wf)
−1Wlfxl(k). □

 

2.2    博弈模型

Gl1l2

对于多智能体系统 (3), 建立如下博弈模型

:
Vl1 Vl2

P = {Vl1 ,Vl2}
1) 玩家: 令 和 为参与博弈的两个玩家, 即

.
Vlg Vf

m Vlg Sg≜{sg|sg=
Alfg1mg

=[sg1 , sg2 , . . . , sg(n−m)
]T 1⩽1T

n−m|Alfg |1mg

⩽ m} g = 1, 2 sgi Vlg vi ∈ Vf

2) 策略: 玩家 独立选择 中的跟随者最多通

过 条边进行连接, 即玩家 策略集为

, 

,  , 其中 表示 对跟随者 影

响的总和.
Vlg ug(s1, s2)

≜
∑
j∈F

χjg χjg vj Vlg

3) 收益: 玩家 的收益函数定义为

, 其中 表示跟随者 的最终状态与
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中的领导者的最终状态之间的距离.
ug(s1, s2) Vlg

Gl1l2 Vlg

注 1　 表示所有跟随者与玩家  最

终状态之间的距离之和, 在 中, 玩家 旨在最

大化自身影响力, 其策略目标是最小化所有跟随者

与自身之间的距离.
Gl1l2

∀(s1, s2) ∈ S1 × S2 (s∗1, s
∗
2)

定义 5[14]
　在双人有限零和博弈 中, 对于

, 如果 满足形式{
u1(s

∗
1, s

∗
2) ⩽ u1(s1, s

∗
2),

u2(s
∗
1, s

∗
2) ⩽ u2(s

∗
1, s2),

(s∗1, s
∗
2)则称 是该博弈的纳什均衡解.

 

3    主要结论 

3.1    博弈的纳什均衡

Gl1l2 Gl

Gf Vl1 Vl2

2(n−m)|x∗(k)| |x∗(k)| =
| lim
k→∞

xa(k)| = | lim
k→∞

xb(k)| a ∈ L1 b ∈ L2

性质 1　对于 , 当 是强连通的结构平

衡图, 且 中包含一个生成树时, 玩家 和 的收

益之和不小于 . 其中 : 

,  ,  .

Gf Gf

Gf

Vfr = {vi|i ∈ Fr} Gf Vfnr
= {vj|

j ∈ Fnr
} F = Fr

∪
Fnr

Fr

∩
Fnr

= ∅ |Fr| =
nr |Fnr

|=n−m−nr Alfg = [Alfgr ,Alfgnr ]
T

Alfgr ∈ Rnr×mg Alfgnr
∈ R(n−m−nr)×mg sg = [sgr ,

sgnr
]T sgr ∈ Rnr sgnr

∈ R(n−m−nr)

证明　当 中包含一个生成树时, 可知 存在

一个根顶点集, 不失一般性, 假设 的根顶点集为

,  的非根顶点集为

, 且 ,  , 
,  . 此时 ,

,  , 

,  ,  . 下面根据领导

者的选择和跟随者最终状态的可能性, 分 3种情况

进行讨论.
s∗1r ̸= 0 s∗2r ̸= 0

∀j ∈ F lim
k→∞

xj(k) ∈
[−|x∗(k)|, |x∗(k)|] Vf

Vl1 Vl2

lim
k→∞

xj(k) = lim
k→∞

[αjxa(k) + βjxb(k)]

情况 1　当 或者 时, 假设 1成立.

此时 , 由引理 5可知 , 对于 , 

, 即 中智能体的最终状态轨迹

会被约束在由 和 状态轨迹所张成的对称区间

内 , 且这两条轨迹的模相等但是符号相反 , 因此

, 其中

α = [αm+1, . . . , αn]
T = (In−m −Wf)

−1Wlf11m1
,

β = [βm+1, . . . , βn]
T = (In−m −Wf)

−1Wlf21m2
.

k → ∞ vj Vl1

Vl2 χj1 χj2

当 时 , 记跟随者 的最终状态与 和

中领导者最终状态之间的距离分别为 和 ,
即 χj1 ≜ lim

k→∞
|(1− αj)xa(k)− βjxb(k)|,

χj2 ≜ lim
k→∞

|(1− βj)xb(k)− αjxa(k)|,
(6)

χj1 + χj2 = 2|x∗(k)| u1(s1, s2) + u2(s1, s2)

= 2(n−m)|x∗(k)|
则 , 此时

.

s∗1r = s∗2r = 0 ∀j∈F lim
k→∞

xj(k)

∈ [−|x∗(k)|, |x∗(k)|]
情况 2　 当 , 对于 , 

时, 证明同情况 1.

s∗1r = s∗2r = 0

vj ∈ Vf lim
k→∞

xj(k) /∈ [−|x∗(k)|, |x∗(k)|]
lim
k→∞

xj(k) > |x∗(k)| χj1 + χj2 = ( lim
k→∞

xj(k)−
|x∗(k)|) + ( lim

k→∞
xj(k) + |x∗(k)|) = 2 lim

k→∞
xj(k) >

2|x∗(k)| lim
k→∞

xj(k) < −|x∗(k)| χj1+

χj2 = 2| lim
k→∞

xj(k)| > 2|x∗(k)| u1(s1, s2)+

u2(s1, s2) > 2(n−m)|x∗(k)|

情况 3　 当 且至少存在一个跟随

者 使得 时, 如

果 , 则

 

; 同理, 如果 , 则

,  此 时

.
(s1, s2) ∈ S1 × S2

u1(s1, s2) + u2(s1, s2) ⩾ 2(n−m)|x∗(k)|
Gl1l2 Vl1 Vl2 2(n−

m)|x∗(k)|

综上所述 , 对于所有 , 均有

成立 , 即
对于 , 玩家 与 的收益之和不小于

. □
Gl1l2性质 2　令假设 1成立, 博弈 满足如下性质:

Gl1l21)  等价于零和博弈;
∀(s1, s2) ∈ S1 × S2 s1 = s2 u1(s1, s2)

= u2(s1, s2) ∀j ∈ F lim
k→∞

xj(k) = 0

2)  , 若 , 则
, 且对于 ,  ;

(s1, s2) ∈ S1 × S2 u1(s1, s2) =

u2(s2, s1)

3)  对 于 所 有 , 
.

∀(s1, s2) ∈ S1 × S2 u1(s1, s2) + u2(s1, s2)

= 2(n−m)|x∗(k)| Gl1l2

证明　1) 当假设 1成立时, 由性质 1的情况 1可
知 , 对于 , 

. 此时由引理 1可知,  等价

于零和博弈.
ρs1s2

Vl1 Gl1l2

2) 由式 (6)的构造比例系数 来描述玩家

的收益在总收益中的占比, 用于反应其在 中

的相对竞争优势, 其中

ρs1s2 ≜ u1(s1, s2)

u1(s1, s2) + u2(s1, s2)
=

∑
j∈F

|αj − βj − 1|
2

=

1T
n−m|[(In−m−Wf)

−1(Wlf11m1
−Wlf21m2

)−1n−m]|
2(n−m)

.

∀g = 1, 2 ζg ≜ (In−m −Wf)
−1Wlfg1mg

= [ζg1 , ζg2 , . . . , ζgn−m
]T ∀j ∈ F

|ζ1j |+ |ζ2j | ⩽ 1 ζ1j − ζ2j ⩽ |ζ1j − ζ2j | ⩽ |ζ1j |+
|ζ2j | ⩽ 1 |(In−m −Wf)

−1(Wlf11m1
−Wlf21m2

)|
⩽ 1n−m

对于 , 记

, 由引理 4可知, 对于 ,

, 则 

, 即

. 因此

ρs1s2 =

1T
n−m[1n−m−(In−m−Wf)

−1(Wlf11m1
−Wlf21m2

)]

2(n−m)
.

Vl1 Vl2 u1(s1,

s2) = 2(n−m)ρs1s2 |x∗(k)| u2(s1, s2) = 2(n−m)(1

−ρs1s2)|x∗(k)| s1 = s2 Wlf11m1
= Wlf21m2

ρs1s2 =
1

2
∀j ∈ F lim

k→∞
xj(k) = 0

此时 ,  和 的收益函数可被重写为

, 
. 当 时 ,  ,

所以 , 则对于 ,  .

u1(s1, s2)=2(n−m)ρs1s23) 由性质 2中 2)可知
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·|x∗(k)| u2(s2, s1)=2(n−m)(1−ρs2s1)|x∗(k)|

ρs1s2 =
1T
n−m[1n−m−(In−m−Wf)

−1(Wlf11m1
−Wlf21m2

)]

2(n−m)

ρs2s1 =
1T
n−m[1n−m−(In−m−Wf)

−1(Wlf21m2
−Wlf11m1

)]

2(n−m)
=

1−ρs1s2 (s1, s2) ∈ S1 × S2 u1(s1, s2) =

u2(s2, s1)

,  . 又有

,

 

, 则对于所有 , 
. □

Gl1l2 Vl1

ρs1s2 Vl2 ρs1s2

注 2　 在 中, 玩家 的策略目标是最小化

, 而玩家 的策略目标是最大化 . 这种博

弈可以用来阐明一些关于社交网络和工程实践中的

现象, 例如在企业间的相互竞争中, 企业通过广告投

放争夺消费者占比, 消费者的购买偏好会因营销强

度动态变化; 在多机器人协作系统中, 两组任务分配

中心通过通信链路吸引机器人优先执行自身任务,
争夺机器人资源分配.

Gl1l2 Vl2

Vl1 1T
n−m(I −Wf)

−1ej

< 0 1T
n−m(I −Wf)

−1ej > 0

j ∈ In−m

定理 1　给定 , 令假设 1成立, 当玩家 策

略不变时, 玩家 可以选择满足

的智能体增加负边或 的

智能体增加正边来减小自身的收益, 其中 .
Gl1l2 Vl1 Vl2

s1=[s11 , s12 , . . . , s1(n−m)
]T s2=[s21 , s22 , . . . ,

s2(n−m)
]T Vl2 Vl1

Vl1 Vf

s′1 = s1 + pj pj = ±ej j ∈ In−m K ′ =

diag
{ 1

2din
m+1

,
1

2din
m+2

, . . . ,
1

2(din
m+j + 1)

, . . . ,
1

2din
n

}
din
m+j Vl1 vm+j

证明　在 中, 假设 和 原来的策略分

别为 和

. 当 的策略固定不变时,  增加一条从

到 的边 (边权符号未知), 不失一般性, 假设此

时 . 其中:  ,  . 令

,

其中 是玩家 策略没改变前顶点 的入度,

此时

ρs′1s2
=

1T
n−m[1n−m−(In−m−W ′

f)
−1(W ′

lf1
1m1

−W ′
lf2
1m2

)]

2(n−m)
.

τs′1s2 ≜1T
n−m(In−m−W ′

f)
−1(W ′

lf1
1m1

−W ′
lf2

·1m2
)

记

, 根据矩阵求逆公式
[21]

可知

(In−m −W ′
f)

−1 =(1
2
In−m −K ′Af

)−1

=[1
2
In−m −

(
K−diag

{ 1

2din
m+j(d

in
m+j+1)

ej
})

Af

]−1

=(1
2
In−m −KAf

)−1[
In−m − ϕ−1·

diag
{ 1

2din
m+j(d

in
m+j+1)

ej
}
Af

(1
2
In−m−KAf

)−1]
.

ϕ−1 =
[
In−m + diag

{ 1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej
}
Af

·
(1
2
·In−m −KAf

)−1]−1

K=diag
{ 1

2din
m+1

,
1

2din
m+2

,

. . . ,
1

2din
n

}
Af = [āij](n−m)×(n−m)

其中: 

, 

  ,  .

(1
2
In−m −KAf

)−1

≜ [lij](n−m)×(n−m)记 , 则

diag
{ 1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej
}
Af

(1
2
In−m−KAf

)−1

=

1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej[r1, r2, . . . , rn−m],

ri =
n−m∑
k=1

ājklki r ≜ [r1, r2, . . . , rn−m]其中 . 记 , 则根

据 Sherman-Morrison公式可得

ϕ−1 = In−m − 1

2din
m+j(d

in
m+j + 1) + rj

ejr.

ψ ≜ ϕ−1diag
{ 1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej
}
Af =

1

2din
m+j(d

in
m+j + 1) + rj

ej[āj1, āj2, . . . , āj(n−m)]

此时 , 记  

, 则

τs′1s2 = 1T
n−m(In−m−W ′

f)
−1(W ′

lf1
1m1

−W ′
lf2
1m2

)·

1T
n−m

(1
2
In−m −KAF

)−1[
In−m − ψ

(1
2
I−

KAF

)−1]
(Wlf11m1

−Wlf21m2
+ µej),

µ = eTj [(W ′
lf1
1m1

−W ′
lf2
1m2

)− (Wlf11m1
−

Wlf21m2
)] M ≜ 1T

n−m(In−m −Wf)
−1 = 1T

n−m·(1
2
In−m−KAf

)−1

τs1s2 =M(Wlf11m1
−Wlf21m2

)

其 中  

.  记

, 则 ,

此时

τs′1s2 − τs1s2 =

Mµej −Mψ
(1
2
In−m −KAf

)−1

(Wlf11m1
−

Wlf21m2
)−Mψ

(1
2
In−m −KAf

)−1

µej =

µM:,j −
M:,jrj

2din
m+j(d

in
m+j + 1) + rj

µ−

M:,j(āj1η1 + āj2η2 + . . .+ āj(n−m)η(n−m))

2din
m+j(d

in
m+j + 1) + rj

=

M:,j

[
2din

m+j(d
in
m+j + 1)µ−

n−m∑
i=1

ājiηi
]

2din
m+j(d

in
m+j + 1) + rj

,

η = ζ1 − ζ2 = [η1, η2, . . . , ηn−m]
T其中 .

Vl1 Vf下面根据从 到 的新增加边的边权符号不

同, 分两种情况进行讨论.

K −K
′
= diag

{ 1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej
}

注意到,  ,

且有{
W ′

lf1
1m1

=K
′A′

lf1
1m1

,W ′

lf2
1m2

=K
′Alf21m2

;

Wlf11m1
=KAlf11m1

,Wlf21m2
=KAlf21m2

.

Vl1 A′

lf1
1m1

−Alf11m1
= ej1)  加正边, 则 , 此时
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
W ′

lf2
1m2

−Wlf21m2
= − (Alf2)j,:1m2

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej;

W ′

lf1
1m1

−Wlf11m1
=
din
m+j − (Alf1)j,:1m1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej.

µ =
din
m+j − (Alf1)j,:1m1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

+
(Alf2)j,:1m2

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

|ηi| ⩽ 1 (āj1η1 + āj2η2+

. . .+ āj(n−m)η(n−m))⩽
n−m∑
i=1

|ājiηi| 2din
m+j(d

in
m+j+

1)µ−
n−m∑
i=1

ājiηi = din
m+j − (Alf1)j,:1m1

+ (Alf2)j,:1m2
−

n−m∑
i=1

ājiηi ⩾ 0 M:,j = 1T
n−m(In−m −Wf)

−1ej > 0

τs′1s2 ⩾ τs1s2 ρs′1s2 ⩽ ρs1s2 Vl1

因此 .

由性质 2中 2)可知 , 因此

, 则

 

. 当

时,  ,  , 玩家 收益减小.
Vl1 A′

lf1
1m1

−Alf11m1
= −ej2)  加负边 , 则 , 此

时有
W ′

lf2
1m2

−Wlf21m2
= − (Alf2)j,:1m2

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej;

W ′

lf1
1m1

−Wlf11m1
=

−din
m+j − (Alf1)j,:1m1

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

ej.

µ =
−din

m+j − (Alf1)j,:1m1
+ (Alf2)j,:1m2

2din
m+j(d

in
m+j + 1)

2din
m+j(d

in
m+j + 1)µ−

n−m∑
i=1

ājiηi = −din
m+j−

(Alf1)j,:1m1
+ (Alf2)j,:1m2

−
n−m∑
i=1

ājiηi ⩽ 0 M:,j

= 1T
n−m(In−m −Wf)

−1ej<0 τs′1s2 ⩾ τs1s2 ρs′1s2

⩽ ρs1s2 Vl1

因此 ,

进而有    

. 当  

时 ,  , 

, 玩家 收益减小.
ηi ∈ (−1, 1) Vl2

Vl1 1T
n−m(I −Wf)

−1ej < 0

1T
n−m(I −Wf)

−1ej > 0

ηi = 1(−1)

Vl1 1T
n−m(In−m −Wf)

−1ej < 0(> 0)

综上所述: 当 时, 玩家 策略不变,
玩家 可以选择满足  的智

能体增加负边或 的智能体增

加正边来减小自身的收益; 当  时, 玩家

选择满足 的智

能体增加负边 (正边)来减小自身的收益. 如果满足

该条件的智能体不存在, 则意味着两位玩家都不能

通过单方面改变策略减小自己的收益, 此时博弈达

到均衡. □ 

3.2    结构平衡网络

Gl Gf

Vf Vf1

Vf2 Vf = Vf1

∪
Vf2 Vf1

∩
Vf2 = ∅ Vfb

=

{vi|i ∈ Fb} b = 1, 2 |Fb| = nb

2∑
b=1

|Fb| = n−m

Wf

下面考虑 和 均为强连通且结构平衡的特殊

情况, 此时 能被划分为互不相交的两个子集

和 ( ,  ). 其中: 

,  ,  ,  .

相应地, 矩阵 可被划分为如下形式:

Wf =

[
Wf1 Wf2f1

Wf1f2 Wf2

]
.

Wfb
∈ Rnb×nb Wf2f1 ∈ Rn1×n2这里:  ,  .

Gl1l2 Vl1 Vf1 Vl2

Vf2

定理 2　对于 , 当玩家 只选择 且

只选择 进行连接时, 以下结论成立:

s1 ⩾ 0 s2 ⩾ 0
u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=
n2

n1

1) 当 ,  时,  .

s1 ⩽ 0 s2 ⩽ 0
u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=
n1

n2

2) 当 ,  时,  .

s1 ⩾ 0 s2 ⩽ 0
u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=

−1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)−1p

p = [p1,

p2, . . . , pn−m]
T pi =

∑
j∈N−

i+m

∩
F

a(i+m)j

din
i+m

3)  当 ,  时 ,  有

. 其中 : 

,  .

s1 ⩽ 0 s2 ⩾ 0
u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

−1T
n−m(In−m −Wf)−1p

4)  当 ,  时 ,  有

.

lim
k→∞

xf(k) = (In−m−
Wf)

−1Wlfxl(k) |Wlf |1m

+|Wf |1n−m = 1n−m |Wlf |1m = (In−m − |Wf |)·
1n−m (In−m − |Wf |)−1|Wlf |1m = 1n−m

D = diag{d1, d2, . . . ,dn−m}
(In−m −Wf)

−1 = D(In−m−|Wf |)−1D i ∈
F1时 di = 1 i ∈ F2时 di = −1 lim

k→∞
xf(k) =

D(In−m − |Wf |)−1DWlfxl(k)

证明　由引理 5可知 , 

. 进一步 , 由定义 2可知 , 

, 则

,  . 又因为存

在 Gauge变换矩阵 使得

. 其中 : 

,  , 则有

.

s1 ⩾ 0 s2 ⩾ 0 Wlf ⩾ 0 lim
k→∞

xf(k) =

D(In−m − |Wf |)−1Wlf lim
k→∞

xa(k)1m (In−m

−|Wf |)−1|Wlf |1m = 1n−m lim
k→∞

xf(k) = D·

lim
k→∞

xa(k)1n−m

u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=
n2

n1

1) 当 ,  时 ,  , 

. 又因为 

,  则 有

, 因此 .

s1 ⩽ 0 s2 ⩽ 0 Wlf ⩽ 0 lim
k→∞

xf(k)

= −D lim
k→∞

xa(k)1n−m

u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=
n1

n2

2)  当 ,  时 ,  , 

, 因此 .

s1 ⩾ 0 s2 ⩽ 0 DWlf = |Wlf | ⩾ 0

lim
k→∞

Wlfxl(k)= lim
k→∞

xa(k)DWlf1m lim
k→∞

xf(k)

= lim
k→∞

xa(k)(In−m −Wf)
−1DWlf1m = lim

k→∞
xa(k)·

(In−m −Wf)
−1|Wlf |1m Gf

3)  当 ,  时 ,  ,

, 则有

 

. 因为 是强连通且结构平

衡的, 所以有

|Wf | =
[

Wf1 |Wf2f1 |
|Wf1f2 | Wf2

]
,[

0 Wf2f1

Wf1f2 0

]
= −

[
0 |Wf2f1 |

|Wf1f2 | 0

]
.

由此可得

|Wlf |1m = (In−m − |Wf |)1n−m =

(In−m −Wf)1n−m + 2

[
0 Wf2f1

Wf1f2 0

]
1n−m.

(In−m −Wf)
−1|Wlf |1m = 1n−m + (In−m−进而
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Wf)
−1p lim

k→∞
xa(k) ⩾ 0 u1(s1, s2) = 1T

n−m·
[ lim
k→∞

xa(k)1n−m− lim
k→∞

xf(k)] = − lim
k→∞

xa(k)1
T
n−m·

(In−m −Wf)
−1p u2(s1, s2) = lim

k→∞
xa(k)[2(n−m)

+1T
n−m(In−m −Wf)

−1p]
u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=

−1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)−1p

lim
k→∞

xa(k) ⩽

0

.  当 时 , 

 

, 

, 此时可以得到

. 当

时, 证明同上.
s1 ⩽ 0 s2 ⩾ 0 DWlf = −|Wlf | ⩽ 0

lim
k→∞

xf(k)=− lim
k→∞

xa(k)(In−m−Wf)
−1|Wlf |1m

lim
k→∞

xa(k) ⩾ 0 u1(s1, s2) = 2(n−m)

· lim
k→∞

xa(k) + lim
k→∞

xa(k) 1
T
n−m (In−m −Wf)

−1 p u2

(s1, s2) = − lim
k→∞

xa(k)1
T
n−m(In−m −Wf)

−1p

u1(s1, s2)

u2(s1, s2)
=

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

−1T
n−m(In−m −Wf)−1p

lim
k→∞

xa(k) ⩽ 0

4) 当 ,  时 ,  ,

则 .

进一步, 当 时, 

, 

. 因此

有 .

当 时, 证明同上. □

Gl1l2 Gf

vm+1 ∈ Vf1 Sg = {e1, e2, . . . , en−m}
g = 1, 2 (e1, e1) Gl1l2

∀j ∈ {2, 3, . . . , n−m} ξj ⩽ 2ξ1 + 1

ξj = κ+
jchild − κ−

jchild κ+
jchild κ

−
jchild vm+j

vm+j

vm+j ∈ Vf1
ξ1 = (|F1| − |F2| − 1)− 1

2
(κ+

jchild

−κ−
jchild + 1) vm+j ∈ Vf2 ξ1 = (|F1| − |F2| − 1)

+
1

2
(κ+

jchild − κ−
jchild + 1)

定理 3　对于博弈 , 当 是一个有向树图

( 为其根顶点)且

( )时,  是 的纳什均衡解, 当且仅

当对于 ,  . 其中:

,  ( )表示 的子顶点

中与 属于 (不属于)同一个胞腔的智能体数目.

当 时 , 

; 当 时, 

.

Gf

D=diag{d1, d2, . . . , dn−m} |Af | = DAfD

di = ±1 i ∈ In−m

证明　由于 是结构平衡图, 存在 Gauge变换

矩阵 使得 

为非负矩阵. 其中:  ,  . 由性质 2中 2)
可知

u1(e1, ej)− u2(e1, ej) =

2(n−m)|x∗(k)|(2ρe1ej − 1) =

2(n−m)·

(
2
1T
n−m[1n−m−(In−m−Wf)

−1

(1
2
e1−

1

4
ej
)]

2(n−m)
−

1
)
|x∗(k)| =

− 2|x∗(k)|1T
n−m(In−m −Wf)

−1
(1
2
e1 −

1

4
ej
)
.

又因为

In−m −Wf =
1

2
In−m −KAf =

1

2

[
In−m − diag

{ 1

din
m+1

,
1

din
m+2

, . . . ,
1

din
n

}
Af

]
,

C = diag
{ 1

din
m+1

,
1

din
m+2

, . . . ,
1

din
n

}
Af |C| ≜此时, 记 , 则

diag
{ 1

din
m+1

,
1

din
m+2

, . . . ,
1

din
n

}
DAfD u1(e1, ej)−

u2(e1, ej) = 4|x∗(k)|1T
n−mD(In−m − |C|)−1D

(1
4
ej−

1

2
e1
)

, 所以

.

Gf |C|
Vf h

Vf =
h∪

i=1

Vfti Vftp

∩
Vftq = ∅ p ̸= q

Vfti = {vo|o ∈ Fti} |Fti | = qi i, p, q ∈ {1, 2, . . . ,

h}
h∑

i=1

qi = n−m |C| = [cij] ∈

R(n−m)×(n−m)

接下来, 根据 的树状结构对矩阵 的元素进

行分析. 不失一般性,  能被划分为 个互不相交的

子集, 即 ,  ,  . 其中:

且 , 

, 则 . 此时可以将矩阵

划分为

|C| =


C1 0 . . . 0 0
C2 0 . . . 0 0
0 C3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . Ch 0

 .
C1 = 0 Ck ∈ Rqk×qk−1 Vftk−1

Vftk

(2 ⩽ k ⩽ h) (vl, vj+m) ∈ E l ∈

F cj(l−m) =
1

2
t ̸= j (vl, vt) ∈ E

l, t ∈ F c(t−m)(l−m) = 1 (In−m − |C|)−1=
∞∑
i=0

|C|i = In−m +
h−1∑
i=1

|C|i u1(e1, ej)− u2(e1, ej)

= 4|x∗(k)|1T
n−mD

(
In−m+

h∑
i=1

|C|i
)
D
(1
4
ej −

1

2
e1
)

C ≜
h−1∑
i=1

|C|i = [cij] ∈ R(n−m)×(n−m)

其中:  ,  表示 与 之间

的交互关系 . 如果存在 , 

, 则 ; 对于 , 如果存在 ,

, 则 . 又因为 

, 则

,

记 , 则

C =


C1 0 . . . 0 0
C2 0 . . . 0 0
C3C2 C3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

Ch . . . C2 Ch . . . C3 . . . Ch 0

 ,
cj1 =

1

2
vi ∈ R(j +m) c(i−m)1 =

1

2
i ∈ F 1T

n−mDCD ≜ [ξ1, ξ2, . . . , ξ(n−m)]

ξ1 =
n−m∑
i=1

did1ci1 ξj =
n−m∑
i=1

didjcij

其中 . 如果 , 则 ,

.  记 .  其 中 :

,  , 此时有

u1(e1, ej)− u2(e1, ej) = |x∗(k)|(ξj − 2ξ1 − 1).
(7)

(e1, e1) Gl1l2

∀i, j ∈ {2, 3, . . . , n−m} u1(e1,

ej) ⩽ u1(e1, e1) ⩽ u1(ei, e1) u1(e1,

e1) = (n−m)|x∗(k)| ∀(e1, ej) ∈ S1 × S2

u1(e1, ej) ⩽ (n−m)|x∗(k)| u1(e1, ej)+u2(e1,

ej) = 2(n−m)|x∗(k)| u1(e1, ej) ⩽ u2(e1, ej)

ξj ⩽ 2ξ1 + 1

必要性: 如果 是 的纳什均衡解, 则

由定义 5可知, 对于 , 

. 又由性质 2可知 

, 则对于 ,

. 因为

, 则  , 即

.
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∀j ∈ {2, 3, . . . , n−m} ξj ⩽ 2ξ1 + 1

u1(ej, e1)− u2(ej, e1) ⩾ 0 u1(e1,

ej)− u2(e1, ej) ⩽ 0 u1(e1, e1) =u2(e1, e1) =

(n−m)|x∗(k)| u1(e1, e1) ⩽ u1(ej,e1) u2(e1, e1)

⩽ u2(e1, ej) (e1, e1) Gl1l2

充分性: 当 , 

时 , 由式 (7)可知 , 

. 又因为

, 则 , 

. 因此由定义 5可得 是 的纳

什均衡解. □ 

4    仿真实例

Vl1 Vl2

Vf

例 1　以多机器人协作系统为例, 模拟两组任务

分配中心通过通信网络争夺机器人资源的场景. 将
具有竞争关系的两组任务中心 和 建模为参与

博弈的两个玩家, 第三方机器人集群 为跟随者, 两
组任务分配中心通过通信链路吸引机器人优先执行

自身任务, 围绕机器人的资源分配问题展开博弈, 其
对应的通信交互图如图 1所示.
 
 

1

2

3

4

5 6

7 8

图1   例 1 对应的多智能体系统 (3) 的通信交互

Gl Gf Vl1

= {v1, v2, v4} Vl2 = {v3} Vf = {v5, v6, v7,
v8}

Vf

Vlg Sg ≜ {sg|sg = Alfg1mg
, 1T

n−m|Alfg |1mg

= 1} g = 1, 2 xl(0) = [3,

−5, 2,−4]T

xf(0) = [−1,−5, 4, 1]T

Vl1 Vl2 Vl [−2,

−2, 2,−2]T Gl1l2 Vl1

(e1,

e1)

(s1, s2) ∈ S1 × S2 u1(s1, s2) = u2(s2, s1)

Gl1l2

(e3, e1)

u1(s1, s2) = 8.80 u2(s1,

s2) = 7.20 1T
n−m(I −Wf)

−1 =
[12
5
,−6

5
,
4

5
,2
]

在图 1中: 领导者和跟随者的通信交互分别用

和 表示, 实线和虚线分别表示正边和负边. 玩家

,  , 跟随者

. 领导者可通过增加正边引导机器人执行己方任

务, 也可通过负边削弱对手通信链路. 假设玩家独立

选择 中的跟随者通过 1条边进行连接 , 即玩家

策略集为

,  . 设领导者的初始状态为

, 其中正值表示中心成员倾向于吸引机

器人执行己方任务, 负值表示中心成员倾向于干扰

机器人执行对方任务, 其绝对值反映控制力强度. 设
跟随者的初始状态为 , 它反

映了机器人当前执行任务的偏好, 负值表示优先响

应 , 正值表示优先响应 ,  的最终状态为

,  的收益矩阵 (用 收益显示 )如
表 1所示. 由表 1可以看出, 该博弈的纳什均衡点为

, 说明双方的吸引和干扰策略强度达到平衡时,
系统状态轨迹如图 2(a)所示, 双方都无法通过单方

面改变自己的策略获得更好的收益, 并且对于所有

,  , 这与性

质 2相符 . 进一步 , 假设 中原先的策略对为

, 该策略对下领导者和跟随者的状态轨迹如

图 2(b)所示. 通过计算可得 ,

,  . 当

Vl2 Vl1 v5 v7 v8

v6 u1(s1, s2)

7.43 8.57 7.60 8.00

Gf (e3, e1)

u1(s1, s2) = 6.67 u2(s1, s2) =9.33

Vl1 v5 v8

u1(s1, s2) 4.00 4.57 4.80

6.00 Gf v6 u1(s1,

s2) 9.33

策略保持不变时,  考虑吸引智能体 ,  ,  中

的一个执行己方任务 (加正边), 或者干扰智能体

执行对方任务 (加负边)时,  分别减小为

,  ,  ,  , 上述结果验证了定理 1的有

效性. 当 是无符号图时, 策略对 下计算可

得 ,  , 根据文献 [12]

的性质 4可知, 如果 向 到 中的任意一个智能

体加正边, 则 分别减小为 ,  ,  ,

, 然而当 是符号图时, 如果向 加正边, 则

将增大为 , 该方法不再适用.
 
 

Gl1l2
表1     博弈 的收益矩阵

S1

S2

e1 −e1 e2 −e2 e3 −e3 e4 −e4
e1 8.00 6.00 5.60 7.20 7.20 6.40 7.33 5.33

−e1 10.00 8.00 8.80 10.40 9.60 8.80 10.67 8.67
e2 10.40 7.20 8.00 10.00 9.60 8.80 10.00 8.00

−e2 8.80 5.60 6.00 8.00 7.20 6.40 8.00 6.00
e3 8.80 6.40 6.40 8.80 8.00 8.00 8.67 6.67

−e3 9.60 7.20 7.20 9.60 8.00 8.00 9.33 7.33
e4 8.67 5.33 6.00 8.00 7.33 6.67 8.00 6.67

−e4 10.67 7.33 8.00 10.00 9.33 8.67 9.33 8.00
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(a)   博弈均衡时对应的系统状态轨迹
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(b)   博弈非均衡时对应的系统状态轨迹

leaders of v l1

leaders of v l2

followers of v f

图2   例 1 对应的多智能体系统 (3) 的系统状态轨迹
 

Vl1 = {v1, v2,
v4} Vl2 = {v3} Gf n1 = 2 n2

= 3 x(0) = [3,−5, 2,−4,

−1,−5, 4, 1,−2]T Vl1 v8 Vl2

v5 v7 p =
[
− 1

3
,−1

2
, 0,−1

2
, 0
]T

例 2　考虑一个由 9个智能体构成的多智能体

系统, 其通信交互图如图 3所示, 玩家

,  , 此时 是结构平衡的且 , 

. 设该系统的初始状态为

, 当 选择智能体 ,  选择智

能体 ,   进行连接时,  ,
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1T
n−m(In−m −Wf)

−1p =
−58

17
. 计算可得

u1(e4, e1 + e3)

u2(e4, e1 + e3)
=

12

8
=
n2

n1

,

u1(−e4,−e1 − e3)

u2(−e4,−e1 − e3)
=

8

12
=
n1

n2

,

u1(e4,−e1 − e3)

u2(e4,−e1 − e3)
=

29

56
=

−1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)−1p

,

u1(−e4, e1 + e3)

u2(−e4, e1 + e3)
=

56

29
=

2(n−m) + 1T
n−m(In−m −Wf)

−1p

−1T
n−m(In−m −Wf)−1p

.

∼这 4种情况下的系统状态轨迹分别如图 4(a) 图

4(d)所示, 该结果与定理 2结论一致.

Vl1 = {v1,
v2, v4} Vl2 = {v3} Gf

v5 Vf1 = {v5, v6, v7, v9, v13, v16,
v17} Vf2 = {v8, v10, v11, v12, v14, v15} |F1| = 7 |F2|
= 6 xl(0) = [3,−5, 2,−4]T u1(e1, e2)

= 28 ξ1 = −1 ξ2 = 1 κ+
2child = 4 κ−

2child = 3

ξ2 ⩽ 2ξ1 + 1 u1(e1, e2) ⩾ u1(e1, e1) =

26 (e1, e1) Gl1l2 Gf

Gf

Gf

例 3　考虑一个由 17个智能体构成的多智能体

系统, 其通信交互图如图 5所示, 令玩家

,  , 即 是结构平衡的有向树图 ,
是树的根顶点, 此时

,  ,  , 
. 设 , 计算可得

,  ,  ,  ,  , 因此

条件 不成立且

, 则 不是博弈 的纳什均衡解. 当 是

无符号有向树图时, 由文献 [12]的定理 2可知, 当且

仅当两个玩家策略都包含 的根顶点时, 博弈达到

均衡, 而受符号网络中边权符号属性的影响, 上述结

果与定理 3结论一致, 表明即使两个玩家策略都包

含 的根顶点, 博弈也不一定达到均衡.
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图5   例 3 对应的多智能体系统 (3) 的通信交互
  

5    结　论

本文采用博弈论的方法研究了符号网络下具有

竞争领导者的离散多智能体系统包围控制问题. 基
于领导者-跟随者框架, 针对两组竞争关系的领导者

存在利益冲突的情况, 构建了一个非合作博弈模型.
进一步分析了该博弈的相关性质并提出了玩家优化

自身利益的策略方法. 特别地, 从拓扑结构角度出发,
分别针对结构平衡图和有向树图, 刻画了博弈的收
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图3    例 2 对应的多智能体系统 (3) 的通信交互
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(a)    s  > 0,  s  > 0 时对应的系统状态轨迹   1 2
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(b)    s  < 0,  s  < 0 时对应的系统状态轨迹   1 2

(c)    s  > 0,  s  < 0 时对应的系统状态轨迹   1 2

(d)    s  < 0,  s  > 0 时对应的系统状态轨迹   1 2

图4    例 2 对应的多智能体系统 (3) 的系统状态轨迹
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益与跟随者数目的关系, 提出了判断策略是否为纳

什均衡解的方法. 未来将进一步研究多领导者组或

具有高阶和异质动力学的领导者竞争博弈.
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