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数据不确定下的乘性 DEA模型: 一种鲁棒优化方法
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摘　要: 乘性数据包络分析 (DEA)模型是效率测量的有效工具, 其依赖于分段对数线性技术, 能够灵活捕捉生产

函数的关键生产特征 (凸性、线性和凹性). 然而, 现有一些研究鲜有考虑数据的不确定性, 并未允许不确定数据的

分布未知. 鉴于此, 利用鲁棒优化方法, 对决策单元输入和输出数据中的不确定性进行建模, 以确保性能评估的稳

定性和可靠性. 首先, 基于所构建具有乘性特征的预算不确定集, 提出两个鲁棒乘性 DEA模型, 并通过对偶将其

重新表述为等效的线性规划问题; 然后, 为解决效率得分无法达到 1的问题, 提出一种新的鲁棒乘性 DEA模型,

并提供其约束违反的概率界限; 最后, 通过所测量中国 31个省市的电力系统的运营效率结果表明, 在不确定环境

下, 所开发鲁棒乘性 DEA模型在效率得分方面具有较好的性能表现.
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Abstract: The multiplicative data envelopment analysis (DEA) model is an effective tool for efficiency measurement.
Using  piecewise  log-linear  technologies,  it  flexibly  captures  key  production  characteristics  (convexity,  linearity,  and
concavity) of production functions.  However,  many existing studies have not taken into account data uncertainty and
have  not  allowed  for  the  distribution  of  uncertain  data  to  be  unknown.  Therefore,  this  paper  adopts  a  robust
optimization approach to model uncertainties in both input and output data of decision-making units, thereby ensuring
stable and reliable performance evaluation. Based on the constructed budget uncertainty set with multiplicative features,
this  paper  proposes  two  robust  multiplicative  DEA models  and  reformulates  them as  equivalent  linear  programming
problems through duality.  To solve the problem of efficiency score not  reaching 1,  a  new robust  multiplicative DEA
model is proposed, and the probability bound of constraint violation is provided. This paper measures the operational
efficiency  of  power  systems  in  31  provinces  and  cities  in  China,  and  the  results  show  that  the  developed  robust
multiplicative DEA models perform well in terms of efficiency scores under uncertainty.
Keywords: multiplicative DEA；robust optimization；uncertainty；efficiency measurement

 

0    引　言

在过去几十年中, 学界提出了多种评估对象效

率的方法. 这些方法通常可分为参数化和非参数化

两类. 参数化方法需要估计成本或生产函数, 而非参
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数化方法则无需此类函数估计
[1]. 数据包络分析 (DEA)

作为一种非参数化的数据驱动方法, 能够规避传统

评估方法中的某些假设. 该方法最初由 Charnes等[2]

提出, 并经众多学者拓展完善. DEA模型能够整合

多种投入和产出指标来评估决策单元的效率, 广泛

应用于供应商选择、银行发展以及机场运营绩效评

估等领域.
根据公理化方法和凸性假设, 学者们提出了两

种刻画 DEA技术结构的特征方法 —— 分段线性和

分段对数线性技术
[3]: 分段线性技术基于常规凸性假

设, 要求投入变量的边际产出非递增, 基于此构建的

模型被称为“加性”DEA模型; 而分段对数线性技术

则基于几何凸性 (或称对数凸性)假设
[4], 由此发展

出的模型被定义为“乘性”DEA模型
[5]. 与加性 DEA

模型不同, 乘性模型采用对数线性技术的优势在于

其能够同时容纳生产前沿面上边际生产力的递增、

恒定和递减 3种状态, 即灵活反映生产函数的凸性、

线性和凹性特征
[4]. 基于此优势, 本文将采用乘性 DEA

模型, 整合多投入产出指标以评估电力系统效率.
乘性 DEA采用几何凸性假设构建生产可能性

集的插值模型, 区别于传统加性 DEA的常规凸性假

设. 经典 BCC模型中的凸性假设要求边际产出非递

增, 难以适用于生产函数非凹或可能性集非凸的情

形. 若实际应用中存在边际产出递增的实证依据, 则
乘性 DEA更为适用. 基于 Banker等 [6]

的开创性研

究, 学界已发展出多种乘性 DEA模型; Banker等[7]

提出了两阶段乘性 DEA模型用于识别规模报酬;
Zarepisheh等[8]

证实了乘性 DEA模型既能够确定最

优 生 产 规 模 形 态 , 也 可 判 别 规 模 报 酬 状 态 ;
Valadkhani等 [9]

构建了乘性 DEA模型 , 评估 46个
主要碳排放国的环境绩效; Anouze等[10]

提出了一种

基于无显式输入的乘性 DEA模型的综合指标评估

方法, 以反映乐观的评估策略, 提高判别能力. 此外,
还存在其他乘性 DEA模型

[11-14], 但是, 这些模型均

未考虑数据不确定性, 其前提假设要求指标数据必

须为精确值.
不确定性在决策环境中普遍存在

[15], 忽略不确

定性可能会影响 DEA效率评估结果的可靠性
[16].

Ben-Tal等[17]
指出, 数据中的微小扰动可能会导致解

不可行. 因此, 在许多情况下, 决策单元的效率排序

可能不可靠, 特别是当各决策单元的效率值相近时.
现有研究提出了多种考虑不确定性的 DEA模型

[18-21].
然而, 针对乘性 DEA的探讨仍然较少. Dibachi等[22]

提出了随机乘性 DEA方法, 用于评估输入输出服从

对数正态分布的情形. 该模型假设输入输出为具有

概率分布的随机变量, 但是, 实际应用中存在两大局

限: 1)需要预先确定不确定变量的概率分布; 2)不同

分布会导致效率差异. 因此, 本文旨在开发一种新方

法, 相较于现有乘性 DEA模型, 能够更稳定可靠地

评估具有不确定输入输出数据的决策单元效率.
鲁棒优化由 Soyster[23] 首次提出, 用于处理参数

固有的不确定性. 该方法无需不确定参数的确切概

率分布, 而是通过假设其位于不确定集合内
[24-25], 并

以最坏情况为基准优化模型, 从而获得稳定可靠的

解. 与确定性模型相比, 所获得的鲁棒解展示了鲁棒

优化模型在应对变量不确定性时的保护能力. 当决

策单元在面对输入和输出不确定性展现出较强的稳

定性时, 通常意味着 DEA模型具有较好的鲁棒性.
若在不确定数据下所有输入输出权重仍然保持可行,
则该决策单元的相对效率可被视为鲁棒的.

然而, 鲁棒优化方法的主要问题是如何解决与

确定性解相比, 鲁棒解过于保守的问题. 这实质上是

为了保证鲁棒性而导致的最优性损失, 称为“鲁棒性

的代价”
[24]. 为控制保守程度, Bertsimas等[24]

设计了

基于预算不确定集的鲁棒方法, 通过调节预算水平

平衡鲁棒性与性能. 基于此, 各类鲁棒 DEA模型得

到了快速发展. Sadjadi等[1]
将鲁棒 DEA模型重新表

述为一个等效的线性模型, 但是约束中涉及负决策

变量; 为此, Toloo等 [26]
提出了一种新的鲁棒 DEA

模型, 采用非负决策变量来降低复杂度. 然而, 这些

模型并未识别任何 DEA有效的决策单元, 即效率值

不能到达 1. 因此, Toloo等[18]
考虑输入输出数据的

不确定性, 提出了一种鲁棒分式 DEA模型, 并可转

化为多个线性模型, 从而获得鲁棒有效的决策单元;
Arabmaldar等[16]

介绍了一种具有可变预算不确定性

的鲁棒 DEA, 以解决过于保守的效率评估问题; 此
外, 为适应统一管理的组织对各部门进行效率评价,
张冉等

[27]
提出了基于公共权重的鲁棒 DEA模型;

李犟等
[28]

指出鲁棒效率不仅与投入产出权重相关,
还与鲁棒优化的保护函数有关, 并提出了一种新的

共同权重鲁棒 DEA模型, 以权衡保守水平与排序稳

健性, 为组织决策提供了有效支撑. 针对不同的应用

视角, 其他研究者也提出了多种鲁棒 DEA模型
[29-31].

尽管鲁棒优化和预算不确定集合概念具有显著

优势, 但是, 迄今为止鲜有研究利用这些概念推进鲁

棒乘性 DEA. 因此, 本文在不确定性下开发鲁棒乘

性 DEA模型, 以获取稳定可靠的效率得分, 其中通

过可调的不确定预算水平控制保守性.
本文将鲁棒优化方法引入乘性 DEA模型, 以应

对决策中的固有不确定性. 本文的主要内容如下:
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1)在乘性 DEA中采用鲁棒优化方法, 并构建具

有乘性特征的预算不确定集合, 建立鲁棒对等 DEA
模型, 提出适用于不确定环境的效率评估方法来减

轻不确定性的影响;
2)开发新模型来识别鲁棒有效决策单元, 并为

所开发模型提供约束违反的概率边界;
3)基于对偶理论, 将鲁棒乘性 DEA模型重新表

述为等效的、可解的线性规划模型, 并提供理论结果

来验证这些模型的可解性;
4)衡量中国 31个省域电力系统的效率表现, 结

果显示, 在不确定条件下, 所开发鲁棒乘性 DEA模

型在效率评价方面具有良好表现. 

1    理论背景 

1.1    乘性 DEA

n

DMUk(k = 1, 2, . . . , n) m

(xik(i = 1, 2, . . . ,m)) s (yrk(r =

1, 2, . . . , s)) uk =

(u1k, u2k, . . . , usk)
T vk = (v1k, v2k, . . . , vmk)

T

DMUk Ekk

乘性 DEA由 Charnes等[5]
开发, 用于测量具有

多个投入和产出的决策单元的相对效率. 假设有 个

决策单元, 标记为 , 消耗 个

投入 来获取 个产出

, 其中投入产出数据均为正值. 令
和 分别

表示投入和产出的权重向量.  的效率 可使

用如下乘性 DEA模型计算:

E∗
kk = max

u,v

s∏
r=1

yurk
rk

m∏
i=1

xvik
ik

.

s.t.

s∏
r=1

yurk
rj

m∏
i=1

xvik
ij

⩽ 1, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (1)

u∗
rk v∗

ik

E∗
kk ⩾ 1 E∗

kk = 1 DMUk

基于模型 (1), 可获得最优权重 和 , 以及效率

. 当 时,  是 DEA有效的. 通过

对数变换, 模型 (1)可重构为如下线性模型:

e∗kk = max
u,v

s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij ⩽ 0, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (2)

E∗
kk e∗kk logE∗

kk = e∗kk最优效率得分 可基于 获取 ( ).
另外, 模型 (2)的对偶 (包络)模型为

θ∗
kk = min−

s∑
r=1

β+
rk −

m∑
i=1

β−
ik.

s.t.
n∑

j=1

λj log yrj −
s∑

r=1

β+
rk = log yrk, ∀r;

n∑
j=1

λj logxij +
m∑
i=1

β−
ik = logxik, ∀i;

λj ⩾ 0, β+
rk, β

−
ik ⩾ 0, ∀j, r, i. (3)

λj DMUj β+
rk β−

ik

θ∗
kk = 0 DMUk

其中:  为 的权重,  和 为非负松弛变量.
因此, 当 时,  是 DEA有效的. 

1.2    鲁棒优化

鲁棒优化思想由 Soyster[23] 首次介绍, 后经多位

学者发展
[17, 24]. 该方法假设不确定参数属于不确定

集合, 并在最坏情形下进行优化, 从而能够有效应对

参数不确定性. 因此, 鲁棒优化求得的解具有稳定性.
本节将重点采用 Bertsimas等[24]

提出的鲁棒优化框

架. 首先, 考虑如下不确定线性优化问题:

max
n∑

j=1

cjxj.

s.t.
n∑

j=1

ãijxj ⩽ bi, i = 1, 2, . . . ,m;

lj ⩽ xj ⩽ uj, j = 1, 2, . . . , n. (4)

ãij xj uj lj

xj

其中:  为不确定参数,  为决策变量,  和 分别

为 的上下界. Ben-Tal等[17]
假设不确定参数的真

实值由下式获得:

ãij = (1 + eξij)aij. (5)

e

ξij

[−1, 1]

[aij − âij, aij + âij] âij = eaij

aij ξij = (ãij − aij)/âij

这里:  为给定的不确定性水平, 表示不确定数据相

对于真实数据的扰动百分比; 随机变量 在区间

内呈对称分布. 因此, 不确定参数的取值范围

为 , 其中 表示对名义

值 的偏差, 且满足 . 基于此对

称区间假设, 模型 (4)可转化为鲁棒对等问题, 即

max
n∑

j=1

cjxj.

s.t.
n∑

j=1

aijxj +
∑
j∈Ji

âijyj ⩽ bi, ∀i;

− yj ⩽ xj ⩽ yj, ∀j;
lj ⩽ xj ⩽ uj, ∀j;
yj ⩾ 0, ∀j. (6)

Ji i

i âijyj

n∑
j=1

aijxj bi ãij ∈

[aij − âij, aij + âij]

i

Γi ∈ [0, n] Γi

其中 为第 个约束中受不确定性影响的系数集合.
因此, 在第 个约束中,  提供了必要的保护, 以维

持 与 间的差距. 对于每个可能的实现

, 模型可获得鲁棒可行解. 但是,

这种方法得到的解可能过于保守. 为此, 在第 个约

束中引入参数 , 且不一定是整数. 参数
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Γi = 0

Γi = n i

Γi ∈ (0, n) aij

旨在调整所开发方法的鲁棒性, 以应对解的保守性

水平, 这代表了鲁棒性所付出的代价. 当 时,
约束等同于确定性问题的约束; 当 时, 第 个

约束完全受到不确定性的保护, 相当于模型 (6); 当
时, 所有的 均发生变化的可能性很小.

决策者在约束的保护水平与解的保守性间进行权衡.
基于 Bertsimas等[24]

的研究, 预算不确定集可表示为

U =
{
ξ||ξij| ⩽ 1,

∑
j∈Ji

|ξij| ⩽ Γi, ∀i
}
, (7)

Ji : {ãij = aij + ξijâij, âij = eaij}. (8)

基于预算不确定集, Bertsimas等[24]
通过对偶将

模型 (4)转化为如下等价的线性规划:

max
n∑

j=1

cjxj.

s.t.
n∑

j=1

aijxj +
∑
j∈Ji

pij + Γizi ⩽ bi, ∀i;

zi + pij ⩾ âijyj, ∀i, j ∈ Ji;

− yj ⩽ xj ⩽ yj, ∀j;
lj ⩽ xj ⩽ uj, ∀j;
pij, zi ⩾ 0, ∀i, j ∈ Ji;

yj ⩾ 0, ∀j. (9)
 

2    鲁棒乘性 DEA 模型 

2.1    乘性特征的预算不确定集

受预算不确定集的启发, 本节构造投入和产出

具有乘性特征的预算不确定集合, 即

UΓx
j
=

{
x̃|x̃ij = xij × x̂

ξxij
ij , |ξx

ij| ⩽ 1,∑
i∈Ij

|ξx
ij| ⩽ Γ x

j , ∀i ∈ Ij
}
, (10)

UΓ
y
j
=

{
ỹ|ỹrj = yrj × ŷ

ξ
y
rj

rj , |ξy
rj| ⩽ 1,∑

r∈Rj

|ξy
rj| ⩽ Γ y

j , ∀r ∈ Rj

}
. (11)

x̂ij = xe
ij ŷrj = ye

rj Ij Rj DMUj

|Ij| |Rj|
|Ij|⩽ |I|, |Rj|⩽ |R| Γ x

j ∈
[0, |Ij|] Γ y

j ∈ [0, |Rj|]

其中:  ;  ;  和 分别为 中

不确定投入和产出的集合,  和 为不确定投入

和产出集合的基数, 且有 ; 

和 旨在调整不确定模型中每个

约束所包含的投入和产出的不确定性水平.
x̃ij x̃ij = x

(1+eξxij)

ij =

xij(x
e
ij)

ξxij = xij × x̂
ξxij
ij

ξx
ij ∈ [−1, 1] xij

x̃ij [xij/x̂ij, xij×
x̂ij] x̃ij

ξx
ij = (log x̃ij − logxij)/ log x̂ij

对 于 不 确 定 投 入 ,  设

. 依照 Bertsimas等 [24], 随机

变量 . 在本文中, 每个名义投入 被建

模为对称且有界的不确定投入 , 且在

内取值. 对于不确定投入 , 可定义随机变量

, 该变量服从未知分

[−1, 1]

ỹrj ξy
rj = (log ỹrj − logxrj)/ log ŷrj

ξy
rj ∈ [−1, 1]

布, 在对称区间 内取值. 类似地, 对于不确定

产出 , 可获得 , 且

.
 

2.2    考虑不确定产出的鲁棒乘性 DEA 模型

在产出不确定下 , 最坏情况下的乘性 DEA模

型 (1)的鲁棒对等模型可描述为

max
u,v

min
ỹk∈U

Γ
y
k

s∏
r=1

ỹurk
rk

m∏
i=1

xvik
ik

.

s.t. max
ỹj∈U

Γ
y
j

s∏
r=1

ỹurk
rj

m∏
i=1

xvik
ij

⩽ 1, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (12)

DMUk该模型的目标函数旨在最大化 最坏情况下的

效率. 约束条件确保的最大效率不超过 1. 进一步地,

模型 (12)可转化为

max
u,v

min
|ξy

rk
|⩽1,

∑
r∈Rk

|ξy
rk

|⩽Γ
y
k

s∏
r=1

(yrk × ŷ
ξ
y
rk

rk )urk

m∏
i=1

xvik
ik

.

s.t.

max
|ξyrj |⩽1,

∑
r∈Rj

|ξyrj |⩽Γ
y
j

s∏
r=1

(yrj × ŷ
ξ
y
rj

rj )urk

m∏
i=1

xvik
ij

⩽ 1, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i.

使用对数变换, 该鲁棒对等式可写为

max
u,v

{ s∑
r=1

urk log yrk− max
0⩽ξ

y
rk

⩽1∑
r∈Rk

ξ
y
rk

⩽Γ
y
k

s∑
r=1

urkξ
y
rk log ŷrk−

m∑
i=1

vik logxik

}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrj + max
0⩽ξ

y
rj⩽1∑

r∈Rj

ξ
y
rj⩽Γ

y
j

s∑
r=1

urkξ
y
rj log ŷrj−

m∑
i=1

vik logxij ⩽ 0, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (13)

0 ⩽ ξy
rk ⩽ 1

max
s∑

r=1

urkξ
y
rj log ŷrj

若 , 则目标中“最小化”可变为“最大化”.

同理, 约束仍然为 , 而
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max
0⩽ξ

y
rk

⩽1,
∑

r∈Rk

ξ
y
rk

⩽Γ
y
k

s∑
r=1

urkξ
y
rk log ŷrk ⩽

s∑
r=1

urk log ŷrk ⩽
s∑

r=1

urk log yrk.

因此, 模型 (13)的目标小于等于 0.
定理 1 　模型 (13)等价于如下确定性模型:

Z∗
kk = max

{ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−

py
kΓ

y
k −

∑
r∈Rk

qrk
}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +∑

r∈Rj

qrj ⩽ 0, ∀j;

py
j + qrj ⩾ urk log ŷrj, ∀j, ∀r ∈ Rj;

py
j , qrj ⩾ 0, ∀j, ∀r ∈ Rj;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (14)

证明　考虑模型 (13)目标函数中的子问题

max
s∑

r=1

urkξ
y
rk log ŷrk.

s.t.
∑
r∈Rk

ξy
rk ⩽ Γ y

k ;

0 ⩽ ξy
rk ⩽ 1, ∀r. (15)

py
k qrk设 和 为对偶变量, 利用对偶理论, 该子问

题可转化为

min py
kΓ

y
k +

∑
r∈Rk

qrk.

s.t. py
k + qrk ⩾ urk log ŷrk, ∀r ∈ Rk;

py
k, qrk ⩾ 0, ∀r ∈ Rk. (16)

同理, 通过对偶也可转化模型 (13)约束中的子问题.
将模型 (13)中的原子问题分别替换为可获得的对偶

问题即可获得模型 (14). □
DMUk

Z∗
kk < 0(k = 1, 2, . . . , n)

命题 1　模型 (14)所评价的 是 DEA非

有效的, 即 .
(u∗, v∗, py∗, q∗) DMUk

DMUk

证明　令 为 在模型 (14)
所获得的最优解集,  的效率为

Z∗
kk = max

s∑
r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik−

py∗
k Γ y

k −
∑
r∈Rk

q∗
rk.

基于前文, 有
s∑

r=1

u∗
rk log yrk ⩽

m∑
i=1

v∗
ik logxik, p

y∗
j , q∗

rj ⩾ 0.

结合模型 (14)中第 1条约束可知

max
s∑

r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik−

py∗
k Γ y

k −
∑
r∈Rk

q∗
rk ⩽

max
s∑

r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik+

py∗
k Γ y

k +
∑
r∈Rk

q∗
rk ⩽ 0.

DMUk Z∗
kk=0 py∗

j , q∗
rj=

0 py∗
j , q∗

rj = 0

urk log ŷrj ⩽ 0 urk ⩽ 0

Z∗
kk < 0(k = 1, 2, . . . , n)

因此,  是有效的 ( )当且仅当

. 然而, 当 时, 模型 (14)的第 2条约束为

, 进一步地, 可得到 . 显然, 这

是不可行的. 因此,  . □

模型 (14)是基于带有不确定产出鲁棒乘性 DEA

转化而来的线性规划问题. 实际上, 投入数据也可能

由于环境因素而经历随机波动.
 

2.3    考虑不确定投入和产出的鲁棒乘性 DEA 模型

在投入和产出不确定下, 最坏情况的乘性 DEA

模型 (1)的鲁棒对等模型可描述为

max
u,v

min
ỹk∈U

Γ
y
k
,x̃k∈UΓx

k

s∏
r=1

ỹurk
rk

m∏
i=1

x̃vik
ik

.

s.t. max
ỹj∈U

Γ
y
j
,x̃j∈UΓx

j

s∏
r=1

ỹurk
rj

m∏
i=1

x̃vik
ij

⩽ 1, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (17)

同理于鲁棒乘性 DEA模型 (12), 模型 (17)可转化为

如下对等问题:

max
u,v

min
|ξy

rk
|⩽1,

∑
r∈Rk

|ξy
rk

|⩽Γ
y
k

s∏
r=1

(yrk × ŷ
ξ
y
rk

rk )urk

max
|ξx

ik
|⩽1,

∑
i∈Ik

|ξx
ik

|⩽Γx
k

m∏
i=1

(xik × x̂
ξxik
ik )vik

.

s.t.

max
|ξyrj |⩽1,

∑
r∈Rj

|ξyrj |⩽Γ
y
j

s∏
r=1

(yrj × ŷ
ξ
y
rj

rj )urk

min
|ξxij |⩽1,

∑
i∈Ij

|ξxij |⩽Γx
j

m∏
i=1

(xij × x̂
ξxij
ij )vik

⩽ 1, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (18)

使用对数变换, 鲁棒对等式 (18)可写为

max
u,v

{ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−
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max
0⩽ξ

y
rk

⩽1,
∑

r∈Rk

ξ
y
rk

⩽Γ
y
k

0⩽ξxik⩽1,
∑

i∈Ik

ξxik⩽Γx
k

{ s∑
r=1

urkξ
y
rk log ŷrk+

m∑
i=1

vikξ
x
ik log x̂ik

}}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij+

max
0⩽ξ

y
rj⩽1,

∑
r∈Rj

ξ
y
rj⩽Γ

y
j

0⩽ξxij⩽1,
∑

i∈Ij

ξxij⩽Γx
j

{ s∑
r=1

urkξ
y
rj log ŷrj+

m∑
i=1

vikξ
x
ij log x̂ij

}
⩽ 0, ∀j;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (19)

类似于模型 (13), 目标中“最小化”可变为“最大化”,

约束仍然为最大化条件. 因此, 模型 (19)的目标小于

等于 0.

定理 2　模型 (19)等价于如下确定性模型:

H∗
kk = max

{ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−

py
kΓ

y
k −

∑
r∈Rk

qrk − px
kΓ

x
k −

∑
i∈Ik

wik

}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +∑

r∈Rj

qrj + px
jΓ

x
j +

∑
i∈Ij

wij ⩽ 0, ∀j;

py
j + qrj ⩾ urk log ŷrj, ∀j, ∀r ∈ Rj;

px
j + wrj ⩾ vik log x̂ij, ∀j, ∀i ∈ Ij;

py
j , qrj ⩾ 0, ∀j, ∀r ∈ Rj;

px
j , wij ⩾ 0, ∀j, ∀i ∈ Ij;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (20)

证明　根据强对偶性, 可得到模型 (20). 证明过

程与定理 1类似, 此处略. □

DMUk

H∗
kk < 0(k = 1, 2, . . . , n)

命题 2　模型 (20)所评价的 是 DEA非

有效的, 即 .

(u∗, v∗, py∗, q∗, px∗, w∗) DMUk

DMUk

证明　令 为 在模

型 (20)下的最优解集,  的效率为

H∗
kk = max

s∑
r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik−

py∗
k Γ y

k −
∑
r∈Rk

q∗
rk − px∗

k Γ x
k −

∑
i∈Ik

w∗
ik,

且

py∗
j , q∗

rj, p
x∗
j , w∗

ij ⩾ 0,

s∑
r=1

u∗
rk log yrk ⩽

m∑
i=1

v∗
ik logxik.

j = k基于式 (20)的第 1个约束, 当 时, 有

max
s∑

r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik − py∗

k Γ y
k−∑

r∈Rk

q∗
rk − px∗

k Γ x
k −

∑
i∈Ik

w∗
ik ⩽

max
s∑

r=1

u∗
rk log yrk −

m∑
i=1

v∗
ik logxik + py∗

k Γ y
k+∑

r∈Rk

q∗
rk + px∗

k Γ x
k +

∑
i∈Ik

w∗
ik ⩽ 0.

DMUk H∗
kk = 0 py∗

j , q∗
rj,

px∗
j , w∗

ij=0 py∗
j , q∗

rj, p
x∗
j , w∗

ij=0 urk log ŷrj

⩽ 0 vik log x̂ij ⩽ 0 urk ⩽ 0 vik ⩽ 0

H∗
kk < 0(k = 1, 2, . . . , n)

因此,  是有效的 ( )当且仅当

. 然而, 当 , 
,  时, 有 ,  . 显然, 这

是不可行的. 因此,  . □
通过鲁棒优化方法获得的解展现出较强的稳定

性, 能够承受模型参数的变化. 为应对投入和产出数

据中的不确定性, 本节将鲁棒优化应用于乘性 DEA
模型. 然而, 所开发模型获得的效率值恒小于 1, 无法

识别任何有效决策单元, 如命题 1和命题 2所示. 为
此, 下文将提出一种新的替代方法来衡量稳健效率. 

3    改进的鲁棒乘性 DEA 模型 

3.1    新鲁棒乘性 DEA 模型

DMUk

前述鲁棒模型虽然能够处理效率评估中的不确

定性干扰, 却无法识别出有效的决策单元. 因此, 本
节提出一种新思路, 旨在使得鲁棒乘性 DEA模型能

够识别有效单元, 其核心是放松 在最坏情况

下的评价约束. 据此, 考虑不确定性下的最坏情况形

式, 乘性 DEA模型 (1)的新鲁棒对等问题重构为

max
u,v

min
ỹk∈U

Γ
y
k
,x̃k∈UΓx

k

s∏
r=1

ỹurk
rk

m∏
i=1

x̃vik
ik

.

s.t. min
ỹk∈U

Γ
y
k
,x̃k∈UΓx

k

s∏
r=1

ỹurk
rk

m∏
i=1

x̃vik
ik

⩽ 1;

max
ỹj∈U

Γ
y
j
,x̃j∈UΓx

j

s∏
r=1

ỹurk
rj

m∏
i=1

x̃vik
ij

⩽ 1, ∀j ̸= k;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (21)

n

n− 1 DMUk

模型 (21)将模型 (1)的 个约束条件被分为 1个约

束和 个约束, 确保了 的最大效率是最优
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DMUk

的, 同时限制其不超过 1. 第 1个约束条件的最小化

函数放松了 的最坏情况, 这是改进的鲁棒模

型与第 2.3节提出的模型的一个关键区别. 新的鲁棒

乘性 DEA模型在最坏情况下会获得更高的效率得

分 (后文的命题 3). 进一步地, 其对等模型为

max
u,v

{ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−

max
0⩽ξ

y
rk

⩽1,
∑

r∈Rk

ξ
y
rk

⩽Γ
y
k

0⩽ξxik⩽1,
∑

i∈Ik

ξxik⩽Γx
k

{ s∑
r=1

urkξ
y
rk log ŷrk+

m∑
i=1

vikξ
x
ik log x̂ik

}}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−

max
0⩽ξ

y
rk

⩽1,
∑

r∈Rk

ξ
y
rk

⩽Γ
y
k

0⩽ξxik⩽1,
∑

i∈Ik

ξxik⩽Γx
k

{ s∑
r=1

urkξ
y
rk log ŷrk+

m∑
i=1

vikξ
x
ik log x̂ik

}
⩽ 0;

s∑
r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij+

max
0⩽ξ

y
rj⩽1,

∑
r∈Rj

ξ
y
rj⩽Γ

y
j

0⩽ξxij⩽1,
∑

i∈Ij

ξxij⩽Γx
j

{ s∑
r=1

urkξ
y
rj log ŷrj+

m∑
i=1

vikξ
x
ij log x̂ij

}
⩽ 0, ∀j ̸= k;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (22)

定理 3　模型 (22)等价于如下确定性模型:

D∗
kk = max

{ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik−

py
kΓ

y
k −

∑
r∈Rk

qrk − px
kΓ

x
k −

∑
i∈Ik

wik

}
.

s.t.
s∑

r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik − py
kΓ

y
k−∑

r∈Rk

qrk − px
kΓ

x
k −

∑
i∈Ik

wik ⩽ 0;

s∑
r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +∑

r∈Rj

qrj + px
jΓ

x
j +

∑
i∈Ij

wij ⩽ 0, ∀j ̸= k;

py
j + qrj ⩾ urk log ŷrj, ∀j, ∀r ∈ Rj;

px
j + wrj ⩾ vik log x̂ij, ∀j, ∀i ∈ Ij;

py
j , qrj ⩾ 0, ∀j, ∀r ∈ Rj;

px
j , wij ⩾ 0, ∀j, ∀i ∈ Ij;

urk, vik ⩾ 1, ∀r, i. (23)

注 1　由强对偶可得到模型 (23).

DMUk

D∗
kk ⩽ 0 exp(D∗

kk) ⩽ 1

根据模型 (23)第 1个约束,  的效率得分

小于或等于 1, 即  ( ).

D∗
kk ⩾ H∗

kk(k = 1, 2, . . . , n)

命题 3　通过模型 (23)获得的效率得分大于或

等于模型 (20), 即 .

SD=(uD, vD, p
y
D, qD, p

x
D, wD) SH =

(uH , vH , p
y
H , qH , p

x
H , wH)

FD FH

证明　令 和

分别为模型 (23)和模型 (20)

的可行解集,  和 分别为模型 (23)和模型 (20)

的可行域, 即

FD :{
SD

∣∣∣ s∑
r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik − py
kΓ

y
k−∑

r∈Rk

qrk − px
kΓ

x
k −

∑
i∈Ik

wik ⩽ 0;

s∑
r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +∑

r∈Rj

qrj + px
jΓ

x
j +

∑
i∈Ij

wij ⩽ 0, ∀j ̸= k;

py
j + qrj ⩾ urk log ŷrj, ∀j, r ∈ Rj;

px
j + wij ⩾ vik log x̂ij, ∀j, i ∈ Ij;

py
j , qrj, p

x
j , wij ⩾ 0, ∀j, r ∈ Rj, i ∈ Ij;

urk, vik ⩾ 1, ∀r,∀i
}
.

FH :{
SH

∣∣∣ s∑
r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +∑

r∈Rj

qrj + px
jΓ

x
j +

∑
i∈Ij

wij ⩽ 0, ∀j;

py
j + qrj ⩾ urk log ŷrj, ∀j, r ∈ Rj;

px
j + wij ⩾ vik log x̂ij, ∀j, i ∈ Ij;

py
j , qrj, p

x
j , wij ⩾ 0, ∀j, r ∈ Rj, i ∈ Ij;

urk, vik ⩾ 1, ∀r,∀i
}
.

SH ∈ FH j = k则 . 由于对偶变量是非负数, 当 时, 有
s∑

r=1

urk log yrk −
m∑
i=1

vik logxik − py
kΓ

y
k−∑

r∈Rk

qrk − px
kΓ

x
k −

∑
i∈Ik

wik ⩽

s∑
r=1

urk log yrj −
m∑
i=1

vik logxij + py
jΓ

y
j +

∑
r∈Rj

qrj+

px
jΓ

x
j +

∑
i∈Ij

wij ⩽ 0.

SD ∈ FD另外, 两者剩余约束均是相同的. 因此,  , 即
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FH FD D∗
kk ⩾ H∗

kk(k = 1, 2, . . . , n)是 的子集,  . □
 

3.2    鲁棒包络模型

在产出和投入不确定下, 模型 (3)转化为

θ∗
kk = min−

s∑
r=1

β+
rk −

m∑
i=1

β−
ik.

s.t.
n∑

j ̸=k

λj log ỹrj −
s∑

r=1

β+
rk = (1− λk) log ỹrk, ∀r;

n∑
j ̸=k

λj log x̃ij +
m∑
i=1

β−
ik = (1− λk) log x̃ik, ∀i;

λj ⩾ 0, β+
rk, β

−
ik ⩾ 0, ∀j, r, i. (24)

包络模型 (24)的鲁棒对等形式可表达为

θ∗
kk = min−

s∑
r=1

β+
rk −

m∑
i=1

β−
ik.

s.t.
n∑

j ̸=k

λj log yrj −
s∑

r=1

β+
rk − (1− λk) log yrk+

n∑
j ̸=k

λjξ
y
rj log ŷrj + (1− λk)ξ

y
rk log ŷrk = 0, ∀r;

n∑
j ̸=k

λj logxij +
m∑
i=1

β−
ik − (1− λk) logxik+

n∑
j ̸=k

λjξ
x
ij log x̂ij + (1− λk)ξ

x
ik log x̂ik = 0, ∀i;

0 ⩽ ξy
rj ⩽ 1,

∑
r∈Rj

ξy
rj ⩽ Γ y

j , ∀j;

0 ⩽ ξx
ij ⩽ 1,

∑
i∈Ij

ξx
ij ⩽ Γ x

j , ∀j;

λj ⩾ 0, β+
rk, β

−
ik ⩾ 0, ∀j, r, i. (25)

定理 4　模型 (25)等价于如下确定性模型:

θ∗
kk = min−

s∑
r=1

β+
rk −

m∑
i=1

β−
ik.

s.t.
n∑

j=1

λj log yrj −
s∑

r=1

β+
rk − log yrk+

n∑
j∈J

y
i

ηy
rj log ŷrj = 0, ∀r;

n∑
j=1

λj logxij +
m∑
i=1

β−
ik − logxik−

n∑
j∈Jx

i

ηx
ij log x̂ij = 0, ∀i;

∑
r∈Rk

ηy
rk ⩽ (1− λk)Γ

y
k ;∑

i∈Ik

ηx
ik ⩽ (1− λk)Γ

x
k ;

∑
r∈Rj

ηy
rj ⩽ λjΓ

y
j ,

∑
i∈Ij

ηx
ij ⩽ λjΓ

x
j , ∀j ̸= k;

0 ⩽ ηy
rk ⩽ 1− λk, 0 ⩽ ηx

ik ⩽ 1− λk,

∀r ∈ Rk, i ∈ Ik;

0 ⩽ ηy
rj ⩽ λj, 0 ⩽ ηx

ij ⩽ λj, ∀j ̸= k,

r ∈ Rj, i ∈ Ij;

λj ⩾ 0, β+
rk, β

−
ik ⩾ 0, ∀j, r, i. (26)

证明　由于模型 (25)第 1个和第 2个约束存在

不同变量的相乘, 模型 (25)难以计算. 通过变量替

代, 即

ηy
rj =

{
λjξ

y
rj, j ̸= k;

(1− λk)ξ
y
rk, j = k.

ηx
ij =

{
λjξ

x
ij, j ̸= k;

(1− λk)ξ
x
ik, j = k.

0 ⩽ ξy
rj ⩽ 1模型 (25)第 3个约束中,  可转化为{

0 ⩽ ηy
rj ⩽ λj, j ̸= k;

0 ⩽ ηy
rk ⩽ (1− λk), j = k.∑

r∈Rj

ξy
rj ⩽ Γ y

j 变为∑
r∈Rj

ηy
rj ⩽ λjΓ

y
j , ∀j ̸= k;

∑
r∈Rk

ηy
rk ⩽ (1− λk)Γ

y
k , j = k.

同理, 模型 (25)第 4个约束也可转化. □ 

3.3    约束违反的概率边界

鲁棒优化通常包括 3个主要步骤:
1)构建不确定性集合;
2)开发鲁棒对等问题和确定性模型;
3)为不确定变量指定约束违反的概率边界.
决策者可能会容忍一定程度的约束违反, 以避

免过于保守的策略. 当仅允许部分不确定变量变化

时, 需要对鲁棒模型设定一个边界, 以确保鲁棒解在

高概率下是可行的. 因此, 本节在以下定理中指定概

率边界.
ỹrj x̃ij

UΓ
y
j

UΓx
j

定理 5　设 和 分别为属于不确定集合

和 的不确定产出和投入, 则有如下概率边界:

Pr
( ∑

r∈Rj

u∗
rk log ỹrj −

∑
i∈Ij

v∗
ik log x̃ij > 0

)
⩽

exp(−Γ 2
j /2(|Ij|+ |Rj|)). (27)

Pr
(∑

j

ãijx
∗
j

> 0
)
⩽ exp(−Γ 2

j /2|Ji|) Ji i ∑
r∈Rj

u∗
rk log ỹrj−∑

i∈Ij

v∗
ik log x̃ij ⩽ 0 j

证明　基于文献 [24]中的命题 2, 

,  为第 个约束中受到不

确定性影响的系数集合 . 针对

, 假设第 个约束中固定参数为

1632 控 制 与 决 策 第41卷



Γj = Γ Γj = Γ y
j + Γ x

j |Ij| |Rj|
|Ij| ⩽ |I|, |Rj| ⩽ |R|

,  . 另外 ,  和 为不确定

输入和输出集合的基数, 且 . 基
于文献 [24]中的定理 2可知, 有

Pr
( ∑

r∈Rj

u∗
rk log ỹrj −

∑
i∈Ij

v∗
ik log x̃ij > 0

)
⩽

exp(−Γ 2
j /2(|Ij|+ |Rj|)). □

在评估中, 构建的不确定集不一定涵盖整个不

确定性空间; 否则, 约束可行性的概率界限将为 1. 概

率度量帮助决策者估计与每个约束相关的满足程度.
 

4    在中国电力系统效率测量中的应用
 

4.1    中国的电力系统运行与效率

电力系统是一个综合性系统, 由 4个主要组成

部分构成: 电力的生产、输送、分配和消费. 电力系

统的设计和运行需要统筹效率、可靠性以及安全稳

定, 以保障持续供电并应对需求波动和故障. 电力普

及对于国家经济发展和民生改善贡献显著, 近年来,

中国电力在终端能源消费中占比持续提升. 作为经

济增长的关键产业, 电力消费在中国始终与国家经

济发展保持一致, 某种程度上能够反映整体社会经

济发展状况. 稳定高效的电力生产是区域可持续发

展的核心保障, 因此, 精准的效率评估有助于决策者

掌握系统实况、识别环节问题、研判市场趋势, 对于

电力市场稳健运行意义重大. DEA是广泛用于评估

电力系统效率的方法. 然而, 考虑到电力系统运行所

处的复杂和不确定环境, 如市场需求和电力系统内

部的其他决定因素可能会导致电力生产总量和用户

数量的随机波动. 因此, 本研究的目的在于减轻评估

过程中投入和产出的不确定性的影响. 

4.2    数据描述

x1

x2

x3 y1 y2

本文选取 2020年中国 31个省级电力系统作为

评价单位. 此外, 结合相关研究
[1]
和中国电力系统的

现状, 本文选择发电装机容量 ( )、35 kV以上输电

线路的线路长度 ( )以及 35 kV以上变压器额定容

量 ( )作为投入变量, 发电量 ( )和用户数量 ( )
作为产出变量. 发电装机容量、35 kV以上输电线路

的线路长度、35 kV以上变压器额定容量和发电量

的计量单位分别为 10 000 kW、km、10 000 kVA、亿
kWh. 所有数据来源于《中国电力年鉴》和《电力工业

统计数据汇编》, 原始数据如表 1所示. 

 

表1     投入产出数据

DMU 地区
投入 产出

x1 x2 x3 y1 y2

1 北京 1 316 11 656 14 857 456 9 242 323

2 天津 1 917 14 628 14 279 699 7 110 750

3 河北 10 042 117 437 47 203 2 945 40 543 133

4 山西 10 383 86 612 26 052 3 395 15 102 348

5 内蒙古 14 639 128 164 38 303 5 703 14 155 426

6 辽宁 5 776 66 842 27 650 2 039 26 154 638

7 吉林 3 278 41 451 8 881 990 15 105 760

8 黑龙江 3 536 63 560 10 841 1 111 19 844 232

9 上海 2 669 10 322 21 953 864 11 183 215

10 江苏 14 146 107 906 72 514 5 074 46 283 060

11 浙江 10 142 73 225 52 221 3 521 30 943 897

12 安徽 7 816 83 036 29 560 2 785 31 848 960

13 福建 6 372 54 913 22 392 2 636 20 508 178

14 江西 4 401 60 536 15 679 1 477 20 437 078

15 山东 15 560 121 596 64 195 5 781 51 081 767

16 河南 10 169 94 838 39 764 2 791 44 308 502

17 湖北 8 273 78 669 25 300 3 037 28 903 519

18 湖南 4 915 77 063 20 164 1 552 30 104 966

19 广东 14 224 86 482 60 855 5 048 51 320 260

20 广西 5 178 83 416 16 102 1 939 20 458 652

21 海南 999 11 022 2 502 348 3 627 994

22 重庆 2 488 39 730 14 332 837 18 561 234

23 四川 10 105 112 379 32 376 4 167 38 968 500

24 贵州 7 478 56 490 18 101 2 327 18 056 110

25 云南 10 266 94 441 18 763 3 674 18 638 695

26 西藏 395 37 340 2 053 87 167 711
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4.3    效率评估

e = 0.003 x̃ij ∈ [xij/

x0.003
ij , xij × x0.003

ij ]

Γ x
j = 3 Γ y

j = 2 Γj = |Ij|+ |Rj|
= 5

假设在模型中输入和输出数据的扰动分别为

0.001、0.003和 0.005. 如当 时, 

. 此外, 本文考虑所有投入和产出

均是不确定的, 即 ,  , 

. 所有实验均在Matlab中使用 CPLEX求解器运

行. 模型获得的效率结果如表 2所示.

显然 , 所提出鲁棒 DEA模型 (14)和模型 (20)

在不同的扰动水平下均未产生效率值为 1的有效单

e = 0.003元. 但是, 31个电力系统可被明确排序. 当

时, 海南电力系统在运营方面表现最佳, 分别在模型

(14)和 (20)下取得 0.866和 0.750的效率得分. 另一

方面, 新提出的模型 (23)在同等条件下识别出 7个

DEA有效单元 (北京、内蒙古、上海、广东、海南、四

川和云南), 表明它们在中国电力系统运营的不确定

环境下是最佳评估的电力系统. 换言之, 这些电力系

统可作为其他电力系统在不确定性下的基准. 具体

而言 , 所有电力系统的效率得分随着不确定预算

表 1 (续)

DMU 地区
投入 产出

x1 x2 x3 y1 y2

27 陕西 7 366 65 416 16 900 2 426 22 697 833

28 甘肃 5 620 80 564 15 734 1 787 9 991 932

29 青海 4 030 40 934 10 748 948 1 776 005

30 宁夏 5 943 32 268 14 476 1 768 4 426 831

31 新疆 10 763 99 530 22 857 4 052 13 006 917

 

e表2     不同模型在不同 取值下的结果

DMU
模型(14) 模型(20) 模型(23) 模型(26)

0.001 0.003 0.005 0.001 0.003 0.005 0.001 0.003 0.005 0.001 0.003 0.005

1 0.923 0.791 0.683 0.854 0.633 0.479 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

2 0.593 0.490 0.430 0.537 0.402 0.319 0.537 0.402 0.319 0.497 0.380 0.294

3 0.217 0.190 0.168 0.202 0.154 0.118 0.202 0.154 0.118 0.198 0.146 0.107

4 0.381 0.334 0.293 0.355 0.269 0.204 0.355 0.269 0.204 0.345 0.249 0.179

5 0.802 0.554 0.408 0.659 0.352 0.217 1.000 1.000 0.251 1.000 0.251 0.166

6 0.435 0.384 0.339 0.407 0.313 0.241 0.407 0.313 0.241 0.398 0.294 0.216

7 0.534 0.473 0.420 0.500 0.391 0.308 0.500 0.391 0.308 0.489 0.372 0.283

8 0.402 0.353 0.310 0.375 0.286 0.218 0.375 0.286 0.218 0.364 0.262 0.207

9 0.941 0.833 0.739 0.885 0.694 0.546 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

10 0.492 0.425 0.367 0.454 0.337 0.253 0.454 0.337 0.253 0.439 0.312 0.225

11 0.459 0.402 0.352 0.427 0.324 0.248 0.427 0.324 0.248 0.417 0.306 0.226

12 0.541 0.477 0.421 0.505 0.389 0.299 0.505 0.389 0.299 0.496 0.368 0.273

13 0.930 0.807 0.701 0.866 0.652 0.493 1.000 0.771 0.590 0.982 0.716 0.522

14 0.446 0.391 0.342 0.415 0.317 0.245 0.415 0.317 0.245 0.403 0.298 0.222

15 0.760 0.576 0.498 0.643 0.456 0.342 0.644 0.456 0.342 0.593 0.423 0.301

16 0.341 0.300 0.264 0.318 0.244 0.187 0.318 0.244 0.187 0.312 0.231 0.170

17 0.786 0.689 0.604 0.732 0.556 0.422 0.732 0.556 0.422 0.713 0.514 0.375

18 0.357 0.312 0.273 0.332 0.252 0.194 0.332 0.252 0.194 0.322 0.237 0.176

19 0.921 0.785 0.673 0.849 0.621 0.460 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.542

20 0.535 0.468 0.408 0.498 0.376 0.283 0.498 0.376 0.283 0.482 0.340 0.240

21 0.953 0.866 0.787 0.908 0.750 0.620 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

22 0.506 0.389 0.336 0.442 0.311 0.240 0.442 0.311 0.240 0.392 0.286 0.219

23 0.918 0.780 0.666 0.845 0.613 0.452 1.000 1.000 0.496 1.000 0.600 0.418

24 0.677 0.596 0.524 0.632 0.484 0.370 0.632 0.484 0.370 0.616 0.449 0.328

25 0.922 0.785 0.671 0.850 0.618 0.452 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.662

26 0.005 0.005 0.005 0.005 0.004 0.004 0.005 0.004 0.004 0.005 0.004 0.004

27 0.913 0.789 0.678 0.847 0.627 0.467 1.000 0.647 0.495 0.825 0.600 0.436

28 0.186 0.163 0.144 0.173 0.133 0.102 0.173 0.133 0.102 0.169 0.123 0.090

29 0.037 0.033 0.030 0.035 0.028 0.022 0.035 0.028 0.022 0.034 0.027 0.021

30 0.294 0.262 0.234 0.276 0.217 0.170 0.276 0.217 0.170 0.271 0.206 0.156

31 0.710 0.528 0.428 0.607 0.391 0.297 0.607 0.391 0.297 0.514 0.361 0.260
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Γ x
j Γ y

j

∼

Γ = 0

Γ = 5

( 和 )的增加而下降, 这一现象被称为“鲁棒性

的代价”(不同模型效率的下降趋势如图 1   图 3所
示). 因此, 当寻求更高的鲁棒性以进行效率评估时,
许多中国电力系统 (如内蒙古和四川)在没有考虑不

确定性时是有效的, 但是, 在不确定环境中它们的效

率会下降. 因此, 决策者可在不同的保守程度下平衡

电力系统的效率与鲁棒性. 当 时, 模型 (23)的
结果与乘性模型 (2)一致 (如表 3所示). 当输入和输

出均不确定时 (本文中的 ), 模型的鲁棒解更加

保守. 此外, 通过模型 (26)可得到相同的 DEA有效

的决策单元, 但是其他单元的效率略有不同 (如图 4
所示).
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图1   模型 (14) 的效率结果
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图 5为模型 (20)和模型 (23)的效率得分结果,
有效地验证了命题 3的可靠性. 显然, 从模型 (23)获
得的效率大于或等于模型 (20), 即 . 因此,
在不确定性下, 鲁棒模型 (23)优于模型 (20). 

5    结果分析与管理启示 

5.1    结果分析: 与基准模型的比较

为验证所提出模型的优越性, 本文与以下模型

e = 0.003

e = 0.03

Γ x
j = 3 Γ y

j = 2 Γj = |Ij|+ |Rj| = 5

进行比较: 模型 (2)、CCR模型和 Toloo等[18]
的模型

(15). 在扰动 下, 运行模型 (14)、(20)和 (23),

在扰动 下, 运行 Toloo等[18]
的模型 (15). 此

外 , 设定 ,  ,  . 不

同模型的效率得分如表 3所示.
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表3     不同方法的比较结果

DMU 模型(14) 模型(20) 模型(23) 模型(2) CCR 文献[18]

1 0.791 0.633 1.000 1.000 1.000 1.000

2 0.490 0.402 0.402 0.653 0.946 0.890

3 0.190 0.154 0.154 0.231 0.781 0.739

4 0.334 0.269 0.269 0.407 0.885 0.837

5 0.554 0.352 1.000 1.000 1.000 1.000

6 0.384 0.313 0.313 0.463 0.912 0.862

7 0.473 0.391 0.391 0.567 1.000 1.000

8 0.353 0.286 0.286 0.428 1.000 1.000

9 0.833 0.694 1.000 1.000 1.000 1.000

10 0.425 0.337 0.337 0.529 0.915 0.862

11 0.402 0.324 0.324 0.490 0.900 0.844

12 0.477 0.389 0.389 0.576 0.939 0.890

13 0.807 0.652 0.771 1.000 1.000 1.000

14 0.391 0.317 0.317 0.476 0.928 0.881

15 0.576 0.456 0.456 1.000 0.944 0.891

16 0.300 0.244 0.244 0.363 0.971 0.914

17 0.689 0.556 0.556 0.840 0.985 0.932

18 0.312 0.252 0.252 0.382 1.000 0.948

19 0.785 0.621 1.000 1.000 1.000 1.000

20 0.468 0.376 0.376 0.573 0.960 0.904

21 0.866 0.750 1.000 1.000 1.000 0.970

22 0.389 0.311 0.311 0.577 1.000 1.000

23 0.780 0.613 1.000 1.000 1.000 1.000

24 0.596 0.484 0.484 0.722 0.963 0.907

25 0.785 0.618 1.000 1.000 1.000 1.000

26 0.005 0.004 0.004 0.006 0.532 0.501

27 0.789 0.627 0.647 1.000 1.000 0.994

28 0.163 0.133 0.133 0.198 0.800 0.753

29 0.033 0.028 0.028 0.039 0.596 1.000

30 0.262 0.217 0.217 0.311 1.000 1.000

31 0.528 0.391 0.391 1.000 1.000 1.000
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首先, 求解基准模型获得电力系统的效率 (表
3的最后 3列). CCR模型的结果显示, 有 15个电力

系统是 DEA有效的 , 占所有电力系统的约 50%.
Toloo等[18]

提出的模型得到 13个电力系统是 DEA
有效的, 约占 41.9%. 另一方面, 乘性 DEA模型 (2)
仅识别出 11个电力系统为有效. 这一结果表明, 分
段对数线性技术足够灵活, 能够同时捕捉电力系统

的生产特征. 多个因素可以解释中国电力系统的运

行效率, 包括经济发展、自然地理特征、电力系统规

划与设计、运营管理等. 显然, 一些经济发展迅速或

电力生成显著的地区, 如北京、上海、广州、内蒙古、

福建、重庆、四川、陕西和新疆, 均是有效的.
其次, 为了分析不确定性对于电力系统性能的

影响, 采用开发的鲁棒模型进行评估. 如表 3所示,
模型 (14)和 (20)没有获得有效的决策单元, 这验证

了命题 1和命题 2的有效性. 此外, 模型 (23)的结果

显示, 7个电力系统是 DEA有效的, 占所有电力系

统的 22.5%, 这支持了命题 3的结论. 其有效的电力

系统分别为北京、内蒙古、上海、广东、海南、四川和

云南, 它们是在中国电力系统运行不确定环境下表

现最好的电力系统. 与确定性模型相比, 鲁棒模型

(23)提供了更具鲁棒性和可靠性的效率得分. 当在

效率评估中寻求更高的鲁棒性时, 许多电力系统 (如
福建、山东、湖南、重庆、陕西和新疆)在没有考虑不

确定性的情况下是有效的, 但是, 在不确定环境下效

率有所下降. 因此, 决策者可在不同的不确定性水平

下, 权衡电力系统的效率与鲁棒性表现.

∼ e = 0.003

为进一步验证模型的有效性和合理性, 本文应

用模型 (14)、模型 (20)和模型 (23)以及基准模型 (2),
对中国 31个省级电力系统进行纵向比较 (2020年
 2022年), 结果如表 4所示. 在扰动 下,

模型 (14)和 (20)仍然未识别出任何有效决策单元,
而模型 (23)在各年份均能够识别出有效单元, 且其

数量少于确定型模型 (2). 这一结果印证了模型 (23)
能够提供更可靠的效率得分, 并表明不确定性会导

致效率得分下降. 从时间趋势看, 各省效率演变呈现

差异化特征: 北京、山西、江苏等地效率稳步上升;
山东、陕西则持续下降, 需要优化资源配置; 其他省

份效率波动, 表明其运营绩效尚不稳定, 亟待加强创

新投入和规模优化, 提升资源利用效率, 保障电力系

统的稳定可持续发展. 另外, 不同模型在不同年份下

的效率得分变化趋势也有所不同.

|I|+ |R| = 5

Γ ∈ [0, |I|+ |R|]
Γ = 5 |I|+ |R| = 5

Γ = 5 |I|+ |R| = 7

Γ = 5 |I|+ |R| = 5

Γ =5

|I|+ |R| = 7

Γ = 7

|I|+ |R| = 7

图 6为在不确定性水平下, 模型 (23)概率边界

的比较. 实线 (边界 1)和虚线 (边界 2)分别为在不

同基数下的约束违反概率的上界 ( 和

7). 由图 6可见, 边界 1比边界 2更紧. 考虑模型 (23)
分别有 5个和 7个不确定变量 ,  .
当 且 时 , 所有变量均是不确定

的. 换言之, 不确定变量的整个空间均被不确定性集

覆盖. 相比之下, 当 且 时, 只有 5
个变量是不确定的. 因此, 鲁棒解的实际约束违反概

率 (边界 1)小于或等于 8%. 边界 1比边界 2更接近

5%. 当 且 时, 可得到 100%的不

确定变量数, 以保证违反概率低于 8%. 当 且

时, 只能得到 71.43%的不确定变量数,
以保证违反概率低于 16.77%. 然而, 当 时且

时, 约束违反概率小于 3%. 对于不确

定数据较少的约束, 可确保它们全部受到保护, 以获

得稳健解.
∼此外, 图 7  图 9展示了模型在排名性能方面

的优越性. 显然, 所开发模型可以对所有电力系统进

行差异排名 , 而模型 (2)则无法做到 . 尽管模型

(14)和 (20)未能识别有效单元, 但是仍然可作为排

序参考, 并为模型 (23)的效率评估提供管理建议依

据. 

5.2    管理启示

准确评估电力系统的建设和服务成效是推动其

高效发展的关键. 鉴于中国电力系统的复杂性, DEA
方法在处理多投入多产出的评估场景中具有优势,
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表4     不同模型在不同年份下的效率结果

DMU
模型(14) 模型(20) 模型(23) 模型(2)

2020 2021 2022 2020 2021 2022 2020 2021 2022 2020 2021 2022

1 0.791 0.794 0.810 0.633 0.637 0.660 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

2 0.490 0.373 0.520 0.402 0.314 0.430 0.402 0.314 0.430 0.653 0.439 0.621

3 0.190 0.138 0.207 0.154 0.111 0.167 0.154 0.111 0.167 0.231 0.169 0.253

4 0.334 0.332 0.520 0.269 0.266 0.417 0.269 0.266 0.417 0.407 0.418 0.640

5 0.554 0.520 0.506 0.352 0.368 0.376 1.000 0.368 0.376 1.000 1.000 1.000

6 0.384 0.309 0.428 0.313 0.248 0.347 0.313 0.248 0.347 0.463 0.379 0.520

7 0.473 0.324 0.397 0.391 0.271 0.329 0.391 0.271 0.329 0.567 0.386 0.475

8 0.353 0.249 0.386 0.286 0.210 0.316 0.286 0.210 0.316 0.428 0.291 0.465

9 0.833 0.832 0.837 0.694 0.693 0.700 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

10 0.425 0.469 0.524 0.337 0.371 0.411 0.337 0.371 0.411 0.529 0.589 1.000

11 0.402 0.533 0.503 0.324 0.424 0.405 0.324 0.424 0.405 0.490 0.674 0.613

12 0.477 0.429 0.454 0.389 0.346 0.365 0.389 0.346 0.365 0.576 0.522 0.554

13 0.807 0.795 0.800 0.652 0.633 0.643 0.771 0.824 0.834 1.000 1.000 1.000

14 0.391 0.311 0.330 0.317 0.250 0.268 0.317 0.250 0.268 0.476 0.380 0.399

15 0.576 0.490 0.445 0.456 0.387 0.355 0.456 0.387 0.355 1.000 0.609 0.548

16 0.300 0.229 0.276 0.244 0.185 0.223 0.244 0.185 0.223 0.363 0.279 0.334

17 0.689 0.614 0.628 0.556 0.496 0.504 0.556 0.496 0.504 0.840 0.748 0.769

18 0.312 0.270 0.338 0.252 0.217 0.274 0.252 0.217 0.274 0.382 0.334 0.410

19 0.785 0.768 0.792 0.621 0.594 0.628 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

20 0.468 0.374 0.439 0.376 0.295 0.353 0.376 0.295 0.353 0.573 0.466 0.537

21 0.866 0.865 0.864 0.750 0.749 0.746 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

22 0.389 0.591 0.752 0.311 0.401 0.580 0.311 1.000 1.000 0.577 1.000 1.000

23 0.780 0.702 0.677 0.613 0.531 0.536 1.000 0.537 0.536 1.000 1.000 0.859

24 0.596 0.800 0.512 0.484 0.641 0.414 0.484 1.000 0.414 0.722 1.000 0.623

25 0.785 0.712 0.781 0.618 0.527 0.611 1.000 0.658 1.000 1.000 1.000 1.000

26 0.005 0.012 0.041 0.004 0.010 0.035 0.004 0.010 0.035 0.006 0.013 0.048

27 0.789 0.739 0.521 0.627 0.572 0.420 0.647 0.581 0.420 1.000 1.000 0.636

28 0.163 0.140 0.168 0.133 0.114 0.135 0.133 0.114 0.135 0.198 0.173 0.206

29 0.033 0.025 0.026 0.028 0.020 0.022 0.028 0.020 0.022 0.039 0.029 0.031

30 0.262 0.326 0.458 0.217 0.266 0.372 0.217 0.266 0.372 0.311 0.394 0.555

31 0.528 0.676 0.715 0.391 0.478 0.533 0.391 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
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特别是乘性 DEA模型因其灵活性特性, 适用于此类

应用. 随着中国经济进入高质量发展阶段, 提高电力

系统的生产效率已成为亟待解决的问题, 而稳定且

精准的效率评估对于深化电力体制改革具有重要意

义.
然而, 传统的确定性 DEA模型会忽视现实电力

系统中的不确定性, 在不可预测或未知的情况下 (如
电力生产和市场需求)具有一定局限性. 通过应用鲁

棒模型进行实证分析, 结果表明, 在不同不确定性水

平下, 所提出模型识别出的高效决策单元相较于基

准模型少, 且在不确定环境中部分地区效率有所下

降. 如: 当寻求更高的效率评估稳健性时, 福建、山

东、湖南、重庆、陕西和新疆等地的电力系统在不考

虑不确定性的情况下是高效的, 但是在不确定环境

中, 其效率有所下降. 这一发现为管理实践提供了重

要启示, 具体如下:
1)政策层面: 建议能源主管部门将鲁棒效率纳

入评估体系, 在制定跨区域投资规划时, 将资源向真

正稳健高效的地区 (如北京、内蒙古、上海等)倾斜,
避免因评估偏误导致“效率虚高”; 同时, 实施差异

化区域策略, 针对鲁棒效率较低的省份 (如山东、陕

西), 应重点推动其投入结构优化和精细化管理, 对
鲁棒高效的省份, 则鼓励其总结推广经验.

2)企业层面: 可将鲁棒评估嵌入投资决策, 电力

企业在规划重大基础设施投资时, 可运用所提出模

型进行多情景风险评估, 优先选择在各种不确定情

境下均能够保持稳健效率的项目; 识别运营薄弱环

节, 基于模型结果定位运营中的效率脆弱点, 实现针

对性改进, 提升电力企业在不确定因素下的适应能

力. 

6    结　论

本文将鲁棒优化方法应用于乘性 DEA模型, 以
减少决策过程中固有不确定性的影响. 所提出鲁棒

乘性 DEA模型, 用于在不确定数据下获得决策单元

的效率得分. 首先, 本文构建了一个具有乘性特征的

预算不确定集. 然后, 基于这个不确定集, 开发了两

个鲁棒 DEA模型. 为求解这些模型, 将其转化为等

效的线性规划问题. 另外, 重构了一个新的鲁棒乘性

DEA模型来解决之前模型未识别有效决策单元的

缺陷, 并用于评估具有不确定输入和输出数据的电

力系统性能. 此外, 本文为该模型提供了约束违反的

概率界限. 最后, 为验证所提出模型在性能上优于基

准模型, 本文测量了中国 31个省份电力系统的效率

表现, 测量结果显示, 所开发鲁棒模型具有较好性能

表现.
本文将鲁棒优化方法应用于乘性 DEA模型, 利

用分段对数线性技术, 乘性 DEA模型可依赖于几何

凸性假设, 将对数线性技术引入乘性模型的动机在

于这种技术具有足够的灵活性, 能够同时捕捉生产

函数的关键特征. 另外, 针对考虑不确定性的乘性

DEA研究仍然有限. 因此, 本文在不确定性下开发

了鲁棒乘性 DEA模型, 以获取稳健效率, 并通过可

调的预算水平控制保守性.
除衡量效率值和排名, DEA在提供效率改进目

标和路径方面也发挥着重要的作用. 鉴于鲁棒 DEA
在实际管理决策中的重要性, 未来的研究计划将沿

两个方向拓展: 将所开发模型扩展到鲁棒优化中的

其他不确定集; 深入研究鲁棒 DEA下的效率改进目

标和路径.
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