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高阶相互作用下超图的同步稳定性研究

苑文颖1，顾　伟1，张天良2，童天驰1，董　倩1，孙金生1†

(1. 南京理工大学 自动化学院，南京 210094；2. 青岛理工大学 信息与控制工程学院，山东 青岛 266520)

摘　要: 针对现有超图建模与分析的局限性, 提出一种新的高阶网络同步稳定性分析框架. 首先, 定义一个能完全

描述超图拓扑结构的二维邻接矩阵, 该矩阵由各超边的子邻接矩阵组成, 基于此结构构建新的超图动力学模型,

并通过线性化分析推导出其同步变分方程; 其次, 在对耦合函数施加其在同步流形附近雅可比行为一致的假设

下, 将复杂的变分方程转化为一个由单一等效耦合矩阵和雅可比矩阵决定的标准主稳定函数 (MSF)形式, 减少

对超图结构和耦合形式的严格限制; 此外, 等效耦合矩阵包含所有超边的拓扑结构信息以及耦合强度, 利用

MSF系统分析系统参数与同步稳定性的关系, 为设计和控制具有高阶相互作用的复杂网络系统提供新的理论工

具; 最后, 通过两个实际系统的数值仿真验证理论结果的有效性.
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Synchronization stability for hypergraph in high-order interactions
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Abstract: To address the limitations of existing hypergraph modeling and analysis, a new framework for analyzing the
synchronization  stability  of  higher-order  networks  is  proposed.  First,  we  define  a  two-dimensional  adjacency  matrix
that  can  fully  describe  the  topology  of  a  hypergraph,  which  is  composed  of  the  sub-adjacency  matrices  of  each
hyperedge. Subsequently, based on this structure, we construct a new dynamical model for the hypergraph and derive
its variational equation for synchronization stability through linearization analysis. Then, under the assumption that the
coupling  functions  have  consistent  Jacobian  behavior  near  the  synchronization  manifold,  the  complex  variational
equation is transformed into a standard master stability function (MSF) form, determined by a single effective coupling
matrix and a Jacobian matrix, so as to reduce the strict restrictions on the hypergraph structure and coupling forms. This
effective  coupling  matrix  contains  the  topological  information  and  coupling  strengths  of  all  hyperedges.  Using  the
MSF,  the  relationship  between  system  parameters  and  synchronization  stability  is  analyzed,  providing  a  novel
theoretical tool for the design and control of complex networks with higher-order interactions. Finally, the validity of
the theoretical results is verified through numerical simulations of two actual systems.
Keywords: higher-order interactions；hypergraph；synchronization；coupling matrix；master stability function

 

0    引　言

网络科学已发展成为一种强有力的建模工具,
用以描述由相互作用的个体单元构成的复杂系统,

在物理学
[1]
、生物学

[2]
、工程学

[3]
及社会科学

[4-5]
等众

多领域获得了广泛应用. 以往对复杂系统的研究大

多聚焦于单元间的成对相互作用
[6]. 尽管对于某些动

力学过程而言, 该假设具有一定的合理性, 但大多数

实际系统中的单元常以包含两个以上成员的群体形

式进行交互. 事实上, 在许多工程与科学领域, 从电

力系统的级联故障预防
[7]
到脑网络

[8] 等实际系统中,

单元间的相互作用呈现出多体相互作用特性. 鉴于

此, 近年来, 能够刻画更为复杂的高阶相互作用结构
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及其动力学行为的研究日益受到关注.
超图

[9-10]
作为传统图的推广, 其核心特征在于利

用超边连接多个节点, 从而能够有效地将多体相互

作用机制融入系统模型. 超图模型已在诸多研究领

域展现出广泛的应用价值, 例如网络同步现象
[11]
、多

智能体一致性问题
[12]
、多机器人协同控制

[13]
等方面.

在智能电网
[14] 中, 一个区域的失稳往往不是单个发

电机的问题, 而是多个发电机和变电站构成的高阶

结构相互作用的结果. 目前, 描述超图拓扑结构的方

法依赖于邻接张量或关联矩阵
[15-16]. 然而, 这些传统

方法在应用于动力学分析时面临着固有局限: 邻接

张量在数值上处理复杂, 而关联矩阵会丢失关键的

交互信息. 因此, 研究更一般的高阶相互作用结构建

模方法对于精确分析其同步稳定性具有一定意义.
在复杂网络动力学的研究领域, 系统的集体行

为, 尤其是同步现象, 是理解其协同演化规律的热点

话题. 从智能电网中发电机组的稳定并网
[17], 到大脑

皮层中神经元集群的协同放电
[8], 再到多机器人系统

的协同编队
[13], 同步稳定性都是确保系统正常、高效

运行的重要前提. 相较于传统的成对耦合网络模型,
目前关于超图耦合结构如何影响系统同步稳定性的

理论探究仍相对不足
[18]. 针对经典网络的同步稳定

性分析, 研究者们已发展出多种成熟的方法, 例如主

稳定函数 (MSF)方法
[19]
、李雅普诺夫指数方法

[20] 和
牵制控制策略

[20]
等. 这些方法中, MSF是应用最广

泛的分析工具之一, 它为研究不同耦合模式下网络

系统的同步行为提供了一个强有力的理论框架. 因
此, 本文利用传统的MSF方法研究高阶拓扑结构作

用网络的同步机制具有深刻的理论意义.
近年来, 研究人员已将 MSF方法拓展至超图领

域. 然而, 这些工作往往建立在特定的假设基础之上,
例如节点动力学的线性化近似

[14]
、系统耦合强度的

均匀性假设
[21]

或对超边类型的特定限制
[22]

等. 这些

前提假设无疑限制了 MSF方法在分析具有复杂结

构的真实超网络的普适性与有效性. 为克服上述局

限, 本研究不再局限于特定的结构或耦合假设, 而是

面向更为一般的超图结构建立动力学模型 , 利用

MSF方法研究网络拓扑结构和耦合强度与系统同步

稳定性的关系. 因此, 本文旨在精确刻画系统参数与

同步稳定性之间关系的理论框架, 从而为基于超图

结构的控制策略设计提供理论基础. 本文主要研究

目标为: 首先, 对于超图的拓扑结构, 提出一种新的

基于子邻接矩阵的定义, 该二维邻接矩阵能够解构

并统一刻画超图的拓扑结构和高阶相互信息; 其次,
基于该拓扑结构的定义, 构建一个能精确地刻画高

阶相互作用耦合特性的非线性动力学模型; 最后, 将
该高阶模型转化为标准的线性系统模型, 利用 MSF
方法分析超图的同步稳定性与系统参数之间的关系.
通过实现上述研究目标, 本文主要贡献体现在:

1) 提出描述超边内部节点连接关系的子邻接矩

阵, 基于此, 定义一种新颖的超图邻接矩阵、度矩阵

和拉普拉斯矩阵. 该方法能够同时捕捉节点间的连

接和节点-超边的关联关系.
2) 基于子邻接矩阵构建超图动力学模型, 推导

围绕同步解的线性化变分方程. 同时, 在对超边耦合

函数的假设下, 证明可以将等价变分方程严格转化

为针对每个节点状态的标准MSF子系统分析形式.
3) 应用标准MSF方法, 通过分析最大李雅普诺

夫指数分析超图的同步稳定性与系统参数之间的关

系, 并依据MSF曲线将稳定性分为 3种类别特征. 

1    超　图

G = (V, E) V = {v1, v2,

. . . , vN} E = {E1, E2, . . . , Ek}
Eh G h

|Eh|
rh = |Eh| − 1

Eh

rh

一个超图是一个偶对 , 
为节点集合,  为超边集

合 . 这里 代表超图 中的第 条超边 , 其大小为

, 表示该超边包含的节点数量. 为了描述超边内

部的交互特性, 定义其交互阶数为 . 特
别地, 在超边 中, 任意一个节点都需要同时与其他

个节点进行高阶耦合.
传统上, 超图的拓扑结构通常由邻接张量或关

联矩阵来描述
[10-11]. 然而, 前者在数值分析上处理复

杂, 后者无法区分一个成对连接是由哪一个高阶相

互作用产生的. 为克服这些局限性, 本文提出一种新

的超图定义方式, 将高阶相互作用的结构特征解构

并统一到一个二维邻接矩阵中, 从而为后续的理论

分析奠定基础. 下面给出相关定义. 

1.1    邻接矩阵的定义与性质

N k

A = (a(h)
ij )N×Nk

定义 1　对于一个包含 个节点和 条超边的

超图, 其邻接矩阵 定义如下:

A=


a(1)
11 . . . a(1)

1N . . . a(k)
11 . . . a(k)

1N

a(1)
21 . . . a(1)

2N . . . a(k)
21 . . . a(k)

2N

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
a(1)
N1 . . . a(1)

NN . . . a(k)
N1 . . . a(k)

NN


N×Nk

.

i, j = 1, 2, . . . , N Eh h = 1, 2,

. . . , k a(h)
ij Eh vi vj

vi, vj Eh vi, vj

∈ Eh a(h)
ij = a(h)

ji = 1 a(h)
ij = a(h)

ji = 0

i = j a(h)
ii = 0

其中:  ;  表示一条超边, 
;  为超边 内部节点 与节点 之间的连

接关系, 若节点 同时存在于超边 中, 即
, 则 , 否则 , 特别

地, 当 时, 通常设定 .

A

a(h)
ij

根据定义 1中超图邻接矩阵 的定义, 可以观

察到, 矩阵元素 同时关联节点和超边. 基于此, 超
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A(h)边的子邻接矩阵 的构造方法被进一步提出.
N k

a(h)
ij Eh

A(h) = (a(h)
ij )N×N

定义 2　对于一个包含 个节点和 条超边的

超图, 根据节点与超边的隶属关系以及超图邻接矩

阵元素 的定义, 每条超边 对应的子邻接矩阵

定义如下:

A(h) =


a(h)
11 . . . a(h)

1N

a(h)
21 . . . a(h)

2N

...
. . .

...
a(h)
N1 . . . a(h)

NN


N×N

.

A(h)

Eh

A

因此, 每个子邻接矩阵 仅包含了隶属于该超边

的节点间的连接信息. 进而, 整个超图的邻接矩阵

可以表示为这些子邻接矩阵的水平拼接, 即

A = [A(1) A(2) . . . A(k)] ∈ RN×Nk.

Eh

A(h) = (a(h)
ij )N×N

A = (a(h)
ij )N×Nk

A A(h)

本文将传统图论推广到高阶超图, 所提出的邻

接矩阵融合了传统图论中邻接矩阵和关联矩阵的概

念. 首先, 将每条超边 的高阶交互关系映射到一个

独立的子邻接矩阵 中, 从而完整保

留了每条超边作为一个独立交互单元的拓扑信息;
其次, 将所有子矩阵沿水平方向拼接, 构建了一个全

局的二维邻接矩阵 . 因此, 这种从张

量到矩阵的维度展开, 将复杂的高阶网络结构解构

并展开为一个易于分析的二维形式, 更加有利于直

观地揭示超图的高阶拓扑结构. 显然, 本文所定义的

邻接矩阵 及其子邻接矩阵 同时描述了节点之

间的连接关系以及节点与超边之间的关联关系. 

1.2    拉普拉斯矩阵与度矩阵的定义

A = (a(h)
ij )N×Nk

D L

基于上文定义的邻接矩阵 , 并

借鉴图论中度矩阵与拉普拉斯矩阵的构造方式, 进
一步定义超图的度矩阵 与拉普拉斯矩阵 .

G Eh

L(h) = (l(h)ij )N×N

定义 3　给定一个超图 , 对应于每条超边 的

子拉普拉斯矩阵 定义如下:

l(h)ij =


− a(h)

ij , i ̸= j;
N∑

j=1

a(h)
ij , i = j.

L = (l(h)ij )N×Nk进而, 超图的拉普拉斯矩阵 定义为这

些子拉普拉斯矩阵的水平拼接, 即

L = [L(1) L(2) . . . L(k)] ∈ RN×Nk.

i, j = 1, 2, . . . , N h = 1, 2, . . . , k其中:  ;  .

L L(h)

N∑
j=1

l(h)ij = 0
k∑

h=1

N∑
j=1

l(h)ij = 0 i

h

由定义 3可知, 与传统图论相似, 超图的拉普拉

斯矩阵 及其子拉普拉斯矩阵 同样满足行和为

零的性质 , 即 ,  对任意 ,

成立.

G D定义 4　给定一个超图 , 定义其度矩阵 为

D = [D(1) D(2) . . . D(k)] ∈ RN×Nk,

D(h) Eh其中每个子度矩阵 对应于超边 , 定义为

D(h) = diag{d(h)
1 , d(h)

2 , . . . , d(h)
N } ∈ RN×N .

d(h)
i =

N∑
j=1

a(h)
ij vi Eh

vi ∈ Eh Eh vi

d(h)
i = rh

L A D

L(h) A(h) D(h)

其对角元素 表示节点 在超边 中的

度, 如果节点 , 则该度值等于超边 中除 自

身以外的节点数量, 即 . 因此, 本文提出的

超图拉普拉斯矩阵 、邻接矩阵 、度矩阵 及其各

自对应的子矩阵 、 、 之间满足

L = D −A, (1)

L(h) = D(h) −A(h). (2)
 

2    超图的系统模型

N k

不同于传统直接在抽象的邻接张量上构建超图

动力学模型的方法
[9-10], 本文基于前面所定义的子邻

接矩阵, 将邻接张量解构为关于每条超边中节点之

间的连接关系, 并利用此关系构建超图的动力学模

型. 下面考虑一个包含 个节点和 条超边的超图动

力学模型, 有

ẋi(t) =

f(xi(t)) +
∑
Eh∈E

σh

rh!

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

×

gEh
(xi, xj1 , xj2 , . . . , xjrh

), i = 1, 2, . . . , N. (3)

xi(t) ∈ Rm i σh h =

1, 2, . . . , k Eh f(xi(t)) ∈ Rm

vi A

= (a(h)
ij )N×Nk

gEh
(·) Eh

x(t) gEh
(x(t), x(t), . . . ,

x(t)) = 0

其中:  为第 个节点的状态向量,  (
)为超边 的耦合强度,  为

描述节点 自身动力学的连续可微非线性函数, 
为定义 1中描述超图拓扑的邻接矩阵,

为描述超边 内部节点间非线性耦合关系的

函数. 特别地, 假设该耦合函数满足非侵入性条件,
即对于任意同步状态 , 恒有

.
本文提出的超图动力学模型 (3)通过子邻接矩

阵解构了多体耦合关系, 不仅能有效描述节点间高

阶非线性耦合引发的集体同步、分簇与群体行为, 还
可扩展作为多智能体协作控制、群体博弈、复杂传播

动力学等多种高阶相互作用研究的建模框架, 具有

较高的建模灵活性和适用性.
xs Eh

gEh
(·)
假设 1　对于同步解 , 假设超边 的耦合函

数 具有如下分解形式:

gEh
(xi, xj1 , xj2 , . . . , xjrh

) =

hEh
(xj1 , xj2 , . . . , xjrh

)− hEh
(xi, xi, . . . , xi). (4)

x并且, 对于任意相同的状态输入 , 不同超边的辅助
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hEh
(·)函数 在该输入下的取值均相等, 即

hE1
(x, x, . . . , x) = · · · = hEk

(x, x, . . . , x), (5)

h = 1, 2, . . . , k hEh
(·)其中 . 函数 是定义耦合关系的

一个辅助函数.
N定义 5　考虑由 个节点组成的超图, 其动力

学由式 (3)给出. 若存在同步流形

M = {(x1, x2, . . . , xN)|x1 = x2 = · · · = xN = xs},
ẋs = f(xs)

xi(0) M
M

同步解满足 , 使得当所有节点初始状态

满足 在 附近时, 系统状态在耦合作用下随着

时间渐近收敛到 , 则该系统实现同步稳定.

δxi(t) = xi(t)− xs

x1 = x2 = · · · = xN =

xs

本文研究的同步稳定性是网络动力学系统的内

在特性之一, 取决于节点自身动力学、超边耦合拓

扑、耦合强度及耦合函数形式等固有参数, 并不依赖

外部输入. 为研究该同步解的稳定性, 定义系统状态

相对于同步解的偏差变量为 . 下
面对动力学方程在同步流形

附近进行线性化, 以进行线性同步稳定性分析.
G

gEh
(·)

xs

引理 1　给定一个由超图 描述耦合关系的动

力学方程 (3), 若其耦合函数 满足非侵入性, 则
系统状态在同步解 附近的线性化动力学行为 (描
述同步稳定性)可由如下变分方程描述:

δẋ(t) = JF(s(t))δx(t)−∑
Eh∈E

σh

rh!
(Φ(h) ⊗ JGEh)δx(t). (6)

δx(t) = [δxT
1(t), δx

T
2(t), . . . , δx

T
N(t)]

T

JF(xs) = IN ⊗ Jf(xs) JGEh(xs)

Φ(h)

其中 :  为系统

状态偏差向量 ,  ,  为

与耦合函数相关的雅可比矩阵. 等效耦合矩阵

定义为

Φ(h)=(φ(h)
ij )N×N =(D(h))rh−1L(h), h=1, 2, . . . , k.

该矩阵的元素可表示为

φ(h)
ij =

{
(d(h)

i )rh−1l(h)ij , i ̸= j;

0, i = j.

h gEh
(xi,

xj1 , xj2 , . . . , xjrh
)

xs

证明　首先考虑第 条超边的耦合函数

, 利用泰勒展开并忽略高阶项, 其
在同步解 处的线性化形式为

gEh
(xi, xj1 , xj2 , . . . , xjrh

) =

∂gEh
(·)

∂xi

∣∣∣
xs

(xi(t)− xs) +
∂gEh

(·)
∂xj1

∣∣∣
xs

(xj1(t)− xs)+

. . .+
∂gEh

(·)
∂j

rh

∣∣∣
xs

(xjrh
(t)− xs) =

JgEh
i (xs)δxi(t) + JgEh

j1
(xs)δxj1(t)+

. . .+ JgEh
jrh

(xs)δxjrh
(t), (7)

JgEh
j (xs) =

∂gEh
(·)

∂xj

∣∣∣
xs

∈ Rm×m jk其中 为对节点 的

状态求偏导得到的雅可比矩阵.
ẋs = f(xs)

δxi(t)

将式 (7)代入动力学方程 (3)并利用 ,
得到偏差变量 的演化方程为

δẋi(t) =

Jf(xs)δxi(t)+
∑
Eh∈E

σh

rh!

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

×

[JgEh
i (xs)δxi(t) + JgEh

j1
(xs)δxj(t)+

JgEh
j2
(xs)δxj2(t) + . . .+ JgEh

jrh
(xs)δxjrh

(t)], (8)

Jf(xs) =
∂f(·)
∂x

∣∣∣
xs

f(·) xs

m×m

其中 为函数 在同步解 处的

雅可比矩阵.
N∑

j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

A a(h)
ij

Eh

对于式 (8)中的求和项 ,

依据邻接矩阵 的定义, 元素 与其所在的超边

有关, 因此, 求和项进一步转化为

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

[JgEh
i (xs)δxi(t)+

JgEh
j1
(xs)δxj1(t) + . . .+ JgEh

jrh
(xs)δxjrh

(t)] =

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

JgEh
i (xs)δxi(t)+

N∑
j2,...,jrh=1

a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

N∑
j1=1

a(h)
ij1
JgEh

j1
(xs)δxj1(t)+. . .+

N∑
j1,...,jrh−1

=1

a(h)
ij1
. . .a(h)

ijrh−1

N∑
jrh=1

a(h)
ijrh

JgEh
jrh

(xs)δxjrh
(t) =

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

JgEh
i (xs)δxi(t)+

(d(h)
i )

rh−1
N∑

j1=1

a(h)
ij1
JgEh

j1
(xs)δxj1(t) + . . .+

(d(h)
i )

rh−1
N∑

jrh=1

a(h)
ijrh

JgEh
jrh

(xs)δxjrh
(t). (9)

gEh(·)
gEh(xs, . . . , xs) = 0

xi rh xjk

xs

考虑到耦合函数 具有同步非侵入性, 即
. 对其求关于第 1个变量 (对应

)的偏导, 再对后面 个变量 (对应 )求偏导, 并
在同步状态 处求值, 根据链式法则, 可以推断出

JgEh
i (xs) + JgEh

j1
(xs) + . . .+ JgEh

jrh
(xs) = 0. (10)

因此, 利用性质 (10), 有
N∑

j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

JgEh
i (xs)δxi(t) =

− (d(h)
i )

rh(JgEh
j1
(xs) + . . .+ JgEh

jrh
(xs)). (11)

根据 (11)式, 并且结合定义 3中拉普拉斯矩阵

的定义, 式 (9)可以进一步简化为
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N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

[JgEh
i (xs)δxi(t)+

JgEh
j1
(xs)δxj1(t) + . . .+ JgEh

jrh
(xs)δxjrh

(t)] =

(d(h)
i )

rh−1
N∑

j1=1

l(h)ij1
JgEh

j1
(xs)δxj1(t) + . . .+

(d(h)
i )

rh−1
N∑

jrh=1

l(h)ijrh
JgEh

jrh
(xs)δxjrh

(t) =

(d(h)
i )

rh−1
N∑

j=1

l(h)ij (JgEh
j1
(xs) + JgEh

j2
(xs)+

JgEh
j3
(xs) + . . .+ JgEh

jrh
(xs))δxj(t). (12)

因此, 结合式 (12), 超图的系统模型 (8)转化为

δẋi(t) = Jf(s(t))δxi(t)−∑
Eh∈E

σh

rh!

N∑
j=1

(d(h)
i )

rh−1
l(h)ij (JgEh

j1
(xs)+

JgEh
j2
(xs) + . . .+ JgEh

jrh
(xs))δxj(t).

(13)

JGEh = JgEh
j1
(xs) + . . .+ JgEh

jrh
(xs)

D(h)

L(h)

定义 . 根据

子度矩阵 的定义 (见定义 4)以及子拉普拉斯矩

阵 , 并利用克罗内克积, 可以将所有节点的线性

化方程 (13)写成如下矩阵形式:

δẋ(t) = JF(s(t))δx(t)−
σ1

r1!
((D(1))

r1−1L(1) ⊗ JGE1)δx(t)−

. . .− σk

rk!
((D(k))

rk−1L(k) ⊗ JGEk)δx(t) =

JF(s(t))δx(t)−
∑
Eh∈E

σh

rh!
(Φ(h)⊗JGEh)δx(t).

(14)

引理 1得证. □

L(h)

gEh
(·)

Eh

Φ(h) =(D(h))rh−1L(h)

N ×N

Φ(h)

JGEh

借助与各超边关联的子拉普拉斯矩阵 以及

耦合函数 的非侵入性等性质, 由引理 1推导得

到超图系统等价变分方程 (6). 方程中描述超边 耦

合贡献的等效耦合矩阵 是一个

方阵. 相较于现有文献
[10-11]

中处理超图同步

问题的一些方法, 本文所提出的分析方法能够更紧

密地融合超图的拓扑结构信息 (体现在 中)与节

点间的非线性耦合特性 (体现在 中).

N∑
j1,...,jrh=1

a(h)
ij1
a(h)
ij2

. . . a(h)
ijrh

A(h)

a(h)
ij

注 1　对系统 (8)线性化时, 利用传统张量方法

难以直接处理耦合求和项 ,

因此本文利用所提出的拓扑结构的定义方法能够将

系统模型进行简化. 首先, 利用子邻接矩阵 的结

构, 将元素 与有关超边耦合函数的雅可比矩阵

JgEh
j (xs)

d(h)
i JgEh

i (xs)

JgEh
jk
(xs)

L(h)

相结合, 进而将求和项分离; 其次, 通过节

点度 和非侵入性条件, 将对角项 与非对

角项 合并, 从而得到一个关于子拉普拉斯矩

阵 的线性动力学模型 (13).

L

Eh

vi Eh

为便于运用 MSF方法分析超图的同步稳定性,
关键步骤在于采用基于特征值的方法对系统进行解

耦, 进而考虑解耦后各子系统的稳定性. 然而, 本文

定义的拉普拉斯矩阵 并非方阵 . 因此 , 为满足

MSF分析框架对耦合矩阵为方阵的要求, 本文的核

心思路在于: 将超图中由超边表现的多体相互作用

等效地转化为基于每条超边 内部节点间的耦合关

系, 进而可以刻画每个节点 通过不同超边 所受

到的耦合影响. 

3    超图的同步稳定性

为利用MSF方法对超图的系统模型 (6)进行解

耦并分析超图的同步稳定性, 进一步将该模型转化

为适用于MSF分析的标准形式.
G

xs

定理 1　令假设 1成立. 对于由超图 描述的动

力学系统 (3), 若其耦合函数满足非侵入性条件, 则
基于引理 1中得到的同步解 附近的线性化动力学

变分方程 (6), 可以进一步表示为如下形式:

δẋ(t) = JF(s(t))δx(t)− σ1(Φ̃⊗ JH)δx(t), (15)

Φ̃其中等效耦合矩阵 定义为

Φ̃ = Φ(1) +
σ2

2!σ1

Φ(2) + · · ·+ σh

rh!σ1

Φ(h). (16)

λi Φ̃

基于此动力学方程 (15), 超图的同步稳定性可

以分为 3类 ( 为 的非零特征值):
1) 任意拓扑结构下, 超图均无法实现同步稳定;

σ1λi σ1λi > ωc

(ωc, 0)

2) 对于任意 , 当 时, 超图可以实

现同步稳定,  是MSF曲线与横轴的唯一交点;
σ1λi (ωc1, ωc2)

(ωc1, 0) (ωc2, 0)

0 < ωc1 < ωc2

3) 对于任意 , 当其落在稳定区间

内 , 超图可以实现同步稳定 , 且 和

是MSF曲线与横轴的两个交点,  .

JGEh(xs) Eh

证明　在超图的等价变分方程 (6)中, 存在与耦

合函数相关的雅可比矩阵 可能随超边 的

不同而变化, 这使得直接应用需要单一耦合雅可比

矩阵的MSF方法变得困难.
gEh

xjk
k = 1, 2, . . . , rh

基于假设 1中对耦合函数的假设 , 考虑 对

( )的偏导, 可以得到

JGEh =

rh∑
k=1

JhEh
k (xs) =: JHEh , (17)

JHEh =

rh∑
k=1

JhEh
k (xs) hEh

其中 为由辅助函数 的雅可

比导出的矩阵.
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根据假设 1的式 (5), 进一步得到

JHE1 = JHE2 = · · · = JHEk = JH, (18)

JH h m×m其中 是一个与具体超边 无关的 雅可比矩

阵.
xs利用式 (17)和 (18), 超图在同步解 处的等价

动力学方程可以重写为

δẋ(t) =

JF(s(t))δx(t)−
∑
Eh∈E

σh

rh!
(Φ(h) ⊗ JH)δx(t) =

JF(s(t))δx(t)−
((

σ1Φ
(1) +

σ2

2!
Φ(2) + · · ·+

σh

rh!
Φ(h)

)
⊗ JH

)
δx(t) =

JF(s(t))δx(t)− σ1

((
Φ(1) +

σ2

2!σ1

Φ(2) + · · ·+
σh

rh!σ1

Φ(h)
)
⊗ JH

)
δx(t). (19)

因此, 超图系统的线性化动力学方程 (3)转化为如下

标准MSF形式:

δẋ(t) = JF(s(t))δx(t)− σ1(Φ̃⊗ JH)δx(t). (20)

Φ̃ JH

Φ̃ N ×N

σh/rh!

JH(xs)

Φ̃ λi

超图的等价变分方程 (6)转化为包含单个等效

耦合矩阵 和雅可比矩阵 的标准 MSF形式, 如
式 (20). 矩阵 是一个 的方阵, 它综合了所有

超边的拓扑结构信息以及相对耦合强度 的权

重,  刻画了节点间的耦合作用方式. 因此, 可
以通过分析矩阵 的特征值 来应用MSF方法.

δx(t) = V δy(t)利用变量替换的方法, 引入变换 ,
可以将系统方程 (20)映射到特征空间. 经过变换, 耦
合动力学方程 (20)变为

δẏ(t) = JF(xs)δy(t)− σ1(Λ⊗ JH)δy(t). (21)

V Φ̃ Λ = V −1Φ̃V

Φ̃ Λ = diag{λ1, λ2, . . . ,

λN} ∈ RN×N

其中:  为矩阵 的特征向量矩阵,  为

等效耦合矩阵 的特征矩阵, 
.

N

δyi(t)

式 (21)实际上代表了 个解耦子系统, 因此解

耦后的每个节点 的动力学由下式描述:

δẏi(t) = Jf(xs)δyi(t)− ωiδyi(t), (22)

ωi = σ1λi其中 .

ω = σ1λi

Υmax = Υmax(ω) λi Φ̃

λi Υmax(σ1λi) < 0 Υmax(ω)

通过分析子系统 (22)的稳定性, 本文能够综合

考虑超图的拓扑结构和节点间的耦合关系来研究同

步稳定性. 同时, 运用MSF方法, 关注耦合强度和拓

扑结构对超图同步稳定性的影响. MSF定义为子系

统 (22)的最大李雅普诺夫指数, 它是参数

的函数:  , 其中 为 的非零特征值.
系统实现同步的充要条件是, 对于所有非零特征值

, 总有 . 基于 MSF  的形状,

可以将超图的同步稳定性分为以下 3类:
ω = σ1λi Υmax(ω)

σ1

Φ̃ λi

1) 对于所有可能的 ,  始终大于

零, 在这种情况下, 无论如何选择耦合强度 和超图

拓扑 (即改变 的特征值 ), 系统都无法实现同步.
Υmax(ω)

ωc > 0 σ1λi

σ1λi > ωc

2)  与横轴相交一次 , 存在一个临界值

. 系统实现同步的条件是所有 都落在稳

定区域内, 即 . 此时同步阈值为

σcritical = ωc/λmin,

λmin Φ̃其中 为 的最小非零正特征值.
Υmax(ω)

(ωc1, ωc2) 0 < ωc1 < ωc2

λi σ1λi

σ1

3)  与横轴有两个交点 , 定义稳定区间

( ). 系统实现同步的条件是,
对于所有非零特征值 , 对应的 必须落在稳定

区间内, 这通常转化为对耦合强度 的要求

σ1λ
effective
min > ωc1, σ1λ

effective
max > ωc2,

λeffective
min λeffective

max Φ̃

λeffective
max /λeffective

min

σ1

其中 和 分别为 的最小和最大非零特

征值. 在这种情况下, 比值 可以视为衡

量超图拓扑结构同步能力的一个指标. 该比值越接

近 1, 意味着允许同步的耦合强度 的范围可能越

宽.
σ1

σ1

对于第 3类系统, 同步稳定性对耦合强度 的

选择尤为敏感. 如果 选择不当 (过小或过大), 则系

统很可能会失同步. 因此, 基于超图的标准 MSF形

式 (15)以及解耦得到的变分子系统 (22), 超图 (3)中
节点之间的耦合关系以及其拓扑结构与其同步稳定

性之间的关系被分为 3类进行分析讨论. □ 

4    数值仿真与验证

为进一步验证所提出基于 MSF分析超图同步

稳定性的有效性, 分别选取 Rössler振子和蔡氏电路

作为节点动力学, 并在一个具体的超图结构上进行

数值仿真.
N = 5 V = {1, 2, 3, 4, 5}

k = 4 E = {E1, E2, E3, E4} G = (V,
E)

E1 = {3, 4} E2 = {1, 3, 5} E3 = {2, 4, 5} E4 =

{2, 3, 4, 5}

i

考虑一个包含 个节点

和 条超边 的超图

. 其拓扑结构如图 1所示, 各超边包含的节点分别

为 ,  ,  , 
, 即一条绿色超边的大小为 2(连接节点

3和 4), 两条黄色超边的大小为 3(分别连接节点 1、
3、5和节点 2、4、5), 一条蓝色超边的大小为 4(连接

节点 2、3、4、5). 对于每个节点 , 其状态向量定义为
 

1

2

3
4

5

图1    超图的拓扑结构
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xi = [xi1, xi2, xi3]
T ∈ R3 .

E1

σ1 E2 E3 σ2

E4 σ3

gEh
(·)

设定不同超边的耦合强度分别为: 超边 的耦

合强度为 , 超边 和 的耦合强度均为 , 超边

的耦合强度为 . 基于该超图拓扑, 并根据假设 1,
下面两组关于 4条超边的非线性耦合函数 分

别选取为

gE1
(xi, xj) =

x3
j1

x3
j2

0

−

x3
i1

x3
i2

0

1)  ,

gE2
(xi, xj, xk)=gE3

(xi, xj, xk)=

x2
j1xk1

x2
j2xk2

0

−

x3
i1

x3
i2

0

 ,

gE△(xi, xj, xk, xm) =

xj1xk1xm1

xj2xk2xm2

0

−

x3
i1

x3
i2

0

 ;

gE1
(xi, xj) =

 0

x3
j2

x3
j3

−

 0

x3
i2

x3
i3

2)  ,

gE2
(xi, xj, xk)=gE3

(xi, xj, xk)=

 0

x2
j2xk2

x2
j3xk3

−

 0

x3
i2

x3
i3

 ,

gE4
(xi, xj, xk, xm) =

 0
xj2xk2xm2

xj3xk3xm3

−

 0

x3
i2

x3
i3

 .

 

4.1    耦合 Rössler 振子

考虑一个耦合 Rössler振子超图系统, 其动力学

方程描述如下:

ẋi1 = −xi2 − xi3+
E4∑

Eh=E1

5∑
j=1

σh

rh!
a(h)
ij gEh

(xi, xj1 , . . . , xjrh
),

ẋi2 = xi1 + a1xi2,

ẋi3 = b1 + xi3(xi1 − c1).

(23)

i = 1, 2, 3, 4, 5 gEh
(·) Eh

a1 = b1 = 0.2 c1 = 5.7

其中:  ;  为超边 的耦合函数向

量; 系统参数设置为 ,  .

Υmax ω = σ1λ

ω

(0.346, 2.293) Υmax(ω) < 0

σ1 = 0.1 σ2 =0.092 σ3 =

0.221 Φ̃ λi

ωi = 0.1λi ωi

(0.353, 2.313)

xi(t)

图 2为 Rössler振子超图的 MSF曲线, 即最大

李雅普诺夫指数 随参数 的变化关系. 通
过考虑两种不同的非线性耦合函数情况, 图 2(a)对
应于第 1组耦合函数的计算结果. 该 MSF曲线表现

出定理 1的第 3类特征. 具体地, 当参数 的值落在

区间 内时 ,  , 表明此情况

下的超图是稳定的. 基于 MSF的这一预测, 选取一

组特定的耦合强度参数:  ,  , 
. 通过计算在此参数下 的特征值 , 并得到对

应的 , 验证了所有的 值确实均位于稳定

区间 内. 图 3(a)展示了网络中所有节

点状态 随时间的轨迹, 可以观察其最终趋于一

致, 这与MSF的预测相符.
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(b)   第 2 组耦合函数

图2   Rössler 振子超图的同步稳定性分析
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xi(t)图3   超图的节点状态 轨迹
 

Υmax(ω) > 0 ω

σ1 = 0.05 σ2 = 0.03 σ3 = 0.08

xi(t)

同时, 图 2(b)展示了考虑第 2组耦合函数计算

得到的 MSF曲线 . 该曲线始终位于横轴上方 , 即
对所有 值均成立, 这对应于定理 1中

的第 1类不稳定情况. 为验证预测结果, 选取一组耦

合强度:  ,  ,  , 图 3(b)体
现了相应耦合强度下节点状态 随时间的轨迹.

通过观察图 3(b)可以发现, 系统状态保持发散或持

续的非同步振荡行为, 验证了定理 1中对于 MSF曲

线第 1类情况结果预测的准确性. 
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4.2    蔡氏电路

蔡氏电路超图系统的动力学方程描述如下:

ẋi = a2(yi − xi − f(xi))+
E4∑

Eh=E1

5∑
j=1

σh

rh!
a(h)
ij gEh

(xi, xj1 , . . . , xjrh
),

ẏi = xi − yi + zi,

żi = −b2yi.
(24)

a2 = 15.6 b2 = 28 f(xi) = m1xi +
1

2
(m0−

m1)(|xi + 1| − |xi − 1|) m0 = −8/7 m1 = −5/7

其中:  ,  , 

,  ,  .

ω Υmax(ω) < 0

ω (0.968,+∞)

σ1 = 0.01 σ2 = 0.2 σ3 = 0.03

xi(t)

图 4展示了蔡氏电路超图的同步稳定性分析.
首先分析图 4(a)所对应的情况. 显然, 该 MSF曲线

所表现的稳定性情况体现在定理 1中第 2类情形,
其揭示了一个明确的同步区域. 具体而言, 当参数

的值大于临界点 0.968时, 有 , 即只要

耦合参数 落在稳定区间 内, 该超图网

络就是同步稳定的. 为了对这一理论预测进行数值

验证 , 在稳定区间内任意选取一组耦合强度参数

,  ,  , 图 5(a)展示了在此

参数下网络中所有节点状态 随时间的变化轨

迹. 从图中可以观察到, 尽管初始状态不同, 但所有

节点的轨迹最终收敛并完全重合, 系统达到同步状

态. 这与 MSF曲线预测的结果一致, 从而验证了本

文在定理 1中基于超图模型分析系统同步稳定性所

得到的理论结果的有效性.
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图4   蔡氏电路超图的同步稳定性分析
 

与此相对, 图 4(b)展示了在另一组耦合函数下

计算得到的MSF曲线. 该曲线的稳定性情况与图 2(a)

(3.936, 6.038)

σ1 = 0.05 σ2 = 0.1 σ3 = 0.09

xi(t)

相似, 均体现了定理 1中第 3种情形, 其存在一个封

闭的稳定区间 . 与图 3(a)所考虑情况

不同, 为了验证图 4(b)非同步情况, 在非稳定区域选

取一组耦合强度 ,  ,  ,
图 5(b)给出了此耦合参数下节点状态 随时间

演化轨迹. 如图所示, 各个节点的状态轨迹无法收敛

到同一状态, 呈现出持续的、复杂的非同步振荡行

为. 这一仿真结果同样有力地验证了MSF方法的预

测能力: 只有当系统参数落在MSF预测的稳定域内

时, 网络才能实现同步. 

5    结　论

本文首先提出了一种新颖的超图矩阵表示方法,
该方法通过子邻接矩阵刻画了节点间连接和节点-
超边关联关系. 基于此, 构建了超图动力学模型, 并
将变分方程转化为包含耦合矩阵和耦合雅可比矩阵

的标准 MSF形式. 运用 MSF方法, 对超图网络的同

步稳定性进行了讨论. 最后, 选取 Rössler振子和蔡

氏电路作为节点动力学进行了数值仿真, 验证了所

提出理论结果的有效性. 与传统网络相比, 超图能够

刻画更复杂的多体相互作用, 使得控制策略可以同

时结合多节点状态进行设计, 拓展了分布式控制的

鲁棒性. 此外, 该高阶相互作用结构也可用于多智能

体群体内外的协作与对抗决策建模, 为研究基于高

阶网络的混合博弈及分布式最优策略提供了理论基础.
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