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分数阶多项式驱动的自适应灰色模型

在碳排放预测中的应用

樊学秀1, 2，江可申1，覃素平3†，许泽东1

(1. 南京航空航天大学 经济与管理学院， 南京 211106；
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摘　要: 针对传统灰色模型在拟合复杂非线性指数序列中的局限性, 构建分数阶多项式驱动的自适应灰色预测模

型 , 通过引入非整数阶指数多项式函数提升模型的适应性. 系统地探讨模型的构建机制、参数

估计方法以及时间响应函数, 并分析参数在特定取值下的模型性质演变. 为进一步增强模型性能, 采用线性递减

权重粒子群算法 (LDW-PSO)对模型超参数进行优化. 实验基于中国碳排放数据预测, 实验结果表明所提出模型

在拟合和预测阶段均展现出高准确性和稳定性, 其性能显著优于传统 模型以及其他优化模型, 验证了

所提出模型在碳排放领域复杂数据建模中的有效性和适用性.
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Abstract: To  address  the  fitting  limitations  of  traditional  grey  models  in  handling  complex  non-linear  exponential
sequences, this study proposes an adaptive grey prediction model driven by a fractional-order polynomial, abbreviated
as  . A systematic framework is established, covering the model’s construction mechanism, parameter
estimation  method,  and  time  response  function.  Furthermore,  the  evolution  of  model  properties  under  specific
parameter  settings  is  analyzed  to  deepen  theoretical  understanding.  To  further  enhance  the  performance,  the  linear
decreasing  weight  particle  swarm  optimization  (LDW-PSO)  algorithm  is  employed  to  optimize  the  model’s
hyperparameters.  Experimental  validation is  conducted using China’s  carbon emission data prediction,  demonstrating
that  the    model  achieves  superior  accuracy  and  stability  in  both  fitting  and  forecasting  stages
compared  to  the  classical    model  and  other  optimized  variants.  This  verifies  the  effectiveness  and
applicability  of  the proposed model  in  modeling complex carbon emission datasets  characterized by nonlinearity  and
uncertainty, providing a robust tool for high-precision forecasting in this specific domain with limited data samples.

GMFP(1, 1, N)Keywords: grey forecasting model；fractional-order polynomial； ；carbon emission forecasting
 

0    引　言

灰色系统理论由我国学者邓聚龙教授于 1982
年创立, 其核心在于解决“部分信息已知、部分信息

未知”的小样本、贫信息不确定性问题
[1]. 该理论通
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GM(1, 1)

x(0)(k) ≈ aebk

GM(1, 1)

过对有限数据的生成和挖掘, 揭示系统运行的内在

规律, 为数据匮乏场景下的决策提供方法论支撑. 作
为灰色预测的核心模型,  模型因其计算简

洁、所需样本量少而被广泛应用. 其建模本质是通过

一阶累加生成 (1-AGO)弱化原始序列的随机性特

征, 继而通过灰色微分方程提取数据的指数趋势. 然
而, 该模型隐含着关键假设 —— 原始序列需要满足

近似齐次指数律 (即 ). 在实际应用中,
现实数据往往偏离这一理想形态: 经济指标受政策

干预呈现阶跃变化特征, 环境数据因季节扰动产生

周期性振荡, 工业信号则常包含复杂的非线性成分.
这种理论假设与实际数据分布的错位 , 导致传统

模型在处理复杂系统时误差显著增大, 亟
需在理论框架和建模方法上实现突破性创新.

GM(1, 1)

GM(1, 1)

NGM(1, 1, k)

GM(1, 1)

GM(1, 1)

tα

GM(1, 1, tα)

NGM(1, 1, k)

GM(1, 1, tα)

SAGM(1, 1, tα

为突破 模型的局限性, 学者们从模型

初始条件
[2]
、背景值

[3-4]
、参数估计

[5]
以及模型结构

[6]

等多个维度展开系统性优化, 其中灰色作用量的革

新被视为提升模型适应性的关键路径. 如: 崔杰等
[7]

基于 模型的灰色微分方程, 推导出适用于

非齐次指数序列的 模型, 有效解决了

传统 模型对非齐次指数序列的拟合缺陷;
战立青等

[8]
和 Chen等[9]

进一步引入非齐次项, 提出

了更具普适性的灰色 NGM模型. NGM模型通过非

齐次结构扩展, 有效突破了传统 模型在数

据适应性、数值稳定性以及预测精度方面的局限性,
为后续复杂系统建模提供了轻量化、高精度的新范

式, 因此, 在其基础上涌现了大量具有代表性的研究

成果. 针对含线性时间项的非齐次指数序列, Zhang
等

[10]
和 Xiang等[11] 在灰色作用量中引入了二次多

项式, 提出了二次多项式灰色模型, 进一步扩展了模

型适用范围; 钱吴永等
[12]

则针对兼具部分指数特征

和时间幂次项 ( )的序列, 首创以时间幂函数作为

灰色作用量, 建立了 模型, 突破了传统

指数律的限制; 吴紫恒等
[13]

则解决了该模型基本形

式与白化方程的最佳匹配问题, 为其推广应用奠定

了基础. 然而, 此类改进模型 (如 、二次

多项式灰色模型、 等)的多样化发展导

致模型种类繁杂, 其在结构设计、参数配置以及适用

场景上缺乏统一的分类标准和理论框架, 研究者和

应用者难以高效筛选适配特定问题的模型. 此外, 模
型因预设固定函数形式仍然存在结构刚性问题, 难
以灵活捕捉序列中的多模态特征. 针对这一问题,
Ding等[14]

构建了分数阶幂次项的 )模
型, 并结合文化算法优化分数阶参数、Monte-Carlo
算法提升了鲁棒性 , 显著增强了模型适应性 ;

tN

GMP(1, 1, N)

N

(DPGM(1, 1, N))

Saxena[15] 在单一幂次项的基础上引入双时间幂次

项 , 构建了分数阶多项式灰色模型 (OFOPGM). 但
是, 此类模型的计算过程仍然依赖近似积分技术 (如
梯形求积), 其基于线性插值的理想化假设与真实数

据的非线性特性存在根本性偏差, 导致误差在建模

和预测步骤中逐级放大, 制约了高精度场景的应用

可靠性. 对于兼具指数规律和时间多项式 (即含

项)特征的序列, 罗党等
[16]

提出了含时间多项式项

的 模型; Wei等[17]
和 Luo等18]

研究了

该模型中多项式阶数 的判定准则; 随后, Wei等[19]

又提出了离散多项式灰色模型 ,
克服了灰色模型从离散到连续的跳跃性误差. 但是,
多项式函数的局部性特征使得模型误差在数据序列

的不同阶段 (尤其是边界或转折点)呈现非均匀分

布, 局部拟合效果受限. 综上, 尽管现有研究在灰色

作用量革新方面取得显著进展, 但是, 模型分类标准

缺失、结构刚性限制以及误差累积传导问题仍然制

约着灰色预测理论体系的完善和复杂非线性系统的

应用可靠性, 亟需构建兼具结构灵活性与计算鲁棒

性的统一框架, 以实现理论和方法的突破性创新.

(GMFP(1, 1, N)),

b0+b1t
γ1+ . . .+bNt

γN

(γ1, γ2, . . . , γN ∈R+) γ1, γ2, . . . ,

γN

γ1, γ2, . . . , γN

针对灰色预测模型存在的模型选择困境、结构

刚性、计算误差等问题, 本文提出分数阶多项式驱动

的自适应灰色预测模型  其创新体

系通过三重协同机制实现突破: 首先, 构建统一的分

数阶多项式灰色作用量框架 
, 通过动态调节参数

实现模型结构柔性变化, 实现在单一框架下兼容

多种现有模型, 从根本上化解模型选择难题和结构

刚性问题; 然后, 革新计算机制 —— 直接采用积分

定义公式求解模型时间响应函数, 避免传统方法中

梯形求积公式的理想化误差, 有效解决传统模型中

时间幂项衍生的累积误差问题, 显著提升模型计算

精度; 最后, 设计智能参数学习机制, 采用改进粒子

群算法同步优化参数 , 显著提升模型

对时变序列的自适应能力. 该体系通过理论框架、求

解算法与学习策略的深度协同, 为复杂系统预测提

供了兼具数学严谨性与工程实用性的新范式. 案例

分析结果表明了所提出方法的有效性和可行性. 

GMFP(1, 1, N)1    灰色 模型构建与求解 

1.1    模型构建

分数阶多项式灰色作用量的引入, 能够生成比

整数阶多项式更光滑、连续的响应曲线. 这种光滑性

不仅更贴合实际系统演化的内在连续性规律, 还能

有效缓解整数阶多项式灰色模型导致的误差分布不

均问题, 从而显著提升建模精度和预测鲁棒性.

144 控 制 与 决 策 第41卷



X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), . . . , x(0)(n))

X(1) = (x(1)(1), x(1)(2), . . . , x(1)(n))

x(1)(k) =
k∑

i=1

x(0)(i)(k = 1, 2, . . . , n) Z(1) = (z(1)(2), z(1)(3),

. . . , z(1)(n)) X(1)

z(1)(k)=0.5(x(1)(k) + x(1)(k − 1))(k=2, 3, . . . , n)

设 为原始

非负序列,  为其

一 阶 累 加 生 成 (1-AGO)序 列 ,  其 中

. 

为 的紧邻均值生成序列 , 这里

.

X(0) X(1) X(0)

Z(1) X(1)

定义 1　设 为原始非负序列 ,  为

的 1-AGO序列 ,  为 的紧邻均值生成序列 ,

则称

x(0)(k) + az(1)(k) =

b0 +
kγ1+1 − (k − 1)

γ1+1

γ1 + 1
b1 + . . .+

kγN+1 − (k − 1)
γN+1

γN + 1
bN (1)

GMFP(1, 1, N)为灰色 模型的基本形式, 称

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b0 + b1t

γ1 + . . .+ bNt
γN (2)

GMFP(1, 1, N)

a b0t
γ0+b1t

γ1+ . . .+bNt
γN

γ1, γ2, . . . , γN

γ0=0<γ1<γ2< . . . <γN N ∈
{0, 1, . . .}

为灰色 模型的白化方程. 其中: 参数

为模型的发展系数 ;  为

分数阶多项式驱动项的灰色作用量; 

为幂指数 , 且满足 , 

.
 

1.2    模型求解

γ1, γ2, . . . , γN

GMFP(1, 1, N) a, b0, b1, . . . , bN

在 幂 指 数 已 知 的 情 况 下 ,

模型的系统参数 可

由下文定理 1得到.

X(0) X(1) X(0)

Z(1) X(1)

定理 1　设 为原始非负序列 ,  为

的 1-AGO序列 ,  为 的紧邻均值生成序列 .

记

µ(γi, k) =
kγi+1 − (k − 1)

γi+1

γi + 1
,

B =
−z(1)(2) 1 µ(γ1, 2) . . . µ(γN , 2)

−z(1)(3) 1 µ(γ1, 3) . . . µ(γN , 3)
...

...
...

. . .
...

−z(1)(n) 1 µ(γ1, n) . . . µ(γN , n)


(n−1)×(N+2)

,

Y = (x(0)(2), x(0)(3), . . . , x(0)(n))T,

n ⩾ N + 4 κ = (a, b0, b1, . . . , bN)
T且 , 则参数 的最

小二乘估计为

κ̂ = (â, b̂0, b̂1, . . . , b̂N)
T = (BTB)

−1
BTY. (3)

k= 2, 3, . . . , n X(0)证明　将 和序列 代入式 (1),

可得到方程组



x(0)(2) + az(1)(2) =

b0 + µ(γ1, 2)b1 + . . .+ µ(γN , 2)bN ,

x(0)(3) + az(1)(3) =

b0 + µ(γ1, 3)b1 + . . .+ µ(γN , 3)bN ,

...

x(0)(n) + az(1)(n) =

b0 + µ(γ1, n)b1 + . . .+ µ(γN , n)bN .

(4)

式 (4)可记作矩阵形式

Y = Bκ. (5)

n ⩾ N + 4

a, b0, b1, . . . , bN − az(1)(k)

+ b0 + µ(γ1, k)b1 + . . . + µ(γN , k)bN

x(0)(k)(k = 2, 3, . . . , n)

由 可知, 式 (5)为超定方程, 不存在精确

解. 对于 的一组估计值以

代替左边的

, 则误差序列平方和为

S =
n∑

k=2

(x(0)(k) + az(1)(k)− b0 − µ(γ1, k)b1−

. . .− µ(γN , k)bN)
2. (6)

S κ = (a, b0,

b1, . . . , bN)
T

为使得式 (6)误差序列平方和 最小, 参数

应满足

∂S

∂a
= 2

n∑
k=2

z(1)(k)[x(0)(k) + az(1)(k)− b0−

µ(γ1, k)b1 − . . .− µ(γN , k)bN ] = 0,

∂S

∂b0
= −2

n∑
k=2

[x(0)(k) + az(1)(k)− b0−

µ(γ1, k)b1 − . . .− µ(γN , k)bN ] = 0,
...

∂S

∂bN
= −2

n∑
k=2

µ(γN , k)[x
(0)(k) + az(1)(k)− b0−

µ(γ1, k)b1 − . . .− µ(γN , k)bN ] = 0.
(7)

整理式 (7), 可得到

a
n∑

k=2

(z(1)(k))2 − b0

n∑
k=2

z(1)(k)− . . .−

bN

n∑
k=2

µ(γN , k)z
(1)(k) = −

n∑
k=2

z(1)(k)x(0)(k),

− a
n∑

k=2

z(1)(k) + b0(n− 1) + b1

n∑
k=2

µ(γ1, k)+

. . .+ bN

n∑
k=2

µ(γN , k) =
n∑

k=2

x(0)(k),

...

− a
n∑

k=2

µ(γN , k)z
(1)(k) + b0

n∑
k=2

µ(γN , k)+

. . .+ bN

n∑
k=2

(µ(γN , k))
2 =

n∑
k=2

µ(γN , k)x
(0)(k).

(8)
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由式 (3), 可得到

BTY =


−z(1)(2) −z(1)(3) . . . −z(1)(n)

1 1 . . . 1

µ(γ1, 2) µ(γ1, 3) . . . µ(γ1, n)
...

...
. . .

...
µ(γN , 2) µ(γN , 3) . . . µ(γN , n)

×


x(0)(2)

x(0)(3)
...

x(0)(n)

 =



−
n∑

k=2

z(1)(k)x(0)(k)

n∑
k=2

x(0)(k)

...
n∑

k=2

µ(γN , k)x
(1)(k)


,

(9)

BTB =
−z(1)(2) −z(1)(3) . . . −z(1)(n)

1 1 . . . 1

µ(γ1, 2) µ(γ1, 3) . . . µ(γ1, n)
...

...
. . .

...
µ(γN , 2) µ(γN , 3) . . . µ(γN , n)

×

−z(1)(2) 1 µ(γ1, 2) . . . µ(γN , 2)

−z(1)(3) 1 µ(γ1, 3) . . . µ(γN , 3)
...

...
...

. . .
...

−z(1)(n) 1 µ(γ1, n) . . . µ(γN , n)

 =



n∑
k=2

(z(1)(k))
2 −

n∑
k=2

z(1)(k) . . .

−
n∑

k=2

z(1)(k) n− 1 . . .

...
...

. . .

−
n∑

k=2

µ(γN , k)z
(1)(k)

n∑
k=2

µ(γN , k) . . .

−→

←−

−
n∑

k=2

µ(γN , k)z
(1)(k)

n∑
k=2

µ(γN , k)

...
n∑

k=2

(µ(γN , k))
2


. (10)

∼由式 (8)   (10), 可得到

BTBκ̂ = BTY. (11)

BTB由于 可逆, 则

κ̂ = (BTB)
−1
BTY. (12)

证毕. □
GMFP(1, 1, N)在求得 模型的系统参数后, 可

通过求解模型的白化方程获得时间响应函数. 对于

X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), . . . , x(0)(n))

GMFP(1, 1, N)

原始序列 , 可通

过下文定理 2求得 模型的时间响应

序列及其还原值序列.
B, Y κ̂ = (BTB)

−1×
BTY x̂(1)(1) = x(0)(1)

GMFP(1, 1, N)

定理 2　设 如定理 1所述, 

, 则在给定初始条件 下, 灰色

模型的时间响应序列及其还原值序

列为x̂(1)(k) = x(0)(1)e−â(k−1) + e−âk∆d
M∑
i=0

eâτif(τi),

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1), k = 2, 3, . . . .
(13)

τi=1 + i∆d ∆d=
k − 1

M
f(t)= b̂0 + b̂1t

γ1

+ . . .+ b̂Nt
γN

其中 :  ,  , 

.

GMFP(1, 1,

N)

证明　将定理 1求得的参数代入

模型的白化方程 (2), 可得到

dx(1)(t)

dt
+ âx(1)(t) = b̂0+ b̂1t

γ1 + . . .+ b̂Nt
γN . (14)

f(t) = b̂0 + b̂1t
γ1 + . . .+ b̂Nt

γN

eât
令 , 对式 (14)两端同

时乘以 , 可得到

eât
[dx(1)(t)

dt
+ âx(1)(t)

]
= eâtf(t). (15)

将式 (15)左端合并, 可得到

d[x(1)(t)eât]
dt

= eâtf(t). (16)

[1, t]对式 (16)两边在区间 上进行积分, 可得到w t

1
d[x(1)(τ)eâτ ] =

w t

1
eâτf(τ)dτ. (17)

求解式 (17), 可得到w t

1
eâτf(τ)dτ = x(1)(t)eât − x̂(1)(1)eâ. (18)

从而, 解得

x(1)(t) = x̂(1)(1)e−â(t−1) + e−ât
w t

1
eâτf(τ)dτ. (19)

x̂(1)(1) = x(0)(1)在初始条件 下, 可得到

x(1)(t) = x(0)(1)e−â(t−1) + e−ât
w t

1
eâτf(τ)dτ. (20)

t = k令 , 可得到

x(1)(k) = x(0)(1)e−â(k−1)+e−âk
w k

1
eâτf(τ)dτ. (21)w k

1
eâτf(τ)dτ通常情况下, 对积分项 利用下文梯形

公式 (22)近似求解. 但是, 考虑到积分区间长度不

小, 因此, 梯形求积公式的截断误差是相当可观的,
导致式 (22)的精确程度难以令人满意. 为了尽量消

除误差, 本文采用下文代数精度更高的积分定义 (23)
对式 (22)进行优化.
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w k

1
eâτf(τ)dτ =

k∑
j=2

w j

j−1
eâτf(τ)dτ ≈

1

2

k∑
j=2

[eâjf(j) + eâ(j−1)f(j − 1)].

(22)

[1, k] (k − 1)

O(h2f ′′(ξ)) h = 1

h f ′′(ξ) f(t) O(1)

此方法将区间 分割为 个长度为 1 的子

区间, 其截断误差为 , 其中 . 由于

较大且 随 变化, 误差阶为 , 导致精

度受限.
w k

1
eâτf(τ)dτ =

M∑
i=0

eâτif(τi)∆d. (23)

τi=1 + i∆d ∆d=
k − 1

M
[1, k]

M ∆d =
k − 1

M

O((∆d)2) M≫1 M=1000 ∆d

≪ 1 O(10−6)

这里 :  ,  . 而此方法将

分割为 个步长为 的子区间, 截断误差

为 . 当 时 (如 ), 步长

, 误差阶降至 量级, 可将误差降至可忽

略水平.

f(t)= t3

â = 0.5 k = 10 M = 10 000

为了直观地展示积分定义 (23)相较于梯形公

式 (22)的优化效果, 下面通过具体数值实验对比两

者在相同积分区间下的误差表现. 以函数 ,

参数 ,  ,  为例 , 计算解析

解以及两种方法的近似值和误差.
1)通过分部积分求解解析解为w
e0.5ττ 3dτ = e0.5τ(2τ 3 − 12τ 2 + 48τ − 96) + C,

则精确积分值为w 10

1
e0.5ττ 3dτ=[e0.5τ(2τ 3 − 12τ 2 + 48τ − 96)]|101 =

1184e5 + 58e0.5 ≈ 175 695.6.

2)数值结果与误差对比如表 1所示.
 
 

表1     两种方法数值结果与误差对比

方法 近似值 绝对误差 相对误差/%

梯形公式(22) 169 950.2 5 745.4 3.27

优化公式(23) 175 695.599 0.001 5.7×10−7

 

M = 10 000

∆d = 0.000 9

3.27% 5.7×10−7% 5.7×106

f(t) = t3w k

1
eâτf(τ)dτ

GMFP(1, 1, N) GM(1, 1, t3)

â

由计算解析解以及两种方法的近似值和误差可

知, 积分定义 (23)通过将区间划分为 个

子区间 (步长 ), 其相对误差从梯形公

式的 降至 , 降幅达 倍, 显
著提升了计算精度. 由于 , 本文采用优化公

式 (23)求解积分项 , 因此 , 所提出

模型可退化为 模型
[13];

若仍然使用梯形公式 (22), 则模型会产生累积误差,
导致模型系统参数估计产生偏差 (如 的估计值偏

15%

GMFP(1, 1, N)

移 0.1, 导致预测结果偏离真实值 以上). 综上,
优化不仅必要, 且对于提升模型预测的鲁棒性和准

确性具有决定性作用. 最后, 再结合一阶累减还原算

子 (1-IAGO), 可得到  模型时间响应

序列为x̂(1)(k) = x(0)(1)e−â(k−1) + e−âk∆d
M∑
i=0

eâτif(τi),

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1), k = 2, 3, . . . .

(24)

τi=1 + i∆d ∆d =
k − 1

M
f(t)= b̂0 + b̂1t

γ1

+ . . .+ b̂Nt
γN

其中 :  ,  , 

. □ 

1.3    模型幂指数优化

GMFP(1, 1, N)

N

γ1, γ2, . . . , γN k

N 0 ⩽ N ⩽ 4

0 ⩽ γi ⩽ N(i = 0, 1, . . . , N)

γ1, γ2, . . . , γN

在 模型的计算过程中, 分数阶

多项式阶数 刻画了数据的趋势变化特征, 非线性

参数 灵活调整了时间 的作用强度. 考
虑到高阶多项式的波动性特征和节俭性原则

[20], 本
文在这里将参数 的取值范围设定为 .
参数 . 为求解出最佳的

参数取值, 本文以模型平均相对误差最小为目标, 建
立非线性约束条件求解最优参数 . 所
构建非线性规划如下所示:

min
γ1,γ2,...,γN

∆̄ =
1

n− 1

n∑
k=2

∆k =

1

n− 1

n∑
k=2

∣∣∣x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣× 100%.

s.t. x̂(1)(k)=x(0)(1)e−â(k−1)+e−âk∆d
M∑
i=0

eâτif(τi);

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1),

k = 2, 3, . . . , n;

τi = 1 + i∆d;

∆d =
k − 1

M
;

f(t) = b̂0 + b̂1t
γ1 + . . .+ b̂Nt

γN ;

(â, b̂0, b̂1, . . . , b̂N)
T = (BTB)

−1
BTY,

0 ⩽ N ⩽ 4, N ∈ Z;
γ0 = 0 < γ1 < γ2 < . . . < γN ⩽ N. (25)

γ1
∗, γ2

∗, . . . , γN
∗

GMFP(1, 1, N) â, b̂0,

b̂1, . . . , b̂N

x̂(0)(k)(k = 2, 3, . . .)

上述非线性优化模型 (25)可借助相应的智能算法

(如遗传算法、粒子群算法等)求解, 本文采用线性递

减权重粒子群算法 (LDW-PSO)[21] 求解, 具体算法不

再赘述. 由此得到最优参数 , 再代入

式 (3)可求得 模型的系统参数

, 基于这些参数即可根据式 (13)计算最终

的拟合预测值 .
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1.4    模型性质

GMFP(1, 1, N)

N γ1, γ2, . . . , γN GM(1,

1) NHGM(1, 1, k) GM(1, 1, tα) GMP(1, 1, N)

GMFP(1, 1, N)

通过调整 模型的分数阶多项式

阶数 和参数 的取值, 可得到

、 、 和

等模型均为所提出 模型的特例, 即

模型具有如下性质.

N = 0 GMFP(1, 1, N)

GM(1, 1)

性质 1　当 时,  模型退化

为 模型, 其基本形式和白化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) = b,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b.

N = 1 γ1 = 1 GMFP(1, 1, N)

NHGM(1, 1, k)

性质 2　当 ,  时 , 

模型退化为 模型
[8], 其基本形式和白

化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) = b+
2k − 1

2
c,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b+ ct.

N = 1 GMFP(1, 1, N)

GM(1, 1, tα)

性质 3　当 时,  模型退化

为 模型
[13], 其基本形式和白化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) = b+
kα+1 − (k − 1)

α+1

α+ 1
c,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b+ ctα.

N = 2 γ1 = 1, γ2 = 2 GMFP(1,

1, N) GMQP(1, 1)

性质 4　当 ,  时, 

模型退化为 模型
[10], 其基本形式

和白化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) =(
k2 − k +

1

3

)
b+

(
k − 1

2

)
c+ d,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = bt2 + ct+ d.

N = 2 GMFP(1, 1, N)性质 5　当 时,  模型退化

为 OFOPGM模型
[15], 其基本形式和白化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) =

b

α+ 1
× (kα+1 − (k − 1)α+1)+

c

β + 1
× (kβ+1 − (k − 1)β+1) + d,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = btα + ctβ + d.

γ1 = 1, γ2 = 2, 3, . . . , γN = N

GMFP(1, 1, N) GMP(1, 1, N)

性质 6　当 时 ,

模型退化为 模型
[16],

其基本形式和白化方程为

x(0)(k) + az(1)(k) =

b0 +
2k − 1

2
b1 + . . .+

kN+1 − (k − 1)
N+1

N + 1
bN ,

dx(1)(t)

dt
+ ax(1)(t) = b0 + b1t+ . . .+ bNt

N .

GM(1, 1, tα) GMP(1,

1, N) α N

GMFP(1, 1, N)

GMFP(1, 1, N)

从上述性质可以看出,  和

模型由于参数 和 取值的不同导致模型形式

上的“交叉”, 使得在某些情况下难以区分两种模型

的应用场景, 从而带来模型选择困难. 而定理 2完善

了时间幂次项模型时间响应函数求解问题 , 从而

模型实现了上述模型结构与求解的

统一. 由此可见,  模型结构更加完备,

模型具有更广泛的适用性 , 不仅适用于具有近似

(非)齐次指数规律、部分指数特征和时间幂次项 (时

间多项式项)规律的序列建模, 且适用于具有一般非

线性波动特征以及混合特征序列建模. 

1.5    模型评估准则

本文选取如下 3个评估准则来全面检验模型的

建模效果:
1)绝对百分比误差 (APE): 用于量化单个样本

的模型值与真实值的相对偏差 (即误差占真实值的

比例), 数值越小, 模型值越接近真实值;
2)平均绝对百分比误差 (MAPE): 对 APE取平

均值, 得到模型整体拟合和预测的相对误差水平;
3)均方根误差 (RMSE): 计算模型值与真实值误

差的平方平均值后开方, 其单位与原始数据一致, 且
对于大误差 (离群值)更敏感, 能够更直观地反映极

端偏差对于模型性能的影响.
表 2为 MAPE的精度检验标准 (误差范围对应

的模型评价等级), 进一步表明MAPE在评估模型整

体相对误差水平时的参考依据. 3个评估准则的具体

计算公式如下所示:

APE =
∣∣∣x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣× 100%,

MAPE =
1

n− 1

n∑
k=2

∣∣∣x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)

∣∣∣× 100%,

RMSE =

√√√√ 1

n− 1

n∑
k=2

(x(0)(k)− x̂(0)(k))2.

 
 

表2     MAPE 的精度等级
[22]

MAPE/% < 10% ∼10%   20% ∼20%   50% > 50%

等级 优 良 合格 差

  

2    应用实例

近年来, 我国生态文明建设虽然取得历史性成
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就, 生态环境质量显著改善, 但是, 仍然面临生态环

境持续优化与“双碳”目标协同推进的严峻挑战, 生
态环境保护结构性、根源性、趋势性压力尚未根本缓

解, 保护与发展长期矛盾仍然存在. 高碳能源结构与

高耗能产业的长期耦合, 导致工业领域大量污染物

和碳排放源自同一化石能源使用和生产过程, 凸显

污染与碳排放的同根同源性. 在此背景下, 研究碳排

放数据的演变趋势至关重要, 这不仅能够精准识别

重点行业减排潜力, 量化经济增长与碳排放脱钩路

径, 还可为高耗能产业低碳化转型提供决策支撑, 并
推动减污降碳协同治理, 为制定科学的“双碳”战略

和美丽中国建设路径提供了不可或缺的理论依据和

实践指导.

∼

本文所采用的表现碳排放量来源于能源消耗排

放量, 统计数据取自《2024年 BP世界能源统计年

鉴》, 选取 2000年   2023年中国二氧化碳排放量数

据作为研究对象, 检验新模型在处理复杂非线性系

统问题中的可行性.
∼

∼

∼

∼

∼

图 1为 2000年   2023年中国二氧化碳年排放

量变化情况. 由图 1可见: 2000年   2006年二氧化

碳年排放量呈现显著增长趋势, 从 33.28亿吨快速增

长至 66.6亿吨, 年均增长率达 12.8%; 2006年   2011
年增速明显放缓, 排放量从 66.6亿吨增长至 87.94
亿吨, 年均增长率降至 4.9%; 2016年   2020年期

间, 排放总量从 91.73亿吨上升至 101.28亿吨, 年均

增长率维持在 2.3%的低速区间; 2021年后, 排放量

继续攀升至 112.18亿吨, 较 2020年增长 10.9%, 表
明该阶段仍然存在持续的高排放特征. 整体来看,
2000年   2023年间, 中国二氧化碳排放量呈现先

加速增长、后趋缓并阶段性反弹的复杂演变趋势, 为
模型验证提供了具有非线性特征和波动性的典型数

据序列.
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∼
X(0)

GMFP(1, 1, N)

选用 2000年   2018年 (数据长度约占总长度

80%)的数据作为模拟数据进行建模, 记为 , 后
面 5年数据作为预测数据, 检验模型预测效果. 首先,
利用 LDW-PSO算法确定 模型参数

N = 20 maxT = 1000 c1

= c2 = 1.5 wmax = 0.9 wmin = 0.4

GM(1, 1) GM(1, 1| sin)
GMP(1, 1, N)

的值. 其中 LDW-PSO算法基本参数设置如下: 种群

规模为 , 最大迭代次数为 , 
,  ,  . 以式 (25)作为

模型的适应度函数, 采用 Matlab编程可求得模型参

数最优值, 从而得到模型的拟合精度. 作为对比, 对
原始数据分别建立 模型、 模

型
[23]

和 模型, 依次得到各模型的时间

响应序列及其还原值序列, 具体如下.
GM(1, 1)1)  模型为{

x̂(1)(k) = 109 616.39e0.044 5(k−1) − 106 288.39,

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1).

GM(1, 1| sin)2)  模型为
x̂(1)(k + 1) = 40 708.86e0.079 07k − 30 543.24−

2 064.20 sin(0.261 9k)+
540.62 cos(0.261 9k),

x̂(0)(k + 1) = x̂(1)(k + 1)− x̂(1)(k).

GMP(1, 1, 2)3)  模型为
x̂(1)(k) = 5.790 48× 109e−0.002 1(k−1)−

5.802 4× 109 + 1.194 5× 107k−
11 861.02k2,

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1).

GMFP(1, 1, 2)4)  模型为

x̂(1)(k) = 3 139.8e−0.197 6(k−1) +
k − 1

10 000
e−0.197 6k×

10 000∑
i=0

e0.197 6τif(τi),

f(τi) = 14 417− 1 664 374τi
0.594 6+

1654 593τi
0.597 3,

τi = 1 +
k − 1

10 000
i,

x̂(0)(k) = x̂(1)(k)− x̂(1)(k − 1).

GMP(1, 1, N)

N = 0 ∼ 4

N

N GMP(1,

1, N) N = 2

GMFP(1, 1, N) N = 2

GM(1, 1| sin)
GMFP(1, 1, 2)

根据以上 4个模型的时间响应式, 对我国二氧

化碳排放量序列进行模拟和预测, 得到各模型的建

模结果如表 3所示. 其中:  模型通常通

过枚举法 (建模实验法)遍历 等典型取

值, 结合交叉验证和误差指标 (如 MAPE)对比不同

下的拟合效果, 选取误差最小且泛化能力较好的

作为实际参数. 在本案例中, 经实验验证

模型的最优 , 为保证与经典模型的对比

一致性 ,  模型同样选取 作为

参数, 既体现了模型改进对于传统方法的继承关系,

也确保了实验结果的可比性.  模型和

模型根据 LDW-PSO算法得到的模
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p = 0.261 9 γ1 = 0.594 6 γ2 =

0.597 3

型参数值分别为 和 , 
, 这两个模型粒子群迭代次数与模型的平均 M = 10 000

相对误差的关系如图 2所示. 同时, 为了实现较高代

数精度, 式 (23)中 .
 
 

表3     4 种模型的碳排放量拟合和预测值结果

年份 实际值
GM(1, 1)模型 GM(1, 1| sin)模型 GMP(1, 1, 2)模型 GMFP(1, 1, 2)模型

模型值 APE/% 模型值 APE/% 模型值 APE/% 模型值 APE/%

2000 3 328.0 3 328.0 0.00 3 328.0 0.00 3 328.0 0.00 3 328.0 0.00

2001 3 489.7 4 987.3 42.91 3 048.1 12.66 3 246.1 6.98 3 491.8 0.06

2002 3 809.3 5 214.2 36.88 3 810.5 0.03 4 003.4 5.09 3 809.0 0.01

2003 4 494.1 5 451.4 21.3 4 583.0 1.98 4 710.3 4.81 4 535.7 0.93

2004 5 317.2 5 699.4 7.19 5 335.0 0.34 5 367.1 0.94 5 286.5 0.58

2005 6 079.3 5 958.8 1.98 6 039.3 0.66 5 973.6 1.74 5 977.2 1.68

2006 6 660.0 6 229.9 6.46 6 673.9 0.21 6 530.2 1.95 6 588.5 1.07

2007 7 217.1 6 513.3 9.75 7 223.5 0.09 7 036.9 2.50 7 119.9 1.35

2008 7 356.6 6 809.6 7.43 7 681.3 4.41 7 493.7 1.86 7 576.7 2.99

2009 7 685.0 7 119.5 7.36 8 049.0 4.74 7 900.8 2.81 7 965.8 3.65

2010 8 121.7 7 443.4 8.35 8 337.1 2.65 8 258.4 1.68 8 294.6 2.13

2011 8 793.5 7 782.0 11.50 8 564.6 2.60 8 566.4 2.58 8 569.6 2.55

2012 8 977.6 8 136.1 9.37 8 757.9 2.45 8 825.0 1.70 8 796.9 2.01

2013 9 214.1 8 506.3 7.68 8 949.0 2.88 9 034.3 1.95 8 982.0 2.52

2014 9 235.5 8 893.3 3.71 9 173.8 0.67 9 194.3 0.45 9 129.8 1.14

2015 9 172.9 9 297.9 1.36 9 469.9 3.24 9 305.3 1.44 9 244.6 0.78

2016 9 027.1 9 720.9 7.69 9 874.6 9.39 9 367.3 3.77 9 330.2 3.36

2017 9 274.3 10 163.2 9.58 10 422.2 12.38 9 380.4 1.14 9 389.9 1.25

2018 9 612.0 10 625.6 10.55 11 142.7 15.93 9 344.6 2.78 9 426.8 1.93

MAPE/% 11.73 4.29 2.57 2.45

RMSE 785.29 519.69 180.02 158.50

2019 9 923.8 11 109.1 11.94 12 059.6 21.52 9 260.2 6.69 9 543.6 3.83

2020 10 128.4 11 614.5 14.67 13 189.0 30.22 9 127.2 9.89 9 624.5 4.98

2021 10 543.8 12 142.9 15.17 14 539.0 37.89 8 945.7 15.16 9 765.3 7.38

2022 10 576.3 12 695.4 20.04 16 109.8 52.32 8 715.7 17.59 9 887.8 6.51

2023 11 218.4 13 273.0 18.31 17 894.0 59.51 8 437.5 24.79 10 123.4 9.76

MAPE/% 16.03 40.29 14.82 6.49

RMSE 1 725.25 4 584.19 1 743.10 731.79
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1.0
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图2   模型平均相对误差迭代踪迹
 

GM(1, 1)

∼

GM(1, 1)

由表 3中关于碳排放量的 18个样本点 (不包含

第 1个点)的模拟结果对比可见:  模型各样

本点的相对误差范围为 1.36%   42.91%. 其中: 有

2个样本点的误差超过 20%, 5个样本点的误差超

过 10%, 占总体数量的 28%, 使得模型的拟合效果最

不理想. 而其他 3个模型由于含有可变的结构参数,

使得模型的拟合误差相较于 模型得到了较

GM(1, 1| sin)
∼ GMP(1, 1, 2)

∼ GMFP(1, 1, 2)

∼

大提升. 这里:  模型各样本点误差范围

为 0.03%   15.93%;  模型各样本点的

误差范围为 0.45%   6.98%;  模型各

样本点误差范围为 0.01%   3.65%, 误差范围相较

于其他模型显著缩小, 模型实现了高精度拟合.
GMP(1, 1,

2) GMFP(1, 1, 2)

GMFP(1, 1,

2)

GMFP(1, 1, 2)

通过观察 4个模型的预测结果可知: 
和 模型由于在原点 (模型拟合最后

一个点)以及附近点均实现了高精度拟合, 使得这两

个模型在预测方面具有明显的优势, 单步预测和两

步预测结果明显优于其他两个模型; 而
模型由于在原点误差仅有 1.93%, 使得模型 5步

预测误差均控制在 10%以内, 模型实现了高精度的

中期预测. 另外, 由表 3可知, 无论是在拟合阶段还

是在预测阶段, 4个模型在 MAPE、RMSE两个评估

准则下,  模型的建模性能均排名第 1,
表明了所提出模型的拟合曲线与原始数据最为接近,
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模型表现最优.

GM(1, 1)

a = 0.044 5

GM(1, 1| sin)

GMP(1, 1, 2)

GMP(1, 1, N)

GM(1, 1)

GMFP(1, 1, N)

图 3为上述 4种模型的模拟预测曲线与实测曲

线更直观的建模结果对比. 由于 模型对纯

指数序列模拟, 模型发展系数 较小, 使得

整体拟合和预测值近似线性、低指数增长, 拟合预测

结果整体偏离真实情况; 而 模型由于

模型右端三角函数结构影响, 模型表现为先缓慢增

长后加速增长趋势, 使得模型拟合值的后半段均明

显偏离真实值; 同样地,  模型由于模型

右端二次多项式结构, 模型拟合曲线表现为先增后

减变化趋势, 使得模型预测值的后半段均明显低于

真实值. 虽然 模型通过自动优化模型

右端多项式的阶数, 适应不同数据序列的发展规律,
使得模型的拟合精度相较于 模型有较大提

升, 但是由于模型拟合序列不够光滑, 使得模型误差

在区间上分布不均匀, 这点可从模型第 2个样本点

的拟合值的相对误差看出. 所提出

模型通过自动优化模型的结构, 能够同时较好地识

别序列的波动变化和加速变化特征, 使得模型的模

拟值和预测值的相对误差最小且稳定, 这表明分数

阶多项式项的引入有助于更精准地捕捉复杂数据模

式.
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图3   4 种灰色模型拟合和预测结果对比
 

GMFP(1, 1, 2)

GMFP(1, 1, 2)

GMFP(1, 1, 2)

GMFP(1, 1, 2)

从这个例子可以看出, 按照所提出方法确定的

模型与原始序列特征最符合, 使得模

型无论是拟合还是预测均是最理想的模型, 因此, 选
择 模型作为最终模型, 对我国未来碳

排放量进行预测. 考虑到灰色模型不适宜中长期预

测以及 模型建模结果一步预测误差

很小, 因此, 借鉴新信息灰色建模思想, 不断利用新

数据, 建立新信息 模型, 分别预测下

一年的数据, 对我国未来 5年的碳排放量进行建模

预测, 结果如表 4所示.
 
 

∼表4     2024 年  2028 年碳排放总量预测值 百万吨　

年份 2024 2025 2026 2027 2028

预测值 11 114.5 11 278.2 11 640.5 11 529.4 10 926.3

根据表 4的预测结果, 中国碳排放总量将在未

来数年内呈现先增长后下降的趋势, 预计于 2026年
前后达到峰值 (11 640.5百万吨), 这一预测趋势的合

理性可从政策导向和经济转型背景中得到解释. 首
先, 在“十四五”期间, 我国生态文明建设已将降碳

确立为核心战略导向, 发展模式正加速向全面绿色

转型演进, 这一转型直接推动了产业结构调整和能

源效率提升. 通过逐步优化高耗能产业占比、降低煤

炭在能源消费结构中的比重等措施, 有效抑制了碳

排放增长的惯性. 其次, 清洁能源技术的规模化部署

也在碳排放控制中发挥了关键作用 —— 全球范围

内太阳能光伏、风能等清洁能源的快速扩张已显著

限制化石燃料需求的增长, 而中国作为这一领域的

引领者, 持续推动能源结构转型, 为碳排放达峰提供

了坚实的技术支撑. 发达经济体的实践表明, 经济增

长与碳排放脱钩是可行的. 中国作为全球最大的碳

排放国之一, 正通过提升可再生能源发电占比、推进

煤改气等措施, 逐步实现能源需求增长与排放增长

的解耦. 因此, 2026年峰值的出现既符合我国政策推

动下的系统性治理逻辑, 也与全球清洁能源转型背

景下能源效率提升、化石燃料依赖减弱的趋势相吻

合, 体现了我国在全球气候治理中推动减污降碳协

同增效的实践成效. 

3    结　论

在曲线拟合预测领域, 多项式函数作为基础建

模工具具有广泛应用. 本研究通过将广义分数阶多

项式函数 (允许非整数阶次)引入灰色系统理论框

架, 构建了具有普适性结构的灰色预测模型, 为复杂

系统的动态建模提供了新的方法支撑, 在理论创新

和方法应用层面取得了一定的进展:

GM(1, 1)

GMP(1, 1, N)

1)非整数阶模型参数突破了传统限制, 赋予动

态调整能力: 该特性使得模型能够精准捕捉数据序

列的波动性和非线性加速特征, 实验结果表明了其

对非平稳序列的泛化能力显著优于 与

等经典模型, 有效提升了模型拟合和

预测精度;
2)矩阵微积分数值解法有效消除了累积误差:

此方法解决了传统模型中时间幂项衍生的误差积累

问题, 为复杂动态特性数据建模提供可靠数学保障,
提升了模型的稳定性和准确性;

GMFP(1, 1, N)

GM(1, 1) GMP(1, 1, N)

3)模型参数解析实现理论包容和拓展: 通过模

型参数特殊取值 ,  模型可退化为

和 等模型, 统一了现有灰色

模型体系, 并支持灵活适应不同数据场景.
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