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多变量阻尼累加非线性时滞离散灰色模型及其应用
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摘　要: 针对多变量时滞阻尼累加灰色模型 建模机理不明确、非线性特征挖掘不充分以及存

在转换误差等问题, 提出一种多变量阻尼累加非线性时滞离散灰色模型. 首先, 引入线性和非线性修正项拓展模

型灰信息结构, 不仅能够增强对数据非线性特征的挖掘能力, 还能实现与经典 模型的兼容性; 然后, 通

过数值积分可有效避免原模型中将时间驱动项视为灰常量以及对导数项的近似处理所引起的建模误差; 最后, 结
合离散灰色建模的思想, 有效消除微分方程到差分方程的转换误差. 选取近年来上海市高新技术产业产值数据进

行实证分析, 并利用量子粒子群优化算法寻求模型的最优参数. 结果表明, 新模型的拟合和预测精度均优于

模型以及其他几种多变量灰色模型, 且展现出良好的稳定性.
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Abstract: To  address  the  issues  of  unclear  modeling  mechanism,  inadequate  extraction  of  nonlinear  features,  and
conversion  errors  in  the  multivariable  time-lag  damping  accumulated  grey  model  ,  this  study
proposes  a  multivariate  damping  accumulated  nonlinear  time-lag  discrete  grey  model.  First,  linear  and  nonlinear
correction  terms  are  introduced  to  enrich  the  model’s  grey  information  structure,  which  can  not  only  improve  the
model’s  capability  to  capture  nonlinear  characteristics  in  the  data,  but  also  ensure  compatibility  with  the  classic

 model. Second, numerical integration is employed to address the modelling error resulting from the original
model's treatment of the time-driven term as a grey constant and its imprecise formulation of the derivative term. Third,
by adopting the idea of discrete grey modeling, the conversion error arising from the transition between differential and
difference equations is effectively reduced. An empirical analysis using the output value data of high-tech enterprises in
Shanghai  in  recent  years  is  conducted,  and  the  model  parameters  are  optimized  using  the  quantum  particle  swarm
optimization. Experimental results demonstrate that the proposed model outperforms the   model and
several other multivariable grey models in terms of both fitting and prediction accuracy, and exhibits good stability.
Keywords: grey system；multivariate grey model；time-lag effect；damping accumulation；discrete grey prediction
model

 

0    引　言

(GM(1, N))

GM(1,

N)

作为灰色系统理论的重要组成部分之一, 多变

量灰色模型
[1]
为动态系统的建模和预

测提供了一种面向不完全信息的分析工具. 

模型本质上是一类因子分析模型, 能够对含有多

N − 1

因子的系统进行全局地、动态地分析. 该模型通过对

系统行为特征序列和 个相关因素序列作一阶

累加处理使得它们具有单调性, 进而构建一阶微分

方程以揭示系统演化机制, 已被广泛应用于交通
[2]
、

经济
[3]
和能源

[4]
等领域.
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GM(1, N)由 模型的建模过程可知, 数据的累加

处理和模型结构是影响其精度的两个关键环节. 在
数据累加处理环节, 根据不同的数据类型, 研究人员

相继提出了分数阶累加
[5-6]
、阻尼累加

[7-10]
以及动态

累加
[9-13]

等, 以提升模型的预测性能. 在模型结构环

节: 一方面, 基于积分中值定理
[2, 14]

对白化微分方程

进行处理, 从而避免了将时间驱动项视为灰常量引

起数值上的误差; 另一方面, 将单变量离散灰色模型

的思想引入多变量领域, 直接构造出具有差分形式

的多变量离散灰色模型
[2, 12, 15], 并通过递归的方法导

出模型时间响应函数, 从而有效消除模型的转换误

差. 此外, 考虑到系统运行过程中驱动项作用机制的

复杂性, 根据不同问题的特点, 可引入虚拟变量
[16]
、

冲击效应
[17]
、交互作用

[18]
等来准确描述系统行为特

征的变化趋势.
在很多实际问题中, 驱动因素对于系统行为的

影响往往存在一定的时滞效应. 如: 科技投入对高新

技术产业的促进具有显著的滞后性, 产业效益不仅

受当年科技投入的影响, 还与往期投入密切相关; 交
通拥堵加剧城市环境污染的出现往往是一个渐近累

积过程; 能源价格变动也不会立即导致居民调整消

费行为等. 这类现象在社会经济系统中普遍存在, 反
映了系统运行中的时滞特征, 对模型的构建提出了

更高的要求. 为更准确地描述系统变化趋势, 研究人

员引入时滞机制
[19-23]

以反映驱动因素的延迟效应.
早期的时滞灰色模型多以固定时滞结构为基础. 然
而, 不同驱动因素对系统行为变量的时滞效应往往

存在差异性, 因此, 有学者提出了时变延迟函数
[3]
以

提升模型的适应能力. 为更细致地刻画时滞效应的

作用过程, 研究人员将滞后参数由整数拓展至分数

阶形式
[24]. 近年来, 为进一步增强模型对多层次、非

线性滞后机制的刻画能力, 又引入了结构化时滞因

子
[25]

和融合非线性特征的时滞驱动项
[26], 并通过可

再生能源发电量以及中美两国电力消费问题开展分

析. 总体来看, 考虑时滞效应的建模方法在理论体系

和应用场景方面不断拓展, 为准确刻画驱动因素与

系统行为间的动态演化关系提供了坚实的理论支撑.

(TLDAGM(1, N)) GM(1, N)

TLDAGM(1, N)

最近提出的多变量时滞阻尼累加灰色模型
[10]

在传统 模型的基础

上, 融合改进阻尼累加生成算子以更灵活地调控预

测趋势, 同时, 引入时滞系数以刻画现实系统中普遍

存在的滞后效应, 在我国高新技术产业产值以及河

南省粮食产量预测问题中取得了较好的结果. 然而,
从 模型的建模过程来看, 该模型仍

然存在诸多缺陷, 如: 经微分方程积分后得到的差分

方程与原方程不匹配, 存在一定偏差, 建模机理不明

GM(1, 1)

确; 未考虑数据间的非线性关系以致于难以挖掘数

据的非线性特征, 且无法与 模型相兼容; 时
间响应函数和模型参数分别是基于微分方程和差分

方程求解得到的, 二者之间存在转换误差等.

GM(1, 1)

(DNTDGM(1, N))

针对上述问题, 本文首先引入常数项以实现与

模型的结构兼容, 同时, 引入线性和非线性

校正项, 增强模型对复杂非线性特征的刻画能力; 然
后, 借助积分中值定理改进时间驱动项的处理方式,
避免原模型在差分过程中将其视为灰常量而导致的

数值误差, 并对导数项的积分结果进行修正; 最后,
基于离散灰色建模思想, 通过递归的方法推导出模

型的时间响应函数以消除转换误差. 在此基础上, 构
造 多 变 量 阻 尼 累 加 非 线 性 时 滞 离 散 灰 色 模 型

, 并通过上海市高新技术产业产

值预测实例验证其有效性. 

1    多变量时滞阻尼累加灰色模型

TLDAGM(1, N)本节简单回顾 模型, 并分析其

优缺点.
N

n

给定一个包含 个变量的灰色系统, 每个变量

的序列均为 , 即

X(0)
i = (x(0)

i (1), x(0)
i (2), . . . , x(0)

i (n)),

i = 1, 2, . . . , N. (1)

X(0)
1

X(0)
i (i = 2, 3, . . . , N)

TLDAGM(1, N)

其中 :  为系统的行为特征序列 (因变量序列),
为系统的驱动因素序列 (自变

量序列). 在构建灰色预测模型时, 通常先对所有变

量进行累加处理以消除波动性.  模

型选用阻尼累加对数据进行预处理. 为此, 先给出阻

尼累加的定义.
X(0)

i

ζi

定义 1[9]
　设原始非负序列 如式 (1)所示,

则其 阶阻尼累加生成序列为

X(ζi)
i = (x(ζi)

i (1), x(ζi)
i (2), . . . , x(ζi)

i (n)). (2)

ζi ∈ (0, 1]其中:  为阻尼累加阶数, 且

x(ζi)
i (k) =

k∑
j=1

x(0)
i (j)

ζj−1
i

, k = 1, 2, . . . , n.

阻尼累加算子的矩阵形式可表示为
x(ζi)

i (1)

x(ζi)
i (2)
...

x(ζi)
i (n)

=


1 0 . . . 0

1
1

ζi
. . . 0

...
...

. . .
...

1
1

ζi
. . .

1

ζn−1
i




x(0)

i (1)

x(0)
i (2)
...

x(0)
i (n)

 .

TLDAGM(1, N)

由定义 1可知, 在对原始序列进行阻尼累加时,
新信息的权重大于旧信息, 即阻尼累加生成算子遵

循新息优先原则. 此外, 与传统阻尼累加算子
[7]
不同

的是,  模型在建模过程中引入了阶
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数差异化设计, 即对不同的变量引入不同的阻尼累

加阶数, 体现了信息差异性对系统演化规律的影响.
X(0)

i ζi

X(ζi)
i z(ζ1)

1 (k) =

0.5x(ζ1)
1 (k)+0.5x(ζ1)

1 (k − 1)(k=2, 3, . . . , n)

X(ζ1)
1

定义 2[10]
　设原始非负序列 及其 阶阻尼

累加序列 分别如式 (1)和 (2)所示, 

为序列

的紧邻均值, 称

x(0)
1 (k) + az(ζ1)

1 (k) =
N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x(ζi)

i (j) (3)

TLDAGM(1, N) a bi(i = 2, 3, . . . ,

N) λi ∈ (0, 1]

x(ζ1)
1 (t)

为 模型. 其中:  和

分别为发展系数和驱动系数,  为时滞

系数. 假设 可微, 则称

dx(ζ1)
1 (t)

dt
+ ax(ζ1)

1 (t) =
N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x(ζi)

i (j) (4)

TLDAGM(1, N)

x(ζ1)
1 (k)|k=1 = x(0)

1 (1) TLDAGM(1,

N)

为 模型的白化微分方程. 令初始值

, 由式 (4)可求得

模型的时间响应函数为

x̂(ζ1)
1 (k) =

[
x(0)

1 (1)− 1

a

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x(ζi)

i (j)
]
×

e−a(k−1) +
1

a

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x(ζi)

i (j).

(5)

ζ1 TLDAGM(1,

N)

通过逆向 阶阻尼累加可得到

模型的累减还原式为

x̂(0)
1 (k) ={
x(0)

1 (1), k = 1;

(x̂(ζ1)
1 (k)− x̂(ζ1)

1 (k − 1))× ζk−1
1 , k = 2, 3, . . . .

(6)

TLDAGM(1, N)模型不仅关注信息的差异性

对于系统演化过程的影响, 还考虑了驱动因素与系

统主行为间的时滞效应. 通过引入改进的阻尼累加

算子和时滞系数, 有效捕捉了变量间非同步演化的

特征, 从而提升了对复杂动态过程的预测能力. 然而,
该模型仍然存在如下缺陷:

TLDAGM(1, N)

X(ζi)
i (i = 2, 3, . . . , N)

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x(ζi)

i (j)

[k − 1, k]

X(ζi)
i

1)建模机理不明确.  模型的差

分形式是在 变化范围很小的

前提下 , 将 视为灰常数 , 对式

(4)两端在区间 上进行积分推导而来. 然而,
在实际问题中,  往往呈现出显著的动态变化特

征, 难以满足上述条件. 此外, 由式 (6)可知w k

k−1

dx(ζ1)
1 (t)

dt
= x(ζ1)

1 (k)− x(ζ1)
1 (k − 1) =

x(0)
1 (k)

ζk−1
1

,

TLDAGM(1, N) x(0)
1 (k)而 模型却将其近似替代为 ,

可能会导致系统偏差, 从而影响模型的精度和适应

能力.
TLDAGM(1, N)

N

N=1 GM(1, 1)

2)非线性特征挖掘不充分.  模

型结构较为简单, 仅包含外部驱动项, 缺乏对系统内

部灰色作用机制的深入刻画. 一方面, 该模型未能从

模型结构中提取和量化系统的灰色作用量, 也没有

考虑变量间可能存在的线性和非线性关系对于模型

性能的潜在影响, 降低了其对复杂系统的适应能力;
另一方面, 作为由 个变量构成的一阶灰色预测模

型, 在变量数变为 时, 并不能退化为

模型, 限制了其在统一建模框架下的通用性.
TLDAGM(1, N)

X(ζi)
i

TLDAGM(1, N)

x(0)
1 (k)

=
N∑
i=2

k∑
j=1

bi
1 + 0.5a

λk−j
i x(ζi)

i (j)− a

1 + 0.5a
x(ζ1)

1 (k−

1)

x(ζ1)
1 (k − 1)

3)存在转换误差.  模型的时间

响应函数 (5)是由微分方程 (4)经常数变易法推导

而得, 而模型参数则是通过将 逐一代入差分方

程 (3)经最小二乘法解出. 因此,  模

型存在从微分方程到差分方程的转换误差. 值得注

意的是, 虽然文献 [10]中已注意到该问题并提出了

扩展模型加以改进, 给出了新的时间响应函数

, 但是, 该扩展模型依赖于一项实际应用中无法预

先获得的未知量 , 必须通过额外预测或

递推关系式得到, 而引入递推结构易导致误差累积.
因此, 该方法在实际场景中并不适用. 

2    多变量阻尼累加非线性时滞离散灰色

模型

TLDAGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

为克服 模型的固有缺陷, 进一

步提高其预测精度, 本节基于等间隔的整数步长设

定, 即认为观测序列在时间维度上具有统一的采样

间隔, 构建 模型. 

2.1    模型定义和理论分析

x(ζi)
i (t)(i = 1, 2, . . . , N) [0,+∞)

f(t) [k − 1, k]

ξ ∈ [0, 1]
w k

k−1
f(t)dt = ξf(k)

+ (1− ξ)f(k − 1)

假设 在 上连

续. 根据积分中值定理可知, 若函数 在

上连续, 则存在 , 使得

. 基于此,令

z(ζ1)
1 (k) =

w k

k−1
x(ζ1)

1 (t)dt =

ξ1x
(ζ1)
1 (k) + (1− ξ1)x

(ζ1)
1 (k − 1) (7)

X(ζ1)
1为序列 的紧邻均值, 令

z(ζi)
i (k) =

w k

k−1

t∑
j=1

λt−j
i x(ζi)

i (j)dt =

ξi

k∑
j=1

λk−j
i x(ζi)

i (j) + (1− ξi)
k−1∑
j=1

λk−1−j
i x(ζi)

i (j) (8)
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k∑
j=1

λk−j
i x(ζi)

i (j)(i = 2, 3, . . . , N)

ξi

为 的紧邻均值 , 其

中 为背景值系数.

X(0)
i ζi

X(ζi)
i z(ζi)

i (k)(i =

1, 2, . . . , N) λi ∈ (0, 1]

γ ∈ R k = 2, 3, . . . , n

定义 3　设原始非负序列 及其 阶阻尼累

加序列 分别如式 (1)和 (2)所示 , 

如式 (7)和 (8)所示,  为时滞

系数,  为非线性参数,  , 称

x(ζ1)
1 (k)− x(ζ1)

1 (k − 1) + az(ζ1)
1 (k) =

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (k) + h1k

γ + h2k + h3 (9)

DNTDGM(1, N) a bi(i = 2, 3, . . . ,

N)

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (k)

h1k
γ h2k

h3

为 模型. 其中:  和

分别为发展系数和驱动系数,  为时

滞效应驱动项,  和 分别为非线性和线性修

正项,  为灰色作用量.

xi

xi k

k

与灰色幂模型直接将幂函数作用于变量 构建

非线性修正项不同的是, 本文从时间演化机制出发

以增强模型对动态趋势的刻画能力. 具体而言, 变量

本身是一个随时间演化的时序序列, 而 作为时序

索引, 能够直接反映样本在时间维度上的演化位置,

通过引入与 相关的非线性和线性修正项可以有效

刻画序列随时间推移的非线性变化趋势.

DNTDGM(1, N)

为进一步描述系统行为序列的变化规律, 定理

1给出了 模型的时间响应函数.

DNTDGM(1, N)

x(ζ1)
1 (k)|k=1 = x(0)

1 (1)

DNTDGM(1, N)

定理 1　设 模型结构如定义 3

所 述 ,  则 在 初 值 条 件 下 ,

模型的时间响应函数为

x̂(ζ1)
1 (k) =

k−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 bi

(
ξi

k−q+1∑
j=1

λk−q+1−j
i x(ζi)

i (j)+

(1− ξi)
k−q∑
j=1

λk−q−j
i x(ζi)

i (j)
)]

+

k−2∑
v=0

ϑv
2[(k − v)ϑ4 + ϑ5]+

k∑
u=2

ϑ3ϑ
k−u
2 uγ + ϑk−1

2 x(0)
1 (1), k = 2, 3, . . . . (10)

其中

ϑ1 =
1

1 + aξ1
, ϑ2 = 1− a

1 + aξ1
, ϑ3 =

h1

1 + aξ1
,

ϑ4 =
h2

1 + aξ1
, ϑ5 =

h3

1 + aξ1
. (11)

证明　由式 (9)可知

x̂(ζ1)
1 (k) =

1

1 + aξ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (k)+

1− a+ aξ1
1 + aξ1

x̂(ζ1)
1 (k − 1)+

h1

1 + aξ1
kγ +

h2

1 + aξ
k +

h3

1 + aξ1
=

ϑ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (k) + ϑ2x̂

(ζ1)
1 (k − 1)+

ϑ3k
γ + ϑ4k + ϑ5,

ϑi(i = 1, 2, . . . , 5)其中 如式 (11)所示. 用递归法推

导, 由初始条件可知:

k = 1 x̂(ζ1)
1 (k)|k=1 = x(0)

1 (1)1)当 时,  ;

k = 22)当 时, 有

x̂(ζ1)
1 (2) =

ϑ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (2) + ϑ2x̂

(ζ1)
1 (1) + ϑ32

γ + 2ϑ4 + ϑ5;

k = 33)当 时, 有

x̂(ζ1)
1 (3) =

ϑ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (3) + ϑ2x̂

(ζ1)
1 (2) + ϑ33

γ + 3ϑ4 + ϑ5 =

ϑ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (3) + ϑ1ϑ2

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (2) + ϑ2

2x̂
(ζ1)
1 (1)+

ϑ2ϑ32
γ + 2ϑ2ϑ4 + ϑ2ϑ5 + ϑ33

γ + 3ϑ4 + ϑ5;

k = t4)继续推导, 当 时, 有

x̂(ζ1)
1 (t) =

ϑ1

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (t) + ϑ1ϑ2

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (t− 1) + . . .+

ϑ1ϑ
t−2
2

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (2) + ϑt−1

2 x̂(ζ1)
1 (1)+

2ϑt−2
2 ϑ4 + ϑt−2

2 ϑ5 + 3ϑt−3
2 ϑ4 + ϑt−3

2 ϑ5 + . . .+

tϑ4 + ϑ5 + ϑ3ϑ
t−2
2 2γ + ϑ3ϑ

t−3
2 3γ + . . .+ ϑ3t

γ =

ϑ1

(
ϑ0

2

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (t) + . . .+ ϑt−2

2

N∑
i=2

biz
(ζi)
i (2)

)
+

ϑt−2
2 (2ϑ4 + ϑ5) + . . .+ ϑ0

2(tϑ4 + ϑ5) + ϑ3ϑ
t−2
2 2γ+

ϑ3ϑ
t−3
2 3γ + . . .+ ϑ3ϑ

0
2t

γ + ϑt−1
2 x̂(ζ1)

1 (1).

x̂(ζ1)
1 (1) = x(0)

1 (1)对上式进行简化并利用初始条件 ,

可得到

x̂(ζ1)
1 (t) =

t−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 biz

(ζi)
i (t− q + 1)

]
+

t−2∑
v=0

ϑv
2[(t− v)ϑ4 + ϑ5]+
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t∑
u=2

ϑ3ϑ
t−u
2 uγ + ϑt−1

2 x(0)
1 (1). □

DNTDGM(1, N) TLDAGM(1, N)由于 与 模型

采用相同的累加算子, 其累减还原式亦可由式 (6)表
示, 据此可预测数据的未来发展趋势. 类似于文献

[10]中的分析, 可求得模型的发展系数、驱动系数、

线性、非线性修正项系数以及灰色作用量等参数.
DNTDGM(1, N) p̂ =

[a, b2, b3, . . . , bN , h1, h2, h3]
T

定理 2　 模型的参数序列

为如下线性方程组的

解:

Bp̂ = Y. (12)

B ∈ R(n−1)×(N+3) Y ∈
Rn−1

其中系数矩阵 和右端向量

分别具有如下形式:

B =


−z(ζ1)

1 (2) z(ζ2)
2 (2) z(ζ3)

3 (2) . . .

−z(ζ1)
1 (3) z(ζ2)

2 (3) z(ζ3)
3 (3) . . .

...
...

...
. . .

−z(ζ1)
1 (n) z(ζ2)

2 (n) z(ζ3)
3 (n) . . .

−→

←−

z(ζN )
N (2) 2γ 2 1

z(ζN )
N (3) 3γ 3 1
...

...
...

...

z(ζN )
N (n) nγ n 1

 ,

Y =


x(ζ1)

1 (2)− x(ζ1)
1 (1)

x(ζ1)
1 (3)− x(ζ1)

1 (2)
...

x(ζ1)
1 (n)− x(ζ1)

1 (n− 1)

 .

经最小二乘法可求得:
n = N + 4 |B| ̸= 01)当 且 时

p̂ = B−1Y ;

n > N + 4 |BTB| ̸= 02)当 且 时

p̂ = (BTB)−1BTY ;

n < N + 4 |BBT| ̸= 03)当 且 时

p̂ = BT(BBT)−1Y.

DNTDGM(1, N)由前文的分析可知,  模型有如

下优点:
TLDAGM(1, N)1)不仅延续了 模型对时滞效

应的刻画, 使其能够反映众多驱动要素对系统行为

趋势存在的时滞累积效应, 还在模型结构和求解方

式上进行了优化, 增强了模型的稳定性.

z(ζi)
i (k)

2)通过引入积分中值定理, 将驱动项的区间积

分近似为端点加权下的曲线面积, 保持了积分与面

积的一致性, 从而避免了传统模型将驱动项视为灰

常量所带来的结构性误差. 特别地, 紧邻均值

可以动态调整、修正系统输入, 弱化自变量中极端值

对于输出的影响, 以期得到更好的模型精度. 同时,
对原模型导数项的积分结果进行修正, 减少了由于

近似处理所引起的数值偏差.
h1k

γ h2k

h3

GM(1, 1)

GM(1, N)

N = 1 ζ1 = 1 ξ1 = 0.5 h1 = h2 = 0

GM(1, 1) N > 1 ζi = 1

ξ1 = 0.5 ξi = 1 λi → 0 h1 = h2 = h3 = 0

GM(1, N)

3)添加了非线性校正项 、线性校正项

和灰色作用量 , 既可在一定程度上反映序列随时

间演化的非线性趋势 , 又实现了与经典

以及 模型离散形式的兼容性. 具体而言,
当 ,  ,  ,  时 , 式 (9)
即为 模型的离散形式 ; 当 ,  ,

,  ,  ,  时 , 式
(9)即为 模型的离散形式.

TLDAGM(1, N)4)直接利用差分形式代替 模

型中的微分形式, 通过递归的方式求得模型的时间

响应函数, 不仅简化了推导过程, 还避免了确定模型

参数时微分方程到差分方程的转换误差. 

2.2    累加阶数最优估计及建模步骤

DNTDGM(1, N)

ζi λi ξi

γ

模型的建模精度高度依赖累

加阶数 、时滞系数 、背景值系数 和非线性参数

. 为获得这些参数的最佳配置, 以平均绝对百分比

误差 (MAPE)作为评估模型精度的指标, 构建如下

优化问题:

min
ζi,λi,ξi,γ

MAPE =

1

n− 1

n∑
k=2

|x̂(0)
1 (k)− x(0)

1 (k)|
x(0)

1 (k)
× 100%.

s.t. x̂(ζ1)
1 (k) =

k−1∑
q=1

[
ϑ1

N∑
i=2

ϑq−1
2 biz

(ζi)
i (k − q + 1)

]
+

k−2∑
v=0

ϑv
2[(k − v)ϑ4 + ϑ5]+

k∑
u=2

ϑ3ϑ
k−u
2 uγ + ϑk−1

2 x(0)
1 (1);

x̂(0)
1 (k) = (x̂(ζ1)

1 (k)− x̂(ζ1)
1 (k − 1))ζk−1

1 ;

z(ζi)
i (k) =

ξi

k∑
j=1

λk−j
i x(ζi)

i (j) + (1− ξi)
k−1∑
j=1

λk−1−j
i x(ζi)

i (j);

Bp̂ = Y ;

0 ⩽ ξi ⩽ 1;

0 < λi ⩽ 1;

k = 2, 3, . . . , n. (13)

DNTDGM(1, N)

上述优化问题是非线性且不可微的, 通常采用

一些智能优化算法来求解, 如遗传算法、鲸鱼优化算

法、量子粒子群优化算法 (QPSO)[27] 等. 以 QPSO算

法为例,  模型的建模步骤可总结如

第5期 杨林云 等: 多变量阻尼累加非线性时滞离散灰色模型及其应用 1325



下:
X(0)

1

X(0)
i (i = 2, 3, . . . , N)

DNTDGM(1, N)

step 1: 确定系统行为特征序列 和驱动因素

序列 , 设置初始参数和 QPSO

算法的迭代次数, 建立 模型.

X(0)
i ζi

X(ζi)
i

step 2: 计算非负序列 的 阶阻尼累加生成

序列 .

p̂

X̂(ζ1)
1 X̂(0)

1

step 3: 由式 (12)求得参数列 , 将其代入式 (10)
求得 , 再由式 (6)得到拟合值序列 .

ζi λi ξi

γ

step 4: 用 QPSO算法求解优化问题 (13), 获得

局部最优累加阶数 、时滞系数 、背景值系数 和

非线性参数 .
∼

ζi λi ξi γ X̂(0)
1

step 5: 重复 step 2   step 4, 粒子根据自身历史

最优解和群体全局最优解动态调整速度和位置, 逐
步向目标最优解靠近. 通过多次迭代获得全局最优

、 、 、 以及对应的拟合序列 , 并由此预测

系统行为序列的未来发展趋势. 

3    案例分析

在当前技术变革和产业升级加速的背景下, 高
新技术产业作为推动区域经济增长和高质量发展的

关键, 其产值对于政策制定、资源配置以及战略规划

至关重要. 基于“投入决定行业产出”的经济学理

论
[23], 资本和人力投入被视为高新技术企业产出的

关键性决定因素, 并在产业发展过程中发挥着直接

而基础的作用. 为此, 本文选取研究和开发 (R & D)
经费、人员作为驱动变量.

然而, 高新技术产业产值往往并非由当期投入

直接决定, 而是资金投入和研发活动在多个时期逐

步作用的结果. 具体而言, R & D经费和人员投入在

初期主要形成知识积累和技术储备, 中期转化为产

品研发, 后期才通过产业化和市场推广逐步反映为

产值增长. 因此, 高新技术产业产值具有显著的时滞

特征, 需要对“科技投入-技术进步-产业产出”之间

的递进和累积关系进行精准刻画. 基于此, 本文以上

海市高新技术产业产值为研究对象, 验证所提出模

型的有效性和优越性, 相关变量以及数据来源于《中

国 高 技 术 产 业 统 计 年 鉴 》 (http://60.16.24.131/
CSYDMirror), 如表 1所示. 

3.1    评价指标

选取绝对百分比误差 (APE)和 MAPE作为模

型的评价指标, 以进一步验证不同模型的拟合和预

测效果, 如下所示:

APE =
|x̂(0)

1 (k)− x(0)
1 (k)|

x(0)
1 (k)

× 100%,

MAPE =
1

n− 1

n∑
k=2

|x̂(0)
1 (k)− x(0)

1 (k)|
x(0)

1 (k)
× 100%.

 

3.2    参数优化分析

本文选用 QPSO算法优化模型中的未知参数,

为保证模型参数最优估计的可靠性, 首先对 QPSO

算法的参数敏感性进行分析, 以验证其在不同参数

设置下的稳定性和鲁棒性, 实验结果如表 2所示.
 
 

表2     优化参数敏感性分析

迭代次数 粒子数量 收缩-扩张系数 MAPE/%

50 20 0.5 1.167 9

50 20 1.0 0.959 4

50 30 0.5 1.099 5

50 30 1.0 0.979 5

80 20 0.5 0.987 3

80 20 1.0 0.989 5

80 30 0.5 1.040 4

80 30 1.0 0.982 8

100 20 0.5 1.180 4

100 20 1.0 0.966 1

100 30 0.5 1.007 7

100 30 1.0 0.958 1
 

5.784× 10−3%

由表 2可知, QPSO算法在不同参数设置下的

表现具有较高的一致性, 12组 MAPE的方差仅为

. 这表明优化算法的参数变化对于结

果影响较小, QPSO算法整体较为稳定. 因此, 本文

选用 QPSO算法对模型参数寻优, 以获得更为精确

的预测结果, 并给出相应的迭代曲线, 如图 1所示.
 

 

表1     高新技术产业产值及其相关因素

年份 产值/亿元 R & D经费/百万元 ·R & D人员/(人 年)

2006 4 609.90 4 049.56 10 006

2007 5 792.10 4 720.85 11 411

2008 6 063.50 4 856.21 10 814

2009 5 785.70 6 330.21 21 453

2010 7 019.70 6 735.65 19 278

2011 7 063.60 7 173.83 19 051

2012 7 051.60 9 076.44 22 606

2013 6 823.40 10 615.01 26 865

2014 7 056.90 12 740.63 24 649

2015 7 213.00 12 822.52 27 371

2016 7 010.20 13 381.72 28 283

2017 7 288.10 14 492.17 25 334

2018 7 566.00 12 731.59 24 309

2019 7 438.00 16 354.19 21 887

2020 7 913.00 21 353.21 26 917

2021 8 411.00 28 064.21 28 549

2022 9 176.35 27 998.82 31 357

2023 8 594.00 32 955.19 36 169
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3.3    上海市高新技术产业产值预测

∼
∼

TLDAGM(1, N)

(TDAGM(1, N))

(SGM(1,

N))

以 2006年   2019年上海市高新技术产值为模

拟建模数据, 2020年   2023年数据作为测试集用

于检验模型的预测精度和稳定性. 为验证新模型的

有效性, 本节选取 模型
[10]
、时滞累

积多变量灰色模型
[22]

和变量阶数

差异性优化的新结构多变量灰色模型
[11]

作为对比模型 , 还与近期提出的自控步调

(Self-paced)的 ARIMA (SP-ARIMA)模型
[28]

进行对

比分析. 相较于 ARIMA模型, SP-ARIMA模型可有

效解决噪声引起的不稳定问题. 上述灰色模型均有

参数需要选取, 为此均可建立类似于式 (13)的非线

性优化问题并用 QPSO算法寻求最优参数, 具体如

表 3和表 4所示.
 
 

表3     各模型最优累加阶数

变量 SGM(1, N) TLDAGM(1, N) DNTDGM(1, N)

X1 r1 = 1.970 1 ζ1 = 0.845 4 ζ1 = 0.960 9

X2 r2 = 1.739 8 ζ2 = 1 ζ2 = 0.953 7

X3 r3 = 1.465 1 ζ3 = 0.767 9 ζ3 = 0.988 5

 

 
 

表4     各模型最优参数

参数 SGM(1, N) TDAGM(1, N) TLDAGM(1, N) DNTDGM(1, N)

λ2 — 1 0.011 6 0.000 1

λ3 — 0.749 3 1 0.209 3

ξ1 0.5 0.5 0.5 0.565 4

ξ2 — — — 0.053 2

ξ3 — — — 0.955 6

γ 1.522 9 — — 0.204 4
 

γ

DNTDGM(1, N)

γ

值得注意的是, 对于非线性参数 , 本文仅保留

到低阶项便能够较好地捕捉系统特征. 这主要是由

于 模型本质上是对系统演化规律

的一种函数逼近过程, 而在函数逼近问题中, 高阶项

的引入并不一定能够提升逼近效果, 反而可能引发

类似龙格 (Runge)现象的震荡问题, 导致整体逼近效

果较差. 相比之下, 低阶项能够更好地拟合数据发展

趋势. 为了更直观地表明非线性参数 对于模型性能

ζi λi ξi γ

γ

的影响, 固定参数 、 和 , 以 0.04为步长, 将 从

0.1递增至 1.4. 图 2为不同 取值下 MAPE的变化

曲线. 由图 2可以发现:
γ

γ = 0.2

1)拟合 MAPE随着 的增加呈现先减小后增大

的趋势, 且波动幅度越来越大, 当 附近时, 拟
合MAPE取得最小值;

γ

γ = 0.16

2)预测 MAPE随着 的变化呈现波动性特征,
并在 时取得最小值.

综上, 非线性参数的取值若过大, 则不仅可能会

削弱模型对主要特征的提炼能力, 还易引发过拟合

现象. 因此, 控制非线性参数在合理范围内有助于保

证模型的拟合能力和预测精度.

m+ k

m+ k + 1

m+ k = 4

利用定理 1计算新模型的拟合和预测值, 并计

算相应的评估指标, 结果如表 5所示. 图 3为各模型

的拟合和预测曲线 , 图 4为各模型的拟合和预测

MAPE. 需要说明的是, 由于 SP-ARIMA模型中的自

回归系数 的取值决定了参与当前点预测的历

史样本数量, 模型只能从第 个样本开始拟

合, 本文取 .
DNTDGM(1, N)

TLDAGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

由实验结果可知, 所提出 模型

的拟合和预测误差均优于其他模型, MAPE分别为

0.958 1%和 1.746 4%. 这一优势主要得益于新模型

考虑了高新技术产业中投入对产出的时滞累积效应,
而 模型的拟合和预测效果较差, 可
能源于其未能有效考虑系统中的非线性影响. 上述

实例分析充分验证了所构建 模型

的合理性和有效性.
DNTDGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

TLDAGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

由图 3可知,  模型的模拟曲线

与实际数据更为贴合, 且相对误差波动较小, 整体稳

定性更佳. 综合图 4中的拟合精度与预测精度的对

比结果可知,  模型在性能上均明显

优于 SP-ARIMA与 等模型. 由此可

见, 所提出 模型在刻画高新技术产

业产值与驱动因素间的动态演化规律方面具有更高

的准确性和适应性, 为相关领域的系统建模和趋势

预测提供了一种更加高效可靠的工具. 
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3.4    稳定性分析

DNTDGM(1, N)为验证和分析 模型的稳定性

和可靠性, 本节将从以下 3个角度进行分析. 

3.4.1    基于 APE 分布的稳定性分析

一般而言, APE分布越为集中, 模型的预测结

果越稳定 , 具有越强的稳健性 . 为此 , 图 5给出了

DNTDGM(1, N)模型与其他 4个对比模型的 APE

分布情况.

DNTDGM(1, N)

TLDAGM(1, N)

TDAGM(1, N) SGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

由图 5可见:  模型的拟合和预

测 APE分 布 均 最 为 集 中 且 均 值 最 小 ;  而

和 SP-ARIMA模型分布较为分散,

表明模型的拟合误差波动较大 , 稳定性较差 ;

和 模型虽然 APE分布

相 对 集 中 ,  但 是 均 存 在 离 群 点 .  相 比 之 下 ,

模型在整个预测过程中保持了较

为均衡的误差水平, 体现出良好的拟合和泛化能力.
 

3.4.2    参数敏感性分析

ζi λi

ξi γ DNTDGM(1, N)

DNTDGM(1, N)

考虑到累加阶数 、时滞系数 、背景值系数

和非线性参数 的取值决定了 模

型的精度 , 本节对最优参数进行扰动实验以验证

模型在不同参数设定下的稳定性.

 

表5     高新技术产值拟合和预测值及误差比较

年份 原始值
SP-ARIMA SGM(1, N) TDAGM(1, N) TLDAGM(1, N) DNTDGM(1, N)

预测值 APE/% 预测值 APE/% 预测值 APE/% 预测值 APE/% 预测值 APE/%

2006 4 609.90 — — 4 609.900 0 0 4 609.900 0 0 4 609.900 0 0 4 609.900 0 0

2007 5 792.10 — — 5 800.434 7 0.143 9 5 661.413 9 2.256 3 4 139.705 2 28.528 4 5 785.920 9 0.106 7

2008 6 063.50 — — 5 955.214 6 1.785 9 6 084.447 0 0.345 5 6 062.569 9 0.015 3 6 041.513 0 0.362 6

2009 5 785.70 — — 6 116.824 0 5.723 1 6 385.093 4 10.359 9 6 993.906 3 20.882 6 5 935.467 5 2.588 6

2010 7 019.70 7 062.733 8 0.613 0 6 700.278 9 4.550 4 6 619.774 7 5.697 2 6 571.909 3 6.379 1 6 780.138 9 3.412 7

2011 7 063.60 7 175.160 3 1.579 4 7 063.861 7 0.003 7 6 813.598 5 3.539 3 6 091.905 9 13.756 4 7 224.055 1 2.271 6

2012 7 051.60 7 065.367 4 0.195 2 7 078.653 9 0.383 7 6 957.275 1 1.337 6 6 563.337 2 6.924 1 7 012.500 0 0.554 5

2013 6 823.40 6 809.213 0 0.207 9 6 875.613 3 0.765 2 7 038.553 4 3.153 2 6 823.383 8 0.000 2 6 754.713 8 1.006 6

2014 7 056.90 7 263.833 6 2.932 4 7 208.573 4 2.149 3 7 108.384 2 0.729 6 7 188.285 4 1.861 8 7 155.052 1 1.390 9

2015 7 213.00 7 295.762 2 1.147 4 7 086.056 1 1.759 9 7 156.218 6 0.787 2 6 834.874 6 5.242 3 7 209.654 3 0.046 4

2016 7 010.20 7 204.920 8 2.777 7 7 006.288 5 0.055 8 7 191.845 0 2.591 2 6 765.534 3 3.490 1 6 978.255 9 0.455 7

2017 7 288.10 7 183.144 0 1.440 1 7 308.814 0 0.284 2 7 258.342 0 0.408 3 6 807.271 8 6.597 4 7 288.163 6 0.000 9

2018 7 566.00 7 263.039 7 4.004 2 7 318.767 3 3.267 7 7 361.929 5 2.697 2 6 273.338 1 17.085 1 7 558.635 2 0.097 3

2019 7 438.00 7 199.856 7 3.201 7 7 767.893 5 4.435 2 7 534.947 6 1.303 4 6 780.287 7 8.842 6 7 450.003 7 0.161 4

MAPE/% 1.809 9 1.946 8 2.708 1 9.200 4 0.958 1

2020 7 913.00 7 199.856 7 9.012 3 7 870.989 5 0.530 9 7 743.025 6 2.148 0 7 627.732 1 3.605 1 7 606.366 2 3.875 1

2021 8 411.00 7 047.461 5 16.211 4 8 410.979 5 0.000 2 7 999.937 7 4.887 2 8 638.919 4 2.709 8 8 244.908 1 1.974 7

2022 9 176.35 7 144.691 0 22.140 2 8 490.692 9 7.472 0 8 288.865 1 9.671 4 8 957.712 4 2.382 6 9 112.303 8 0.697 9

2023 8 594.00 7 330.625 7 14.700 7 8 594.061 6 0.000 7 8 595.920 3 0.022 3 10 103.028 0 17.559 1 8 556.354 9 0.438 0

MAPE/% 15.516 1 2.000 9 4.182 3 6.564 1 1.746 4
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ζ1 ξ1

λ2 γ

ζ1 ∈ (0, 1] ζ1 −5% −10% −15%
−20% λ2 ξ1 γ ± 5%

± 10% ± 15% ± 20%

以因变量的累加阶数 、背景值系数 、第 1个自变

量的时滞系数 以及非线性参数 为例表明参数对

模型性能的影响. 具体地, 以最优参数为基准, 由于

, 对 分别进行 、 、 和

的调整 , 同时 , 对 、 和 分别进行 、

、 和 的调整 , 并采用 MAPE指

标评价误差的变化幅度, 实验结果如图 6所示.
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图6   不同参数扰动下 MAPE 变化曲线
 

[0.958 1%,

4.401 2%] ζ1

λ2 ξ1 γ

由图 6可知, 当参数发生小幅波动时, MAPE始

终保持在合理范围内 , 波动区间为

, 表明模型具有较好的稳定性. 其中:  的

敏感性最强, 对预测效果影响最大;  、 和 在不

同取值下的 MAPE变化幅度均较小, 表明模型在这

3个参数上的鲁棒性较强. 综合而言, 该模型在参数

扰动下能够保持较好的预测性能, 满足现实应用中

对稳定性和可靠性的要求. 

3.4.3    蒙特卡洛仿真

DNTDGM(1, N)在蒙特卡洛仿真研究中, 对 模

型重复执行 100次 QPSO算法, 每次运行均获得对

应的最优目标函数值, 即MAPE. 基于这 100次运行

得到的最优目标函数值结果, 绘制其频率分布图, 实
验结果如图 7所示.
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DNTDGM(1, N)由图 7可知,  模型在 100次重

复实验中的目标函数波动范围为 [0.72%, 1.96%], 波
动范围相对较小 , 且有 70次结果为 0.95%, 表明

DNTDGM(1, N)模型在该特定值附近表现出较高

的集中度. 此外, 最优目标函数的分布呈现单峰形态

且范围较窄, 频数在主峰处达到最大值, 远离主峰的

目标函数值较少且分布稀疏. 这表明随机性对于结

果的影响较小, 进一步表明了该模型具有较好的稳

定性和可靠性. 

4    结论与展望

TLDAGM(1, N)针对 模型存在的建模机理不

明确、非线性特征挖掘不充分以及存在转换误差等

问题, 本文首先引入了常数项来增强结构兼容性, 然
后采用积分中值定理和离散建模思路减少结构与转

换误差, 并通过线性和非线性修正项进一步挖掘了

数据特征, 以近年来上海市高新技术产业产值这个

实际案例进行了实证分析, 分别从拟合精度、预测能

力、稳定性等方面对模型性能进行了评估. 结果表

明, 新模型在多个评价指标下均优于其他模型, 验证

了其在复杂系统建模中的适用性和有效性.
现实生活中存在广泛的时滞累积效应, 在未来

研究中可考虑对时滞驱动项进行进一步改进, 使其

能够自适应识别时滞效应, 并引入幂模型对非线性

项进行更为细致地设计. 此外, 模型的应用领域也有

待拓展, 不仅可以在经济系统中发挥作用, 还可推广

至能源、环境、医疗等领域, 通过引入更多行业和地

区的数据, 从而进一步提升其应用价值和现实意义.
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