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基于Markov跳变过程的硅单晶生长系统
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李艳恺1, 2, 3†，陈　晨1, 2，刘　丁1, 2

(1. 西安理工大学 自动化与信息工程学院，西安 710048；
 2. 西安理工大学 晶体生长设备及系统集成国家地方联合工程研究中心， 西安 710048；
 3. 西安理工大学 陕西省现代装备绿色制造协同创新中心， 西安 710048)

H∞

H∞

H∞

摘　要: 研究系统状态不完全可测且存在外界干扰情况下 Markov跳变离散时间硅单晶生长系统的有限时间

控制问题. 首先, 充分考虑硅单晶生长过程由于干扰、建模误差、测量噪声诱导的随机因素, 建立基于Markov
跳变离散时间硅单晶生长系统模型; 然后, 结合实际硅单晶生长过程测量输出信息, 构造状态观测器和控制器; 接
着, 根据Markov跳变理论和有限时间 控制理论得到闭环离散时间硅单晶生长系统有限时间有界且满足相应

性能的充分条件, 运用线性矩阵不等式 (LMI)技术给出控制器和观测器增益的求解方法; 最后, 通过实际硅

单晶生长系统模型参数验证所提出控制方案的有效性.
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Abstract: This paper studies the finite-time   control problem of Markov jump discrete-time silicon single crystal
growth  systems  under  incompletely  measurable  system  states  and  external  disturbances.  By  introducing  the  Markov
jump process into the silicon single crystal  growth model,  a  Markov jump discrete-time silicon single crystal  growth
systems  are  established.  Considering  that  the  system  state  in  the  actual  silicon  single  crystal  growth  process  is  not
completely measurable and affected by external disturbances, the state observer and controller are constructed using the
measurement  outputs.  Based  on  this,  according  to  the  Markov  jump  control  system  theory  and  the  finite-time 
control  theory,  a  sufficient  condition  is  obtained  to  ensure  that  the  closed-loop  discrete-time  silicon  single  crystal
growth  systems  are  finite-time  bounded  with  the    performance.  The  solution  method  of  controller  and  observer
gains  is  given via  using linear  matrix  inequality  (LMI) technology.  Finally,  the effectiveness  of  the proposed control
scheme is verified by the model parameters of actual silicon single crystal growth systems.

H∞Keywords: silicon single crystal growth systems；Markov jump process；finite-time；  control；state observer；
LMI technique

 

0    引　言

直拉硅单晶生长过程
[1-4]

是一个具有多场多相

耦合、工艺参数多等特性的复杂工业生产过程. 为保

证硅单晶稳定生长, 不仅要求模型准确度高, 且要求
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控制器鲁棒性强. 目前, 针对拉硅单晶生长过程建模

与控制已有许多成果
[5-10]. 如: 文献 [6]将硅单晶机理

模型与数据驱动方法相结合, 建立了硅单晶生长混

合模型以提高模型准确度; 文献 [7]将无模型自适应

控制方法与迭代学习控制方法相结合, 实现了对直

拉硅单晶批次生产精确控制; 文献 [8]结合直拉硅单

晶生长动力学与几何学, 建立了硅单晶生长状态空

间模型, 并构造了事件触发模型预测控制器来实现

控制目标.

H∞

H∞

由于系统在实际应用过程中存在众多随机性、

不确定性, 许多学者将Markov跳变过程引入系统模

型中旨在描述系统状态的随机变化, 并基于 Markov
跳变系统产生出众多科研成果

[11-16]. 文献 [12]讨论

了 Markov跳变系统的稳定性问题; 文献 [14]构造

了滑膜控制器来抑制半 Markov跳变系统中非线性

项及不确定性对系统的影响. 此外, 有限时间控制
[17-20]

作为一种收敛速度快、稳定性高的控制方法, 被广泛

应用于实际系统控制中. 文献 [19]针对三相变换器

受负载扰动导致电压波动较大的问题, 采用基于干

扰观测器的有限时间控制方法改善了系统瞬态性能;
文献 [20]以 Markov跳变系统为对象, 讨论了对其

进行量化模糊有限时间控制问题. 同时, 针对实际系

统受到外界扰动影响, 将有限时间控制与 控制相

结合成为趋势, 并已有相关成果
[21-25]. 如文献 [25]针

对受到多重干扰的切换系统, 提出了 有限时间复

合抗干扰切换控制方法.

H∞

考虑到硅单晶生长过程中无法对其固液界面处

温度状态进行测量, 需要在控制方案中引入状态观

测器对其进行估计. 本文将针对实际硅单晶生长过

程, 建立其 Markov跳变模型, 构造状态观测器以及

控制器, 实现对硅单晶生长系统有限时间 抗干扰

控制. 本文主要内容如下:
1)针对硅单晶生长系统, 建立基于Markov跳变

过程的离散时间硅单晶生长系统, 同时, 在模型中考

虑未知非线性建模误差以及外界干扰, 增强控制器

的鲁棒性. 与文献 [26]相比, 本文所讨论的模型更能

模拟硅单晶生长系统中存在的随机性因素, 为硅单

晶生长设备的高精度控制提供新的建模和分析思路.

H∞

2)针对系统状态不完全可测且存在外界干扰

的Markov跳变硅单晶生长系统, 构造跟随系统切换

而切换的状态观测器和控制器, 利用有限时间理论

和 Markov跳变系统理论给出确保闭环系统有限时

间有界且具有 性能的充分条件, 并利用极点配置

和 LMI等技术求解出控制器及状态观测器增益. 最
后, 应用实际硅单晶生长参数验证所提出方法的有

效性.

n

Rn E{·}
∗ diag{...}

I

注意, 对本文所出现的符号进行如下说明:  维

实数向量表示为 , 数学期望用 表示, 矩阵中

符号 表示矩阵对称位置元素的转置,  为块

对角矩阵. 若没有特意说明矩阵维数, 则矩阵维数相

互兼容,  为具有适当维数的单位阵. 

1    问题描述

Tl

在硅单晶生长控制问题中, 系统的动态行为复

杂且具有强耦合、多变量等特性, 并涉及热传递、几

何演化以及流体动力学等复杂机制. 根据文献 [27]
中的建模思路, 对硅单晶生长过程进行数学描述, 建
模的核心目标在于刻画熔体温度和晶体半径的动态

变化规律, 从而为后续的控制器设计奠定理论基础.
在硅单晶生长过程中, 热量交换主要通过传导、辐射

以及对流 3种形式实现. 以熔体温度 为建模核心,
可建立如下能量守恒方程:

clmlṪl = P −Qh−Qc−Qco−Qlo−Ql +Q. (1)

cl ml P

Qh Qc Qco Qlo Ql Q

Rc

其中:  为熔体比热容,  为熔体质量,  为加热器

功率输入,  、 、 、 、 以及 分别为加热

器和坩埚吸收的热量、坩埚热辐射损失的热量、熔体

表面热辐射损失的热量、熔体热传导至固液界面处

损失的热量以及硅单晶结晶所释放的热量. 同时, 晶
体半径 的演化受界面几何形态、固液相变速率以

及拉晶工艺参数影响, 其演化方程为

Ṙc = vc tanαc. (2)

αc vc =
(1− k)ρlR

2
cr

ρlR2
cr − ρsR2

c

vp

k ρl ρs

Rcr vp

这里:  为晶体倾斜角,  为晶

体生长速率. 其中:  为锅跟比,  、 分别为硅熔体

和硅单晶密度,  为液面半径,  为晶体提拉速率.
Tl

Rc x̄1 x̄2

根据上述讨论, 分别选取熔体温度 和晶体半

径 为状态变量 ,  , 建立如下硅单晶生长系统:

˙̄x1 =
1

clml

P −Qh −Qc −Qco −Qlo −Ql +Q,

˙̄x2 =
(1− k)ρlR

2
cr

ρlR2
cr − ρsR2

c

tanαcvp. (3)

为进一步分析, 晶体生长系统 (3)表示为

˙̄x = f(x̄(t), ū(t)). (4)

此外, 考虑到实际生产过程中设备工况变化等随机

性因素的影响, 在模型中引入 Markov跳变过程, 同
时, 在运行范围内在多个平衡点附近对系统 (4)进行

小扰动线性化, 并利用泰勒展开的一阶近似表达, 可
得到

˙̄x =

f(x̄(t), ū(t)) ≈
f(x̄0i, ū0i) +Ai(x̄− x̄0i) +Bi(ū− ū0i). (5)
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Ai = ∂fi/∂x|(x̄0i,ū0i) Bi = ∂fi/∂u|(x̄0i,ū0i)

(x̄0i, ū0i)

f(x̄0i, ū0i) = 0

其 中 :  ;  ;

为运行范围内所选取的平衡点 , 且满足

. 最后, 通过归一化和离散化得到基

于Markov跳变系统的硅单晶生长系统模型, 有

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k). (6)

x = [x1 x2]
T x1 x2 Tl

Rc u = [u1 u2]
T u1 u2

这里:  ,  、 分别为熔体温度 和晶

体半径的变化量 ;  ,  、 分别为加

热器功率和晶体提拉速率的变化量.
注 1　在硅单晶生长过程中, 系统的动力学特性

会受到多种不确定因素的影响, 包括热流传递波动、

加热功率微变化、界面形态波动以及执行与测量环

节的随机误差等. 这些扰动不仅导致系统参数难以

保持稳定, 还可能使其在不同的近邻工作状态间发

生跳变, 使得单一的确定性模型无法准确刻画实际

动态特性. 若仅依赖某一固定平衡点附近的线性化

模型, 则其适用范围往往有限, 难以满足控制设计中

对于模型有效性的要求. 为更贴合该类随机性、时变

性和多模态并存的系统特征, 有必要将随机 Markov
跳变模型纳入建模框架中. 基于此, 可在系统运行范

围内的多个平衡点附近对原非线性模型进行线性化,
并借助 Markov过程建立由多子系统构成的跳变模

型, 为后续的控制器设计和稳定性分析奠定基础.
为增强系统模型 (6)的适用性和鲁棒性, 考虑未

建模动力学和系统存在外界干扰的因素, 建立如下

包含非线性项和干扰项的基于 Markov跳变过程的

离散时间硅单晶生长系统:
x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k)+

fσ(k)(x(k), k) +H1σ(k)δ1(k),

y(k) = Cσ(k)x(k) +H2σ(k)δ2(k) +Dσ(k)u(k),

z(k) = Czσ(k)x(k) +H3σ(k)δ3(k).
(7)

x(k) ∈ Rnx u(k) ∈ Rnu y(k) ∈ Rny

δj(k)

∈L2[0,∞)(j∈{1, 2, 3}) z(k)

∈Rnz fσ(k)(x(k), k)

Aσ(k) Bσ(k) Cσ(k) Dσ(k) Czσ(k) Hjσ(k)(j

∈ {1, 2, 3})

其中:  ,  和 分别为

系统状态、系统控制输入和系统测量输出 ; 
为外界能量有界干扰; 

为系统控制输出;  为系统非线性

项; 此外,  ,  ,  ,  ,  和

为系统已知矩阵.
δ(k)(k ⩾ 0)

S = {1, 2, . . . , s}

系统模态参数 表示服从离散时间、

离散过程Markov链的切换过程, 且其值取自具有以

下转移概率的有限集合 :

Pr(σ(k + 1) = j|σ(k) = i) = πij, (8)

πij ∈ [0, 1] k i

k + 1 j

s∑
j=1

πij = 1

其中 为系统从第 时刻模态 跳变到第

时刻模态 的转移概率, 且满足 .

δj(k)(j ∈ {1, 2, 3})
fσ(k)(x(k),

k)

注 2　为提高对硅单晶生长系统的控制性能, 在
系统模型中引入 Markov跳变过程来模拟实际硅单

晶生长过程中的随机性. 与此同时, 考虑到外界环境

对于硅单晶生长设备影响等因素, 在建模过程中引

入能量有界干扰 . 此外, 为减小

建模误差, 在所考虑模型中引入非线性项

来模拟系统未知非线性动力学. 在非线性系统的

建模和控制研究中, 通常通过 Lipschitz条件对非线

性项的增量进行有界刻画, 从而保证模型在分析和

控制设计中具备可处理性. 需要指出的是, 仿真中所

采用的 Lipschitz非线性项并非依赖其精确解析形

式, 而是对实际系统运行区间内非线性变化率的近

似估计, 这种设定在硅单晶生长建模中是合理的, 也
使得后续观测器与控制器能够在统一的 LMI框架

下进行设计
[28].

在实际硅单晶生长过程中, 系统状态通常是不

完全可测的, 因此, 需要构造状态观测器对系统状态

进行估计. 构造如下状态观测器:

x̂(k + 1) = Aσ(k)x̂(k) +Bσ(k)u(k)+

Lσ(k)[y(k)− ŷ(k)],

ŷ(k) = Cσ(k)x̂(k) +Dσ(k)u(k). (9)

x̂(k) ŷ(k)

Lσ(k)

其中:  和 分别为系统状态估计和系统测量

输出估计,  为状态观测器增益. 然后, 基于系统

状态观测器构造如下形式控制器:

u(k) = Kσ(k)x̂(k), (10)

Kσ(k)这里 为控制器增益.
ex(k) = x(k)− x̂(k)定义系统状态观测误差 ,

并根据硅单晶生长系统 (7)及其状态观测器 (9)可
得到

ex(k + 1) =

x(k + 1)− x̂(k + 1) =

Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k) + fσ(k)(x(k), k)+

H1σ(k)δ1(k)−Aσ(k)x̂(k)−Bσ(k)u(k)−
Lσ(k)[y(k)− ŷ(k)] =

(Aσ(k) − Lσ(k)Cσ(k))ex(k) + fσ(k)(x(k), k)+

H1σ(k)δ1(k)− Lσ(k)H2σ(k)δ2(k). (11)

同时, 将控制器 (10)代入硅单晶生长 Markov跳变

系统 (7), 可得到

x(k + 1) =

Aσ(k)x(k) +Bσ(k)u(k) + fσ(k)(x(k), k)+

H1σ(k)δ1(k) =

(Aσ(k) +Bσ(k)Kσ(k))x(k)−Bσ(k)Kσ(k)ex(k)+

fσ(k)(x(k), k) +H1σ(k)δ1(k). (12)

结合式 (11)和 (12), 构成基于Markov跳变过程的闭
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环离散时间硅单晶生长系统如下所示:

x̄(k + 1)=Āσ(k)x̄(k) + H̄σ(k)δ̄(k) + f̄σ(k)(x(k), k),

z(k) = C̄zσ(k)x̄(k) + D̄σ(k)δ̄(k). (13)

其中

x̄(k) =

[
x(k)

ex(k)

]
, δ̄(k) =

δ1(k)δ2(k)

δ3(k)

 ,

f̄σ(k)(x(k), k) =

[
fσ(k)(x(k), k)

fσ(k)(x(k), k)

]
,

Āσ(k) =

[
Aσ(k) +Bσ(k)Kσ(k) −Bσ(k)Kσ(k)

0 Aσ(k) − Lσ(k)Cσ(k)

]
,

H̄σ(k) =

[
H1σ(k) 0 0

H1σ(k) −Lσ(k)H2σ(k) 0

]
,

C̄zσ(k) = [Czσ(k) 0], D̄σ(k) = [0 0 H3σ(k)].

σ(k)(
k − τ, k](0 < τ ⩽ k)

σ(k)

i 0 < τ ⩽ k

σ(k) σ(k) = i(i ∈ S) Aσ(k) Bσ(k)

Cσ(k) Ai Bi Ci

注 3　切换过程 也表示 Markov跳变模态,
其含义为在时间间隔 内系统

保持在第 个模态. 不失一般性, 在本文后续描述

中将用 表示系统在时间间隔 内系统保持

在第 个模态 , 即 .  ,  ,
等模态相关矩阵将用 ,  ,  等表示.
注 4　在本文中, Markov模态被视为由系统运

行机制、调度指令或模式切换信号所驱动, 并可作为

外部可获取信息用于控制器与观测器的同步设计.
该类模态并不依赖系统状态的测量, 其引入方式与

随机跳变系统中常见的模态依赖建模框架相一致.
fi(x(k), k)假设 1　非线性函数 满足 Lipschitz

条件
[29], 即:

fi(0, k) = 0, i ∈ S1)  ;

∥fi(x1(k), k)− fi(x2(k), k)∥ ⩽ Ui∥x1(k)−
x2(k)∥

2) 

.
针对系统状态不完全可测且存在外界干扰的离

散时间硅单晶生长系统 (7), 本文构造状态观测器

(9)和控制器 (10), 旨在保证基于 Markov跳变过程

的闭环离散时间硅单晶生长系统 (13)满足以下控制

性能
[30].

N ∈
Zk⩾0 0 < c1 < c2 H∞ γ > 0

Ri(i ∈ S)

∞∑
k=0

δ̄T(k)δ̄(k) ⩽ d(d

∈ R > 0)

定义 1　考虑基于 Markov跳变过程的闭环离

散时间硅单晶生长系统 (13), 给定时间常数

, 若存在标量 ,  性能指标

和矩阵 , 且干扰满足

, 使得以下两个条件成立:

1)系统 (13)状态满足有限时间有界条件, 即

x̄T(0)Rix̄(0) ⩽ c1 ⇒ x̄T(k)Rix̄(k) < c2,

∀k ∈ {1, 2, . . . , N}. (14)

z(k)2)系统 (13)控制输出 在零初始条件下满足

E
{ N∑

k=0

zT(k)z(k)
}
⩽ γ2E

{ N∑
k=0

δT(k)δ(k)
}
. (15)

(c1, c2, Ri, N, γ, d) H∞

则表明 Markov跳变离散时间硅单晶生长闭环系统

(13)关于 有限时间有界且具有

性能.
X Y

α > 0

引理 1[31]
　假设矩阵 、 具有适当维数, 则存

在 , 使得以下不等式成立:

XTY + Y TX ⩽ αXTX + α−1Y TY.

[
X11 X12

XT
12 X22

]
< 0

引理 2[32](Schur补引理)　对于给定的对称矩阵

不等式 , 等价于以下不等式条件:

X11 < 0, X22 −XT
12X

−1
11 X12 < 01)  ;

X22 < 0, X11 −X12X
−1
22 X

T
12 < 02)  . 

2    稳定性分析

0 < c1 < c2 µ ⩾ 1

γ > 0 Ri > 0(i ∈ S)

Pi(i ∈ S) η1 < η2 α1i α2i(i ∈ S)

定理 1　对于给定标量参数 ,  ,
和矩阵 , 若存在正定对称矩阵

和标量 ,  、 , 使得以下

不等式条件成立:
−µPi +Π1i ∗ ∗ ∗

0 −µ−Nγ2I +Π2i ∗ ∗
L1i L2i −W−1 ∗
C̄zi D̄i 0 −I

<0,

(16)

η2c1 + γ2µ−Nd < µ−Nη1c2, (17)

η1Ri < Pi < η2Ri. (18)

其中

Π1i = η2RiE
TUT

i UiE + α1iη
2
2R

2
iE

TUT
i UiE+

α−1
1i Ā

T
i Āi + α2iη

2
2R

2
iE

TUT
i UiE,

Π2i = α−1
2i H̄

T
i H̄i, W = diag{P1, P2, . . . , Ps},

LT
1i = [

√
πi1Ā

T
i ,
√
πi2Ā

T
i , . . . ,

√
πisĀ

T
i ],

LT
2i = [

√
πi1H̄

T
i ,
√
πi2H̄

T
i , . . . ,

√
πisH̄

T
i ],

(c1, c2, Ri, N, γ, d)

H∞

则基于 Markov跳变过程的闭环离散时间硅单晶生

长系统 (13)关于 有限时间有界且

具有 性能.
证明　选择 Lyapunov函数为

V (k) = V (x̄(k), σ(k) = i) = x̄T(k)Pix̄(k), (19)

P̄i =
s∑

j=1

πijPj且有 , 则

E{V (k + 1)} =

x̄T(k + 1)
s∑

j=1

πijPjx̄(k + 1) =

x̄T(k)ĀT
i P̄iĀix̄(k) + x̄T(k)ĀT

i P̄iH̄iδ̄(k)+

x̄T(k)ĀT
i P̄if̄i(x(k), k) + δ̄T(k)H̄T

i P̄iĀix̄(k)+
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δ̄T(k)H̄T
i P̄iH̄iδ̄(k) + δ̄T(k)H̄T

i P̄if̄i(x(k), k)+

f̄T
i (x(k), k)P̄iĀlx̄(k) + f̄T

i (x(k), k)P̄iH̄iδ̄(k)+

f̄T
i (x(k), k)P̄if̄i(x(k), k). (20)

η1Ri < Pi < η2Ri E = [I, 0]

α1i α2i

设 ,  , 且由引理 1和假设

1可知, 存在标量 ,  使得

2x̄T(k)ĀT
i P̄if̄i(x(k), k) ⩽

α1iη
2
2R

2
i x̄

T(k)ETUT
i UiEx̄(k)+

α−1
1i x̄

T(k)ĀT
i Āix̄(k),

2δ̄T(k)H̄T
i P̄if̄i(x(k), k) ⩽

α2iη
2
2R

2
i x̄

T(k)ETUT
i UiEx̄(k)+

α−1
2i δ̄

T(k)H̄T
i H̄iδ̄(k),

f̄T
i (x(k), k)P̄if̄i(x(k), k) <

η2Rix̄
T(k)ETUT

i UiEx̄(k).

由此, 不等式 (20)可变换为

E{V (k + 1)} =

x̄T(k + 1)
s∑

j=1

πijPjx̄(k + 1) =

[Āix̄(k) + H̄iδ̄(k) + f̄i(x(k), k)]
T

s∑
j=1

πijPj×

[Āix̄(k) + H̄iδ̄(k) + f̄i(x(k), k)] ⩽
x̄T(k)ĀT

i P̄iĀix̄(k) + x̄T(k)ĀT
i P̄iH̄iδ̄(k)+

δ̄T(k)H̄T
i P̄iĀix̄(k) + δ̄T(k)H̄T

i P̄iH̄iδ̄(k)+

α−1
1i x̄

T(k)ĀT
i Āix̄+ α1iη

2
2R

2
i x̄

TETUT
i UiEx̄(k)+

α−1
2i δ̄

T(k)H̄T
i H̄iδ̄ + α2iη

2
2R

2
i x̄

TETUT
i UiEx̄(k)+

η2Rix̄
TETUT

i UiEx̄(k) =[
x̄(k)

δ̄(k)

]T

{[L1i L2i]
TW [L1i L2i] +Πi}

[
x̄(k)

δ̄(k)

]
.

(21)

其中

W = diag{P1, P2, . . . , P2},
LT

1i = [
√
πi1Ā

T
i ,
√
πi2Ā

T
i , . . . ,

√
πisĀ

T
i ],

LT
2i = [

√
πi1H̄

T
i ,
√
πi2H̄

T
i , . . . ,

√
πisH̄

T
i ],

Πi =

[
Π1i

Π2i

]
, Π2i = α−1

2i H̄
T
i H̄i,

Π1i = η2RiE
TUT

i UiE + α1iη
2
2R

2
iE

TUT
i UiE+

α−1
1i Ā

T
i Āi + α2iη

2
2R

2
iE

TUT
i UiE.

H∞

首先, 为了证明在零初始条件下闭环离散时间

硅单晶生长 Markov跳变系统 (13)具有 性能指

标, 定义如下性能指标:

J(x̄(k), δ̄(k), σ(k) = i) =

E{V (k + 1)} − µV (k) + zT(k)z(k)−
γ2µ−N δ̄T(k)δ̄T(k), (22)

γ > 0其中 为性能指标. 结合不等式 (21)和 (13), 对

式 (22)进行计算, 可得到

J(x̄(k), δ̄(k), σ(k) = i) =

E{V (k + 1)} − µV (k) + zT(k)z(k)−
γ2µ−N δ̄T(k)δ̄(k) =[
x̄(k)
δ̄(k)

]T

Ωi

[
x̄(k)

δ̄(k)

]
.

这里

Ωi =
{[

L1i L2i

C̄zi D̄i

]T [
W ∗
0 I

] [
L1i L2i

C̄zi D̄i

]
+Π ′

i

}
,

Π ′
i =

[
−µPi +Π1i ∗

0 −γ2µ−NI +Π2i

]
.

Ωi <

0

由引理 2, 对条件 (16)进行变换, 可得到

, 即

J(x̄(k), δ̄(k), σ(k) = i) < 0. (23)

由不等式 (22)和 (23), 可得到

E{V (k + 1)} < µE{V (k)} − E{zT(k)z(k)}+
γ2µ−NE{δ̄T(k)δ̄(k)}. (24)

对不等式 (24)进行递归计算, 可得到

E{V (k)} <

µkE{V (0)} − E
{ k−1∑

j=0

µk−j−1zT(j)z(j)
}
+

γ2µ−NE
{ k−1∑

j=0

µk−j−1δ̄T(j)δ̄(j)
}
. (25)

V (k) ⩾ 0(k ∈ Zk⩾0)注意到, 在零初始条件下有 , 则

由不等式 (25), 可得到

E
{ k−1∑

j=0

µk−j−1zT(j)z(j)
}
<

γ2µ−NE
{ k−1∑

j=0

µk−j−1δ̄T(j)δ̄(j)
}
. (26)

µ ⩾ 0同时, 根据 , 对不等式 (26)进行变换, 可得到

E
{ N∑

j=0

zT(j)z(j)
}
⩽

E
{ N∑

j=0

µN−jzT(j)z(j)
}
<

γ2µ−NE
{ N∑

j=0

µN−1δ̄T(j)δ̄(j)
}
⩽

γ2E
{ N∑

j=0

δ̄T(j)δ̄(j)
}
. (27)

H∞至此, 已验证硅单晶生长闭环系统 (13)具有 性

能. 同时, 由引理 2和不等式条件 (16), 可得到

[L1i L2i]
TW [L1i L2i] +Π ′

i < 0. (28)
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结合式 (21)和 (28), 可得到

E{V (k + 1)} <
µx̄T(k)Pix̄(k) + µ−Nγ2δ̄T(k)δ̄(k) <

µE{V (k)}+ µ−Nγ2δ̄T(k)δ̄(k). (29)

δi(k)(i = {1, 2, 3})
∞∑

k=0

δ̄T(k)δ̄(k) ⩽ d

由于外部干扰 均为能量有界干

扰, 即满足 , 对不等式 (29)进行递

归计算, 可得到

E{V (k)} <

µkE{V (0)}+ µ−Nγ2E
{ k−1∑

j=0

µk−1−jδT(j)δ(j)
}
<

µkE{V (0)}+ µ−Nγ2µkd. (30)

E{x̄T(0)Rix̄(0)} ⩽ c1

已知不等式条件 (18), 且闭环系统状态满足有限时

间初始条件 , 则可推导出

E{V (0)} = E{x̄T(0)Pix̄(0)} ⩽ η2c1, (31)

E{V (k)} = E{x̄T(k)Pix̄(k)} ⩾
η1E{x̄T(k)Rix̄(k)}. (32)

由不等式 (31)和 (32), 可得到

E{x̄T(k)Rix̄(k)} <
µkη2c1 + γ2µ−Nµkd

η1

< c2.

η2c1 + γ2µ−Nd < µ−Nη1c2

E{x̄T(k)Rix̄(k)} < c2(k∈{1, 2, . . . , N})
令 , 即不等式条件 (17),
则可保证 ,
从而验证了闭环离散时间硅单晶生长 Markov跳变

系统 (13)有限时间有界. □

H∞

(c1, c2, Ri, N, γ, d)

注 5　上述推导过程主要分两部分完成对定理

1的验证 . 首先 , 验证了闭环离散时间硅单晶生长

Markov跳变系统 (13)具有 性能; 然后, 完成对

闭环离散时间硅单晶生长 Markov跳变系统 (13)关
于 有限时间有界的验证; 同时, 给
出了相应的充分条件, 但是, 由于所给定的充分条件

中存在非线性, 导致难以求解控制器以及观测器增

益, 下文第 3节将针对定理 1中的充分条件进行进

一步处理. 

3    控制器及观测器设计

(c1, c2, Ri, N, γ,

d) H∞

针对定理 1所给定的不等式条件中存在非线性

项的问题, 本节将利用 LMI变换技术对其进行线性

化处理. 由下文定理 2给出能够利用 LMI技术求解

出控制器以及观测器增益并保证闭环离散时间硅单

晶生长 Markov跳变系统 (13)关于

有限时间有界且具有 性能的线性不等式条件.
δi(i ∈ {1, 2, 3})

x(k)

定理 2　考虑存在干扰 , 且系统

状态 不完全可测的闭环离散时间硅单晶生长

Markov跳变系统 (13), 设计观测器 (9)和控制器 (10),

0 < c1 < c2 µ ⩾ 1 γ > 0 ε1i、

ε2i(i ∈ S) Qi(i ∈ S) ϕ1

ϕ2 α1i α2i(i ∈ S) X1i Yi(i ∈
S)

对于给定标量参数 ,  ,  , 

以及矩阵 , 若存在标量参数 、

、 、 以及正定对称矩阵 、

, 使得以下线性不等式条件成立:

−µX ′′
i ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ã′′ H̃ ′ X̃ ′′ ∗ ∗ ∗ ∗
C̃ ′′

zi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ ′′′ 0 0 0 Φ′ ∗ ∗
⌢

A ′′
i 0 0 0 0 T3i ∗
0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


< 0,

(33)[
γ2µ−Nϕ1d− µ−Nc2 ϕ1

√
c1√

c1 −ϕ2

]
< 0, (34)

ϕ2Qi < Xi < ϕ1Qi. (35)

其中

X ′′
i =

[
Yi −Yi

−Yi X1i

]
; Ã′′ = [Ã′′T

1 , Ã′′T
2 , . . . , Ã′′T

s ]T;

Ã′′
1 =
√
πi1

[
AiYi +BiK̄i

0
−→

←− −AiYi −BiK̄i − LiCi(X1i − Yi)

0

]
,

...

Ã′′
s =
√
πis

[
AiYi +BiK̄i

0
−→

←− −AiYi −BiK̄i − LiCi(X1i − Yi)

0

]
;

H̃ ′
1 =
√
πi1

[
0 LiH2i 0

−H1i 0 0

]
,

...

H̃ ′
s =
√
πis

[
0 LiH2i 0

−H1i 0 0

]
;

X̃ ′′ = diag{X̃ ′′
1 , X̃

′′
2 , . . . , X̃

′′
s };

X̃ ′′
1 =

[
Y1 −Y1

−Y1 X11

]
, . . . , X̃ ′′

s =

[
Ys −Ys

−Ys X1s

]
;

Ũ ′′′T=[Ū ′′′T
i Ū ′′′T

i Ū ′′′T
i ], Ū ′′′T

i =[UiYi −UiX1i];

C̃ ′′=[CziYi −CziX1i]; Φ=diag{−ϕ2Qi, T1i, T2i};

H̄ ′′
i =

[
H1i 0 0

H1i −LiH2i 0

]
; D̄i = [0 0 H3i] ;

⌢

A
′′
i =[

AiYi+BiK̄i −AiYi−BiK̄i−LiCi(X1i − Yi)

0 0

]
;
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T3i =

[
−α1iI α1iI

α1iI −α1iI

]
;

T1i=2ε1iϕ2Qi+ε21iα1iQi, T2i=2ε2iϕ2Qi+ε22iα2iQi.

Ki = K̄iY
−1
i Li

(c1, c2,Ri, N, γ, d)

H∞

则控制器以及状态观测器增益为 ,  ,

且能够保证闭环离散时间硅单晶生长 Markov跳变

系统 (13)关于 有限时间有界且具

有 性能.

Xi = P−1
i

diag{Xi, I, I,

I}

证明　设 , 并对定理 1中不等式条件

(16)左右两边同时乘以块对角矩阵

, 可得到
−µXi +XiΠ1iXi ∗

0 −µ−Nγ2I +Π2i

L1iXi L2i

C̄ziXi D̄i

−→

←−

∗ ∗
∗ ∗

−W−1 ∗
0 −I

 < 0. (36)

由引理 2, 将式 (36)对角线上元素展开到非对角线

上, 可得到

−µXi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

L1iXi L2i −W−1 ∗ ∗ ∗ ∗
C̄ziXi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ 0 0 0 Φ ∗ ∗

ĀiXi 0 0 0 0−α1iI ∗
0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


<0.

(37)

Ũ=[(UiEXi)
T (UiEXi)

T (UiEXi)
T] Φ=

diag{−η−1
2 R−1

i ,−α−1
1i η

−2
2 R−2

i ,−α−1
2i η

−2
2 R−2

i }
ϕ2 = η−1

2 Qi = R−1
i

其中:  , 

. 由引

理 1, 且令 ,  , 则不等式 (37)可保

证如下不等式成立:

−µXi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

L1iXi L2i −W−1 ∗ ∗ ∗ ∗
C̄ziXi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ 0 0 0 Φ′ ∗ ∗

ĀiXi 0 0 0 0 −α1iI ∗
0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


<

0. (38)

Φ′ = {−ϕ2Qi, T1i, T2i} T1i = 2ε1iϕ2Qi+

ε21iα1iQi T2i = 2ε2iϕ2Qi + ε22iα2iQi

Xi Xi =

[
X1i X2i

X2i X2i

]
(i ∈ S)

这 里 :  , 

,  . 接下来 , 定义

正定对称矩阵 为 , 并根

据闭环离散时间硅单晶生长 Markov跳变系统 (13)

矩阵参数, 对不等式 (38)进行展开, 可得到



−µXi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ã H̃ X̃ ∗ ∗ ∗ ∗
C̃zi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ

′
0 0 0 Φ′ ∗ ∗

⌢

Ai 0 0 0 0 −α1iI ∗
0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


< 0.

(39)

其中

Ã = [ÃT
1 , Ã

T
2 , . . . , Ã

T
s ]

T; H̃ = [H̃T
1 , H̃

T
2 , . . . , H̃

T
s ]

T;

Ã1 =
√
πi1

[
AiX1i +BiKi(X1i −X2i)

AiX2i − LiCiX2i
−→

←− AiX2i

AiX2i − LiCiX2i

]
,

...

Ãs =
√
πis

[
AiX1i +BiKi(X1i −X2i)

AiX2i − LiCiX2i
−→

←− AiX2i

AiX2i − LiCiX2i

]
;

H̃1 =
√
πi1

[
H1i 0 0
H1i −LiH2i 0

]
,

...

H̃s =
√
πis

[
H1i 0 0
H1i −LiH2i 0

]
;

X̃ = diag{−X1,−X2, . . . ,−Xs};
C̃zi = [CziX1i CziX2i];

⌢

Ai=[
AiX1i +BiKi(X1i −X2i) AiX2i

AiX2i − LiCiX2i AiX2i − LiCiX2i

]
;

Ũ ′T = [Ū ′T
i Ū ′T

i Ū ′T
i ]T, Ū ′T

i =[UiX1i UiX2i].

J =

[
I −I
−I 0

]
diag{J, I, J, . . . , J︸ ︷︷ ︸

s

, I, I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
3

, J, I}

定义 , 并对式 (39)左右两边同时乘

以对角矩阵 , 可

得到

−µX ′
i ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ã′ H̃ ′ X̃ ′ ∗ ∗ ∗ ∗
C̃ ′

zi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ ′′ 0 0 0 Φ′ ∗ ∗
⌢

A ′
i 0 0 0 0 T3i ∗

0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


< 0.

(40)

这里

X̃ ′ = diag{−X ′
1,−X ′

2, . . . ,−X ′
s};
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X ′
i =

[
X1i −X2i −(X1i −X2i)
−(X1i −X2i) X1i

]
, i ∈ S;

Ã′=[Ã′T
1 , Ã

′T
2 , . . . , Ã

′T
s ]; H̃

′=[H̃ ′T
1 , H̃ ′T

2 , . . . , H̃ ′T
s ]T;

Ã′
1=
√
πi1

[
(Ai +BiKi)(X1i −X2i)
−(Ai +BiKi)(X1i −X2i)

−→

←− −(Ai+BiKi)(X1i −X2i)− LiCiX2i

−AiX1i −BiKi(X1i −X2i)

]
,

...

Ã′
s=
√
πis

[
(Ai +BiKi)(X1i −X2i)
−(Ai +BiKi)(X1i −X2i)

−→

←− −(Ai+BiKi)(X1i −X2i)− LiCiX2i

−AiX1i −BiKi(X1i −X2i)

]
;

H̃ ′
1 =
√
πi1

[
0 LiH2i 0
−H1i 0 0

]
,

...

H̃ ′
s =
√
πis

[
0 LiH2i 0
−H1i 0 0

]
;

C̃ ′
zi = [Czi(X1i −X2i) − CziX1i];

Ũ ′′ = [Ū ′′T
i Ū ′′T

i Ū ′′T
i ]T,

Ū ′′T
i = [Ui(X1i −X2i) − UiX1i]

T;

⌢

A
′
i =

[
(Ai +BiKi)(X1i −X2i)
−(Ai +BiKi)(X1i −X2i)

−→

←− −(Ai+BiKi)(X1i −X2i)− LiCiX2i

−AiX1i −BiKi(X1i −X2i)

]
;

T3i =

[
−2α1iI α1iI
α1iI −α1iI

]
.

Yi = (X1i −X2i) > 0, X2i = X1i − Yi K̄i =

KiYi

令 ,  且

, 则可将不等式 (40)变换为

−µX ′′
i ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 −µ−Nγ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Ã′′ H̃ ′′ X̃ ′′ ∗ ∗ ∗ ∗
C̃ ′′

zi D̄i 0 −I ∗ ∗ ∗
Ũ ′′′ 0 0 0 Φ′ ∗ ∗
⌢

A ′′
i 0 0 0 0 T3i ∗
0 H̄i 0 0 0 0 −α2iI


< 0.

(41)

其中

X̃ ′′ = diag{−X ′′
1 ,−X ′′

2 , . . . ,−X ′′
s };

X ′
i =

[
Yi −Yi

−Yi X1i

]
, i ∈ S;

Ã′′ = [Ã′′T
1 , Ã′′T

2 , . . . , Ã′′T
s ]T;

Ã′′
1 =
√
πi1

[
AiYi +BiK̄i

−AiYi −BiK̄i

−→

←− −AiYi −BiK̄i − LiCi(X1i − Yi)
−AiYi −BiK̄i

]
,

...

Ã′′
s =
√
πis

[
AiYi +BiK̄i

−AiYi −BiK̄i

−→

←− −AiYi −BiK̄i − LiCi(X1i − Yi)
−AiYi −BiK̄i

]
;

C̃ ′′
zi = [CziYi − CziX1i];

Ũ ′′′ = [Ū ′′′T
i Ū ′′′T

i Ū ′′′T
i ]T,

Ū ′′′T
i = [UiYi − UiX1i]

T;

⌢

A
′′

i = AiYi+BiK̄i −AiYi−BiK̄i−LiCi(X1i−Yi)

−AiYi −BiK̄i −AiYi −BiK̄i

 .

ϕ2 = η−1
2另一方面, 已知 , 且由引理 2, 对不等式条

件 (17)进行变换, 可得到[
γ2µ−Nd− µ−Nη1c2

√
c1√

c1 −ϕ2

]
< 0. (42)

ϕ1 = η−1
1 diag{ϕ1, I}令 , 且对式 (42)左乘 , 可得到[

γ2µ−Nϕ1d− µ−Nc2 ϕ1

√
c1√

c1 −ϕ2

]
< 0. (43)

Xi = P−1
i Qi = Ri此外 , 已知 和 , 则对不等式条件

(18)进行变换, 可得到

ϕ2Qi < Xi < ϕ1Qi. (44)

(c1, c2, Ri, N, γ, d)

H∞

通过上述推导过程已完成对定理 2的证明, 给
出了能够保证闭环离散时间硅单晶生长 Markov跳
变系统 (13)关于 有限时间有界且

具有 性能的线性不等式条件. 需要注意的是, 为
方便求解, 状态观测器增益提前由极点配置确定, 在
此基础上, 利用Matlab中 LMI工具箱进行求解, 即

tmin < 0;

s.t. 式(33) ∼ (35). (45)

定理 2得证. □

H∞

注 6  本文研究的技术难点主要体现在以下 3个
方面: 首先, 所考虑系统包含 Markov随机跳变过程,
且研究目标为有限时间内的稳定性控制, 不同于传

统的渐近稳定性分析, 需要在有限区间内构造适当

的 Lyapunov函数并确保系统状态保持有界; 其次,
外部扰动与状态不可测同时存在, 必须设计具备动

态估计能力的观测器, 并在控制器设计中实现与之

协调匹配; 最后, 有限时间有界性、 性能指标、输

出反馈结构以及观测器增益需要统一嵌入同一

LMI框架, 通过等价变换和耦合项分离来保证条件

的可行性. 基于此, 本文的核心在于构建一种可在随

机切换环境下同时实现扰动抑制、状态估计和控制
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性能保障的统一设计方法. 

4    数值仿真

本节将以直拉硅单晶生长系统为对象验证所提

出控制方法的有效性. 考虑具有三模态的Markov跳
变离散时间硅单晶生长系统模型 (7), 参考文献 [27]
所提供的模型参数并对其离散化, 具体参数如下.

模态 1:

A1=

[
0.948 5 0.399 8
0.000 0 1.271 1

]
, B1=

[
0.069 6 0.197 3
0.000 0 0.136 7

]
,

C1=

[
1 0
0 2

]
, D1=

[
0.6 0
0 0.4

]
, Cz1=

[
0.2 0
0 0.3

]
,

H11=

[
0.3 0
0 0.2

]
, H21=

[
0.2 0
0 0.3

]
, H31=

[
0.4 0
0 0.2

]
.

模态 2:

A2=

[
0.946 8 0.432 5
0.000 0 1.273 0

]
, B2=

[
0.071 2 0.122 1
0.000 0 0.137 2

]
,

C2=

[
1 0
0 2

]
, D2=

[
0.6 0
0 0.4

]
, Cz2=

[
0.2 0
0 0.3

]
,

H12=

[
0.3 0
0 0.2

]
, D2=

[
0.6 0
0 0.4

]
, H32=

[
0.4 0
0 0.2

]
.

模态 3:

A3=

[
0.945 9 0.469 6
0.000 0 1.275 2

]
, B3=

[
0.072 4 0.080 3
0.000 0 0.137 8

]
,

C3=

[
1 0
0 2

]
, D3=

[
0.6 0
0 0.4

]
, Cz3=

[
0.2 0
0 0.3

]
,

H13=

[
0.3 0
0 0.2

]
, H23=

[
0.2 0
0 0.3

]
, H33=

[
0.4 0
0 0.2

]
.

N = 100 µ = 1

c1 = 2 c2 = 10

d = 10 H∞ γ2 = 0.8

ε1i = ε2i = 0.01 Qi = 6I(i ∈ S)

该系统其他给定参数选取如下: 有限时间区间

长度 , Lyapunov衰减加权系数 , 有限

时间有界上下界常数 ,  , 干扰能量界限

,  性能指标 , LMI严格性小正数

,  Lyapunov权矩阵 .
同时, 选取Markov跳变转移概率矩阵为

Pr =

π11 π12 π13

π21 π22 π23

π31 π32 π33

 =

0.5 0.2 0.3
0.2 0.6 0.2
0.1 0.4 0.5

 . (46)

δ1 = 6e−k sin(k) δ2

= 7e−k sin(k) δ3 = 8e−k cos(k)

fi(x(k), k)

=0.3x sin(x)(i∈S)
x(0) =

[0.5 0.8]T

此外, 设置外界能量有界干扰为 , 
,  , 用于模拟热场波动

和传感器噪声等综合影响, 非线性项为

, 用于表示模型中具有 Lipschitz
特性的非线性动力学 , 系统初始状态为

. 根据定理 2所给出的线性不等式条件,
利用 LMI技术求解相应增益和参数, 如下所示.

模式 1:

K1=

[
−17.148 9 23.673 3
−0.407 0 −10.372 0

]
, α11=6.459 8,

L1 =

[
1.148 5 0.199 9
0.000 0 0.685 6

]
, α21 = 0.735 6.

模式 2:

K2 =

[
−18.583 5 12.207 6
0.542 1 −10.743 7

]
, α12 = 0.609 7,

L2 =

[
1.146 8 0.216 3
0.000 0 0.686 5

]
, α22 = 0.517 6.

模式 3:

K3 =

[
−15.953 0 5.037 8
0.515 0 −10.353 3

]
, α13 = 0.753 2,

L3 =

[
1.145 9 0.234 8
0.000 0 0.687 6

]
, α23 = 0.738 6,

ϕ1 = 0.545 2, ϕ2 = 0.038 9.

∼

x(k)

x̂(k)

x̂(k)

x(k)

硅单晶生长 Markov跳变系统及其控制仿真结

果如图 1   图 4所示. 图 1为基于转移概率矩阵 (46)
得到的模式切换过程, 反映了系统在不同工作模式

间的随机转换特性, 为后续状态估计和控制性能分

析提供了基础. 图 2和图 3为系统状态 与其估

计值 随时间的变化趋势, 其中带有 MI下标的

曲线表示采用固定控制器增益的结果. 图 2和图 3
结果表明, 在初始时刻系统状态受到外界干扰影响

而出现明显波动, 但是, 随着控制和观测机制的作用,
状态逐渐趋于稳定. 同时,  能够在整个过程中准

确跟踪 , 两者间的误差迅速减小并在有限时间

内维持在较小范围内. 这表明所设计观测器 (9)具有

良好的状态重构能力, 能够在外界干扰存在的情况

下保证系统满足有限时间有界条件 (14), 从而验证

了系统在外部干扰下的稳定性和鲁棒性. 相比之下,
固定增益控制器的系统状态收敛速度略慢, 且在扰

动作用下表现出较小幅度的滞后.
  

0 20 40 60 80 100
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

k

跳
变

模
态

图1   Markov 模态跳变过程
 

z(k)

zMI(k)

z(k)

H∞

图 4为控制输出 的动态响应曲线 , 其中

为固定控制器增益下的输出结果. 由图 4可
见, 在控制器 (10)的调节下,  始终保持在合理范

围内并呈现逐渐收敛的趋势, 明显优于固定增益控

制器的响应性能. 即便在外部干扰作用下, 系统输出

依然能够满足 性能条件 (15), 充分表明了所提出

控制器在提升系统抗干扰能力和动态性能方面的有

效性. 通过上述分析, 针对系统状态不完全可测且存
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H∞

在外界干扰的离散时间硅单晶生长 Markov跳变系

统, 在所提出观测器 (9)和控制器 (10)联合设计策

略的作用下能够在有限时间内保证系统运行的有界

性且实现了 性能指标, 改善了控制响应的收敛速

度和鲁棒性. 上述仿真结果与理论分析一致, 验证了

所提出方法的有效性. 

5    结　论

本文以直拉硅单晶生长系统为对象, 研究了关

H∞

H∞

于有限时间有界以及具有 性能的控制问题. 首
先, 将Markov跳变过程引入了硅单晶生长模型中建

立离散时间硅单晶生长 Markov跳变系统; 然后, 针
对系统状态不完全可测以及系统存在外界干扰的问

题构造了状态观测器和控制器; 接着, 利用极点配置

及 LMI技术求解出观测器和控制器增益, 并保证闭

环离散时间硅单晶生长 Markov跳变系统有限时间

有界且具有 性能; 最后, 利用硅单晶生长系统模

型参数验证了所提出控制方法的有效性.
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