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监控过程变异系数双侧自适应 EWMA控制图的优化设计
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摘　要: 传统控制图常常假定受控过程均值和方差恒定. 然而, 在实际生产或研究场景中, 这一假设往往难以成

立. 如病人体内血液化学成分的含量会随着时间的推移而发生变化, 当其均值和方差随时间漂移时, 漂移方向和

大小常常未知. 面对这样的复杂情况, 传统控制图由于自身的局限性, 无法对实际过程实施有效监控. 鉴于此, 提
出一种改进方案: 首先, 对变异系数平方进行对数正态变换; 然后, 设计双侧自适应 EWMA (AEWMA) 控制图监

控变异系数; 接着, 讨论参数对所提出控制图的影响, 并与已有控制图的失控性能进行比较. 比较结果显示, 所提

出的控制图仅优于部分已有控制图. 为提升过程检测能力, 将变样本容量 (VSS)融入控制图设计, 提出 VSS
AEWMA控制图. 与已有控制图的比较结果表明, 所提出 VSS AEWMA控制图在监控变异系数时综合性能最优,
能够有效识别过程异常.
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Abstract: Traditional control charts often assume that the mean and variance of an in-control process remain constant.
However, in real-world production or research scenarios, this assumption is often difficult to satisfy. For example, the
levels  of  blood chemical  components  in  a  patient's  body may change over  time.  When their  mean and variance have
shifted  over  time,  the  direction  and  magnitude  of  shifts  are  often  unknown.  Faced  with  such  complex  situations,
traditional  control  charts,  due  to  their  inherent  limitations,  fail  to  effectively  monitor  the  actual  process.  To  address
these, the work applies a log-normal transformation to the square of the coefficient of variation, and designs a two-sided
adaptive exponentially weighted moving average (AEWMA) control chart for monitoring the coefficient of variation.
Subsequently, it investigates the effect of parameters on its performance and compares the out-of-control performance
between  the  proposed  and  existing  charts.  Comparison  results  show  that  the  proposed  chart  only  outperforms  some
existing charts. To enhance detection capability of the proposed chart, the work introduces variable sample sizes (VSS)
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into the design of the chart, and proposes a VSS AEWMA chart for monitoring the efficient of variation, and compares
its  out-of-control  performance  with  existing  charts.  The  results  demonstrate  that  the  proposed  VSS  AEWMA  chart
achieves  the  best  overall  performance  in  monitoring  the  coefficient  of  variation  and  can  effectively  identify  process
abnormalities.
Keywords: statistical  process  control； log-normal  transformation； coefficient  of  variation； variable  sample  size；
adaptive EWMA；optimal design

 

0    引　言

作为统计过程控制 (SPC)体系中的核心监控工

具, 控制图在工业生产、服务、医疗卫生和社交网络

等多个领域
[1-4]

被广泛应用, 主要用于实时监测过程

稳定性、及时识别质量特性的异常漂移, 并持续提升

关键质量指标的控制水平. 如 Shewhart控制图
[5]
、累

积和 (CUSUM)[6] 控制图
[7]
以及指数加权移动平均

(EWMA)控制图, 这些传统控制图早期被设计用于

监控过程的均值或方差. 这里要求受控过程的均值

或方差不变. 然而, 实际中存在一些受控过程, 其均

值会随着时间变化而变化, 其方差也会随着均值变

化而变化. 如医疗过程中病人血液中所含某化学成

分量的均值会随着病人的不同而不同. 因此, 此情形

下均值控制图将无法达到其监控目的. 由于方差是

关于均值的函数, 传统方差控制图也同样如此. 对于

此类过程, 学者们通常考虑使用监控变异系数的控

制图.
监控过程变异系数的控制图首次由 Kang等[8]

提出, 其所提出控制图为 Shewhart控制图, 此控制图

能够有效检测到过程中由异常起因引起变异系数发

生的大漂移, 而对于中小漂移, 其监控能力较差; 为
提高变异系数控制图的监控能力和更加有效监测过

程的小漂移, Hong等[9] 提出了用于监控过程变异系

数的 EWMA控制图. 以上控制图均为双侧控制图,
且其监控对象为变异系数自身. 2011年, Castagliola
等

[10]
指出在 SPC中基于过程变异系数平方构建的

控制图的监控能力比基于变异系数自身构建的表现

更好. 对此, 他们基于变异系数平方提出了一种监控

过程变异系数的单侧 EWMA控制图. 在文中的数据

分析中, 也证实了所提出控制图监控过程失控的性

能表现优于 Kang等[8]
与 Hong等[9]

提出的控制图.
随后 , 学者们又在此基础上做出了改进 , 提出了

Shewhart控制图与 EWMA控制图相结合的组合控

制图
[11], 新的 EWMA控制图

[12], CUSUM控制图
[13]

以及广义加权移动平均 (GWMA)控制图
[14], 混合

EWMA-CUSUM控制图
[15], 排序集抽样下的 EWMA

控制图
[16], 两次 EWMA (DEWMA)控制图

[17]
等. 要

对此类研究有更多的了解, 可参见综述文献 [18]. 以
上关于 EMWA控制图的设计均需要预先根据过程

λ λ

λ

λ

漂移量指定光滑参数 值. 较小的 值对应的控制图

善于监控过程小漂移, 较大的 值对应的控制图善于

监控过程大漂移. 然而, 在实际中, 过程的漂移量常

常未知, 因而无法预先确定最优的 值. 综上, 根据

Capizzi等[19]
的设计思路, 基于变异系数平方设计监

控变异系数的自适应 EWMA (AEWMA)控制图更

符合现实需要.
对于基于变异系数平方的单侧 EWMA控制图

设计, Castagliola等[10]
和 Zhang等[12]

在文中分别阐

述了该种设计的原因:
γ2

ARL0

1)变异系数平方 服从非对称分布. 若构建对

称的上、下控制限, 则会导致上下两侧的受控平均链

长 ( , 是指当过程受控时, 从监控过程开始到控

制图发出警报为止所收集或观测到的样本数)不相

等, 造成一侧控制限太高, 从而使得控制图检测过程

失控能力变弱, 另一侧控制限太低使得控制图频繁

发出伪警报.
2)在实际中, 从业人员往往更感兴趣的是过程

变异系数向上漂移 (增加)的情形.
3)单侧 EWMA控制图能够有效克服光滑参数

较小时传统 EWMA控制图所伴随的“惯性”问题.
据此 , 后人又提出一些高效监控变异系数的单侧

EWMA控制图, 如 Haq等[20]
和 Hu等[17]

等.
然而, 在实际中, 过程变动的方向常常未知, 且

变异系数向下漂移 (变小)幅度较大时也会导致生产

成本投入过多, 影响企业效益
[21]. 因此, 基于变异系

数平方设计监控过程变异系数的双侧控制图更具实

际意义. Castagliola等[22]
对样本变异系数进行对数

正态变换 , 提出了一种监控过程变异系数的双侧

Shewhart控制图 ; 随后 ,  Noor-ul-Amin等 [23]
对此进

行了扩展, 提出了不同抽样方法下的双侧 EWMA控

制图用于监控过程变异系数. 但是, 此种设计存在传

统 EWMA控 制 图 所 伴 随 的 “惯 性 ”问 题 . 受
Castagliola等[22]

的启发, 本文考虑利用样本变异系

数平方的对数正态变换设计一种监控过程变异系数

的双侧 AEWMA控制图.
为提高控制图对过程进行有效监控的能力, 学

者们分别提出了监控过程变异系数的变样本容量

(VSS)、变抽样区间 (VSI)或变样本容量和抽样区间
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(VSSI)下的控制图. 如: 在监控过程变异系数的控制

图研究中, Castagliola等[24]
对 Kang等[8]

的研究进行

了扩展, 提出了一种用于监控过程变异系数的双侧

VSI Shewhart控制图; Jalilibal等[18]
先对样本变异系

数进行了对数正态变换, 再基于此提出了一种监控

过程变异系数的双侧 VSS Shewhart控制图; Khaw
等

[25]
对 Kang等[8]

的研究进行了扩展, 提出了一种

用于监控过程变异系数的双侧 VSSI Shewhart控制

图; 而在过程变异系数的控制图研究中, Yeong等[26]

和 Muhammad等[27]
对 Castagliola等[10]

的研究进行

了扩展 , 分别提出了过程变异系数的单侧 VSI
EWMA控制图和单侧 VSS EWMA控制图, 他们在

文中仅考虑了变异系数向上漂移的情形, 而忽略了

变异系数向下漂移的情形, 是因为他们认为此类控

制图在监控上没有竞争力. 为完善此类研究, 学者们

提出了能够有效检测过程变异系数向上或向下漂移

的单侧控制图, 如 Tran等[28]
、Yeong等[29]

、Hu等[30]

以及 Jalilibal等[18]. 基于以上分析, 为提高所提出控

制图的监控能力, 本文将 VSS融入双侧 AEWMA控

制图设计, 提出一种监控过程变异系数的双侧 VSS
AEWMA控制图. 研究结果表明所提出控制图表现

最优 (详见后文第 3节). 

1    预备知识

如引言所述, 本文主要是基于样本变异系数平

方的对数正态变换来设计控制图. 因此, 在设计控制

图之前, 本节将对变异系数相关理论做一番回顾. 首
先, 介绍变异系数的概念与分布; 然后, 介绍样本变

异系数平方的对数正态变换. 

1.1    变异系数的概念与分布

X

E(X) = µ Var(X) = σ2

γ =

σ/µ

设 为一随机变量 , 且其均值和方差分别为

和 , 则随机变量的标准差与

均值的比值称为随机变量的变异系数 , 记作

.
X=(X1, X2, . . . , Xn) N(µ,

σ2) n X̄ S

(X1, X2, . . . , Xn)

设 表示从正态总体

中随机抽取容量为 的样本. 若 和 分别为关

于 的样本均值和样本标准差, 即

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi,

S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

S X̄ γ̂ = S/

X̄ γ̂ (−∞,+∞) γ̂
√
n/γ̂

则 与 的比率称为样本变异系数 , 记作

.  的取值范围为 . 很多学者对 的分

布性质进行了研究, 其中 Iglewicz等 [31]
指出

n− 1
√
n/γ

t γ̂ Fγ̂(x|n, γ)
服从自由度为 和非中心参数为 的非中心

分布. 基于此性质, 易得到 的分布函数 ,

即

Fγ̂(x|n, γ) = 1− Ft

(√n

x

∣∣∣n− 1,

√
n

γ

)
,

Ft(·|n− 1,
√
n/γ) n− 1

√
n/γ t

其中 表示自由度为 和非中

心参数为 的非中心 分布的分布函数.

Fγ̂(x|n, γ)分布函数 的反函数为

F−1
γ̂ (p|n, γ) =

√
n

F−1
t

(
1− p|n− 1,

√
n

γ

) ,
F−1

t (·) Ft(·)其中 为分布函数 的反函数.
√
n/γ̂ n− 1

√
n/γ t n/γ̂2 1

n− 1 n/γ2 F

γ̂2

由于 服从自由度为 和非中心参数为

的非中心 分布, 易知 服从自由度为 和

, 非中心参数为 的非中心 分布. 对此, 可

推导出 的分布函数为

Fγ̂2(x|n, γ) = 1− FF

(n
x

∣∣∣1, n− 1,
n

γ2

)
,

FF

(
·
∣∣∣1, n− 1,

n

γ2

)
1 n− 1

n/γ2 F

其中 表示自由度为 和 ,

非中心参数为 的非中心 分布的分布函数.

Fγ̂2(x|n, γ)分布函数 的反函数为

F−1
γ̂2 (p|n, γ) =

n

F−1
F

(
1− p|n− 1,

n

γ2

) ,
F−1

F (·) FF (·)其中 为分布函数 的反函数.
 

1.2    样本变异系数平方的对数正态变换

本文用样本变异系数平方的对数正态变换设计

监控过程变异系数的双侧控制图. 因此, 本节介绍样

本变异系数平方的对数正态变换.
Xt = (Xt1, Xt2, . . . , Xtn) t

N(µt, σ
2
t ) n

设 表示 时刻从正态

总体 中随机抽取的一个容量为 的样本,

样本均值和样本标准差分别为

X̄t =
1

n

n∑
i=1

Xti,

St =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xti − X̄t)2, (1)

t则 时刻的样本变异系数平方为

γ̂2
t =

S2
t

X̄2
t

. (2)

t γ̂2
t对 时刻的变异系数平方 做对数正态变换, 有

Tt = a+ b ln(γ̂2
t − c), t ⩾ 1. (3)

a b c n γ0 Tt

N(0, 1)

其中:  、 和 为与 和 有关, 且使得 近似服从标

准正态分布 的参数. 注意, 这种定义统计量
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Tt γ̂2
t

(c,+∞) (a, b, c)

(a, b, c)

Tt N(0, 1) Tt

(a, b, c) γ̂2
t

的思路来源于 Johnson[32] 的研究, 即 的分布可

用定义在区间 上含有 3个参数 的对

数正态分布近似. 若 3个参数 选择适当, 则

所得到的 将高度近似服从 . 对于 中的

3个参数 , 可利用 的分布分位数求得.

令

xα = F−1
γ̂2 (α|n, γ0),

x0.5 = F−1
γ̂2 (0.5|n, γ0),

x1−α = F−1
γ̂2 (1− α|n, γ0)

γ̂2
t α 1− α

Tt N(0, 1) (a, b, c)

分别为 分布的 分位数、中位数和 分位数.
若 近似服从 , 则 的值为

a = −b ln
[ x0.5 − xα

1− exp
(F−1

N (α)

b

)],
b =

F−1
N (α)

ln
( x0.5 − xα

x1−α − x0.5

) ,
c = x0.5 − exp

(
− a

b

)
, (4)

F−1
N (·)其中 为标准正态分布函数的反函数.

a, b, c α α

α

α γ̂2

α ⩾ 0.01 α

γ̂2 α ⩽
0.1 α ∈ [0.01, 0.1]

注 1　这里 仅与 有关. 对于 的选择, 这
里也不存在最优选择. 在 SPC领域中,  的取值一般

由实际从业者决定 . 按照 Castagliola等 [22]
的建议 ,

的取值不能太小, 防止给 的分布尾部赋予太多

的权重, 一般令 ;  的取值也不能太大, 防
止从 的分布尾部获取太少的信息 , 一般令

. 事实上,  对于最终结果有着微弱

的影响. 

2    控制图设计

γ2

γ2

γ2

γ2

本 节 将 主 要 介 绍 监 控 过 程 变 异 系 数 的

AEWMA控制图设计. 首先, 介绍固定样本容量情形

下的 AEWMA控制图, 记作 AEWMA- 控制图; 然
后, 介绍 AEWMA- 控制图的性能表现; 最后, 介绍

变样本容量 (VSS)下的 AEWMA- 控制图 , 记作

VSS-AEWMA- 控制图. 

γ22.1    AEWMA- 控制图设计

Xt = (Xt1, Xt2, . . . Xtn) t

N(µt, σ
2
t ) n

t = 1, 2, . . .

µt σ2
t

t Xt µt

σt

假设 ,  表示 时刻从正

态总体 中随机抽取的一个容量为 的样

本,  , 且样本组间和组内皆相互独立. 其
均值 和方差 随时间变化而变化. 当过程处于统

计受控状态时 ,  时刻样本 的均值 与标准差

间满足如下关系:

γt =
σt

µt

= γ0. (5)

γ0其中:  为过程受控时的变异系数值, 且为常数; 当

γt = τγ0 τ(τ > 0)过程处于失控状态时,  , 这里 为过

程变异系数的漂移量.
Xt对于任一样本 , 提出假设检验如下:
H0 : γt = γ0,

H1 : γt = τγ0,

t

γ2

则基于样本变异系数平方的对数正态变换,  时刻的

AEWMA- 控制图的监控统计量为

Zt = Zt−1 + ϕ(et) =

(1− w(et))Zt−1 + w(et)Tt, t ⩾ 1. (6)

et = Tt − Zt−1 Tt

ϕ(et) et w(et) = ϕ(et)/et

et h Zt > h

h

ARL0

其中:  为预测误差,  如式 (1)所示,
为关于 的得分函数,  为关于

的权重函数. 令 为控制限, 若 , 则称此时过

程处于统计失控状态 , 这里控制限 是在理想的

下, 利用二分法 (见后文算法 2) 搜索得到的.

γ2

注 2　本文研究的是第 II阶段过程, 且假定第

II阶段受控变异系数已知, 或可由第 I阶段受控数据

精确估计得到. 值得注意的是, 实际中的变异系数常

常未知且在第 I阶段难以获得充足的受控样本进行

精确估计, 因此, 需要考虑参数估计对 AEWMA-
控制图性能的影响, 但是这部分超出本文研究范围.
关于参数估计对控制图性能影响的更多详情可参见

文献 [33-34]).
w(e)对于权重函数 , 常见 3种类型: Huber权重

函数
[35], Tukey’s bisquare权重函数

[36] 和 Jiang权重

函数
[37].
类型 1　Huber权重函数为

whu(e) =


1 +

(1− λ)k

e
, e < −k;

λ, |e| ⩽ k;

1− (1− λ)k

e
, e > k.

类型 2　Tukey’s bisquare权重函数如下所示:

wbs(e) =


(
1− (1− λ)

(
1−

(e
l

)2))2

, |e| < l;

1, otherwise.

类型 3　Jiang权重函数为

wcom(e) =
λ, |e| < k;(
1− (1− λ)

(
1−

(e
l

)2))2

, k ⩽ |e| ⩽ l;

1, |e| > l.

k l λ

0 < λ ⩽ 1 0 ⩽ k < l

wcom(e)

e = k e = l k l

注 3　这里 、 和 均为预先指定的参数, 且满

足 ,  . 从这 3种权重函数中可以

发现, Jiang权重函数是 Huber权重函数和 Tukey’s
bisquare权重函数的结合, 保证权重函数 在

点 和 上连续 , 其中参数 与 间满足
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l =k
√
1 + 1/

√
λ

γ2

. AEWMA控制图
[38]

中, 3类权重

函数中的 Huber权重函数使用最多, 其原因是使用

Huber权重函数设计出的控制图相对简单, 且 3类权

重函数所设计出的控制图间表现性能也相差无几.
基于此 , 本文考虑使用 Huber权重函数来设计

AEWMA- 控制图.

γ2

ARL0 ARL1 ARL1

ARL0

ARL1

ARL1

学者们习惯使用平均链长 (ARL)来衡量控制图

的性能表现 . 对于 AEWMA- 控制图 , 本文使用

和失控平均链长 ( )来衡量.  是指

当过程失控后, 从过程发生漂移到控制图发出警报

为止所收集或观测到的样本数. 在统计过程控制的

文献中,  值常常需要预先给定, 目的是确保控

制图在过程处于受控状态下所能达到人们预想的性

能表现 ; 而 的值是通过 Monte  Carlo模拟方

法、Markov链方法或积分方法计算得到, 其值越小,
在给定漂移下控制图检测过程失控的能力越强. 文
中 值是通过 Markov链方法计算得到, 如算法

1所示.
算法 1　ARL的求法.

[−h, h] d = 2m+ 1

2δ

Hi(i=−m,−m+1, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,m)

δ = h/d d

t Zt [Hj − δ,Hj

+ δ] Zt j(j = −m,−m

+1, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,m)

step 1:  将区间 划分为 个区

间长度为 的小区间 (如图 1所示), 每个小区间的

中点记为 ,
其中 . 这里 越大 , 得到的 ARL值越精确 .
若 时刻的监控统计量 落在小区间

, 则称此刻 处于瞬时状态

.
  

H+m

H+1

H0

H- 1

H-m LCL

UCL

2δ

...

...

[−h, h]图1   区间 的划分
 

P

P

step 2: 计算 Markov链一步转移概率矩阵 . 令
转移概率矩阵 为

P =

[
R 1−R1
0T 1

]
.

其中

R =


P−m,−m P−m,2 . . . P−m,m

P−m+1,−m P−m+1,−m+1 . . . P−m+1,m

...
...

. . .
...

Pm,−m Pm,−m+1 . . . Pm,m


d 0 = (0, 0, . . . , 0)T d

1 = (1, 1, . . . , 1) d Pij

为 阶一步转移概率矩阵;  为 维

0列向量;  为 维单位列向量;  为

i j i, j = −m,−m+

1, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,m

从状态 一步转移至状态 的概率, 
, 这里

Pij = P (Hj − δ < Zt < Hj + δ|Zt−1 = Hi) =

P (Hj − δ < Zt−1 + ϕ(et) <

Hj + δ|Zt−1 = Hi) =

P (Hj −Hi − δ < ϕ(et) < Hj −Hi + δ) =

P [Hi + ϕ−1(Hj −Hi − δ) < Tt <

Hi + ϕ−1(Hj −Hi + δ)],

ϕ−1(·) ϕ(·) y1i=Hi + ϕ−1(Hj

−Hi − δ) y2i = Hi + ϕ−1(Hj −Hi + δ)

其中 为 的反函数. 若令

和 , 则

Pij = P
[
c+ exp

(y1i − a

b

)
< γ̂2

t <

c+ exp
(y2i − a

b

)]
=

Fγ̂2

(
c+ exp

(y2i − a

b

)∣∣∣n, γ1

)
−

Fγ̂2

(
c+ exp

(y1i − a

b

)∣∣∣n, γ1

)
.

q = (q0, q1, . . . , qd) d

d+ 1 L

L

(R, q)

L µi(L)

= E((L− E(L)i)|R, q)

νi(L) = E(L(L− 1) . . . (L− i+1)|R, q)

step 3: 计算 ARL. 令 为与

个转移状态有关的 维概率列向量,  为过程达

到吸收状态时的转移步长 , 这里 为一含有参数

的离散型随机变量
[39]. 在控制图的术语中, 它

又被称为链长 . 对于随机变量 , 其中心矩

无法具体表出, 而其阶乘矩

可具体表

示为

νi(L) = i!qT(I −R)−iRi−11, i ⩾ 1,

I这里 为单位矩阵.
ARL = E(L) γ2由于 , AEWMA- 控制图的平均

链长为

ARL = ν1(L).

γ2算法 2　AEWMA- 控制图的控制限求法.
n λ

d [h1, h2]

step 1: 给定样本容量 , 光滑参数 , 区间划分

个数 和控制限的搜索区间 .
h0 = (h1 + h2)/2

ARL0 ARL0 = 370

step 2: 设定控制限初始值为 ,
固定目标值 . 本节选取 .

ARL

step 3: 利用 Markov链方法 (见算法 1)计算平

均链长 .
ARL < ARL0

h1 = h0

ARL > ARL0 h2 = h0

step 4: 更新控制限搜索区间. 若 ,
则搜索区间的上界不变 , 下界更新为 ; 若

  , 则下界不变, 上界更新为 .
∼ |ARL−

ARL0|/ARL0 < ε ε 10−6

step 5:  重复 step 1   step 4,  直至满足

 ( 为一很小的正数, 如 ) 时为

止. 

γ22.2    AEWMA- 控制图的性能表现

γ2本节将研究所提出 AEWMA- 控制图的失控
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γ2

α n k λ

γ2

γ2

性能表现. 如前文所述, AEWMA- 控制图与分位

数 , 样本容量 , 参数 和 有关, 因此, 本节首先讨

论参数对 AEWMA- 控制图性能的影响; 然后, 受
Shu[38] 的启发, 本节讨论针对一定范围异常漂移的

所提出 AEWMA- 控制图的性能表现. 

γ22.2.1    参数对 AEWMA- 控制图的影响

α γ21)分位数 对 AEWMA- 控制图的影响.
γ2

α γ0 = 0.1 n = 5 k = 3

λ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.2 α

本节讨论所提出 AEWMA- 控制图中分位数

的选择 , 分别计算出当 ,  ,  和

时 , 不同 取值下 AEWMA-

γ2 ARL1 控制图的 值 (如图 2所示). 由图 2可以发

现:
τ < 1

γ2 ARL1 α

λ = 0.1 τ = 0.8 α = 0.01, 0.05,

0.1 ARL1

① 当变异系数向下漂移 ( )时, AEWMA-
控制图的 值会随着 的增加而增加, 但是趋

势不显著. 如当 和 时, 
所对应的 值分别为 24.08、25.21、25.83.

τ >1 γ2

ARL1 α

λ = 0.05 τ = 1.2 α = 0.01, 0.05,

0.1 ARL1

② 当变异系数向上漂移 ( )时, AEWMA-
控制图的 值会随着 的增加而减少, 但是趋势

不显著. 如当 和 时, 
所对应的 值分别为 18.82、17.94、17.73.
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(a)   λ = 0.01 (b)   λ = 0.05 (c)   λ = 0.1 (d)   λ = 0.2

α = 0.01
α = 0.05
α = 0.1

α = 0.01
α = 0.05
α = 0.1

α = 0.01
α = 0.05
α = 0.1

α = 0.01
α = 0.05
α = 0.1

γ0=0.1 n= 5 k= 3 λ= 0.01, 0.05, 0.1, 0.2 α γ2 ARL1图2   当 , , 和 时, 不同 取值下 AEWMA- 控制图的 值
 

γ0 n k

α = 0.05

对于 、 和 的其他取值, 可得到类似结论. 限
于篇幅, 不再一一列举. 综合考虑, 本文选取分位数

.
n、k λ γ22)  和 对 AEMWA- 控制图的影响.

n k λ

γ2 γ0 = 0.1

n k λ γ2

∼

本 节 分 别 讨 论 样 本 容 量 , 参 数 和 对

AEMWA- 控制图的影响, 分别给出当 时,
不同 、 和 取值下 AEWMA- 控制图的失控性

能表现 (如图 3   图 5所示).
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0
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δ

0 0.5 1.0 1.5 2.0

300
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A
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1

(a)   k = 3 (b)   k = 4 (c)   k = 5 (d)   k = 10

δ δ δ

n = 5
n = 7
n = 10
n = 15

n = 5
n = 7
n = 10
n = 15

n = 5
n = 7
n = 10
n = 15

n = 5
n = 7
n = 10
n = 15

γ0=0.1 λ=0.01 k= 3, 4, 5, 10 n γ2 ARL1图3   当 , 和 时, 不同 值下 AEWMA- 控制图的 值
 

γ0 = 0.1 λ = 0.01 k = 3, 4, 5,

10 n γ2 ARL1

k λ τ γ2 ARL1

n k = 3

λ = 0.01 τ = 0.65 n = 5, 7, 10, 15

ARL1 k = 3

λ = 0.01 τ = 1.5 n = 5, 7, 10, 15

ARL1

① 图 3为当 ,  和

时, 不同 值下 AEWMA- 控制图的 值. 由

图 3可见, 固定 、 和 , AEWMA- 控制图的

值会随着样本容量 的增加而减小 . 如 : 当 ,

和 时 ,  所对应的

值分别为 14.88、12.16、9.97和 7.51; 当 ,

和 时 ,  所对应的

值分别为 9.93、7.23、 5.16和 3.43.

γ0 = 0.1 n = 7 λ = 0.01, 0.05

k γ2 ARL1

n λ τ <1

γ2 ARL1 k

k ⩾ 4 n = 7 λ

② 图 4为当 ,  和

时, 不同 值下 AEWMA- 控制图的 值. 由图

4可见, 固定 和 : 当变异系数向下漂移 ( )时,

AEWMA- 控制图的 值会随着参数 的增加

而减小 , 且当 时将保持不变 . 如当 , 

= 0.05 τ = 0.9 k = 3, 4, 5, 10 ARL1

τ > 1 γ2 ARL1

k k ⩾ 5

n = 7 λ = 0.01 τ = 1.1 k = 3, 4, 5,

10 ARL1

和 时 ,  所对应的

值分别为 50.30、48.56、48.56和 48.56. 当变异系数

向上漂移 ( )时 ,  AEWMA- 控制图的

值会随着参数  的增加而增加, 且当 时将保持

不变. 如当 ,  和 时, 

所对应的 值分别为 46.84、47.08、 47.10和

47.10.

γ0 = 0.1 n = 5 k = 3, 4, 5, 10

λ γ2 ARL1

n k τ <1 τ

γ2 ARL1

λ k = 5 n = 5 τ = 0.9

λ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.2 ARL1

③ 图 5为当 ,  ,  时,

不同 值下 AEWMA- 控制图的 值 . 由图 5

可见, 固定 和 : 当变异系数向下漂移 ( ), 且

较大时, AEWMA- 控制图的 值会随着光滑

参数 的增加而增加. 如当 ,  和

时,  所对应的 值分别为
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τ > 1 τ γ2 ARL1

λ k = 5 n =

5 τ = 2 λ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.2 ARL1

61.39、 68.27、89.15和 138.56. 当变异系数向上漂移

( ), 且 较大时, AEWMA- 控制图的 值

会随着光滑参数 的增加而减小. 如当 , 

和 时,  所对应的

值分别为 6.78、4.67、3.89和 3.26.

γ0

n

γ2

n k

γ2

k ⩾ 5 γ2

k

λ γ2

λ

γ2

对于其他 的取值, 也可得到以上类似的结论.

限于篇幅, 不再赘述. 综上, 样本容量 越大, 所对应

的 AEWMA- 控制图表现越优. 因此, 在实际应用

中,  的取值可根据实际情况确定. 不同参数 的取

值下 AEWMA- 控制图的性能表现基本一致, 尤其

是当 时, 所对应 AEWMA- 控制图的性能表

现完全一致. 因此,  可取大于 5 的任意值. 光滑参数

的取值越大, 所提出 AEWMA- 控制图检测过程

发生大漂移的能力越强 ; 而 取值越小 , 所提出

AEWMA- 控制图检测过程发生小漂移的能力越

强. 

γ22.2.2    针对一定范围异常漂移的 AEWMA- 控制

图性能表现

效仿 Shu[38] 的方法, 本节计算针对不同漂移区

γ2间的 AEWMA- 控制图的最优参数 (如表 1所示).

具体计算步骤如算法 3所示.

算法 3　最优参数的求法.
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图4    当 , 和 时 , 不 同 值 下

AEWMA- 控制图的 值
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γ0=0.1 n =5 k =3, 4, 5, 10 λ γ2 ARL1图5    当 , , 时, 不同 值下 AEWMA- 控制图的 值

 

γ0 =0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n= 5, 7, 10, 15 γ2表1     当漂移区间为 [1.1, 2] 和 [0.5, 0.9], , 时, AEWMA- 控制图的最优参数

n γ0

[1.1, 2] [0.5, 0.9]

λ∗ k∗ h∗ λ∗ k∗ h∗

5

0.05 0.024 7 2.475 8 0.302 0 0.016 9 4.867 1 0.189 7

0.1 0.024 5 2.486 3 0.300 5 0.016 8 4.906 3 0.188 7

0.15 0.024 3 2.504 7 0.297 9 0.016 6 5.241 0 0.187 1

0.2 0.023 9 2.532 0 0.294 3 0.016 3 5.506 7 0.184 7

7

0.05 0.033 2 2.610 9 0.340 7 0.024 2 5.011 2 0.244 9

0.1 0.032 9 2.620 3 0.338 6 0.024 0 5.339 9 0.243 1

0.15 0.032 4 2.636 6 0.335 1 0.023 7 5.408 5 0.240 9

0.2 0.031 7 2.660 6 0.330 4 0.023 3 5.660 1 0.237 9

10

0.05 0.044 3 2.761 2 0.396 4 0.034 2 4.983 5 0.310 1

0.1 0.043 9 2.770 1 0.393 6 0.034 0 5.437 2 0.307 9

0.15 0.043 1 2.785 2 0.389 1 0.033 5 5.633 1 0.305 0

0.2 0.042 1 2.807 4 0.382 9 0.032 8 5.991 3 0.301 1

15

0.05 0.060 7 2.861 6 0.477 8 0.049 4 3.029 7 0.407 5

0.1 0.060 0 2.869 5 0.474 3 0.048 9 3.037 1 0.405 1

0.15 0.058 9 2.882 8 0.468 4 0.048 2 3.049 7 0.401 3

0.2 0.057 4 2.901 9 0.460 5 0.047 2 3.067 9 0.396 1
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ARL0 n

γ0 τ1 τ2

step 1: 设定预期的 , 样本容量 , 受控变异

系数 , 变异系数过程中的小漂移 和大漂移 .
ARL0step 2: 在给定 的约束下, 利用如下算法:

arg min
(λ,k,h)

ARL1(λ, k, h, τ);

s.t. ARL0 = 370.

τ1 γ2

λ∗ ARL1 ARL1(λ
∗, k, h, τ1)

求得小漂移 下 AEWMA- 控制图的最优光滑参

数 以及最小 值, 即 .
λ∗ γ2

γ2

τ2 ARL1 k∗ h∗

step 3: 选取 step 2中的最优 作为 AEWMA-
控制图的光滑参数, 搜索使得 AEWMA- 控制图在

大漂移 下 最小的参数 和控制限 , 同时满

足

ARL1(λ
∗, k, h, τ1) ⩽ (1− β)ARL1(λ

∗, k∗, h∗, τ1),

β τ1 ARL1

β = 0.05

其中常数 用于控制小漂移 下 的损失, 此处

设定
[19].

λ∗ n

γ0 k∗

n γ0

由表 1可以发现: 参数 随着样本容量 的增

加而减小, 而随着 的增加而增加; 参数 随着样本

容量 的增加而增加, 随着 的增加而增加.

γ2 ARL1

ARL1

此外, 为便于下文的性能比较, 本节给出当漂移

区间为 [1.1, 2]和 [0.5, 0.9]时 , 不同漂移下所提出

AEWMA- 控制图的 值 (如表 2和表 3所示).
限于篇幅 , 其他漂移区间下的最优参数与相应的

值未一一列举.
 
 

γ0=0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n=5, 7, 10, 15 γ2 ARL1表2     当漂移区间为 [1.1, 2], , 时, 不同漂移值下 AEWMA- 控制图的 值

τ
γ0 = 0.05 γ0 = 0.1 γ0 = 0.15 γ0 = 0.2

n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

0.5 9.84 6.68 4.48 2.65 9.86 6.71 4.51 2.67 9.90 6.76 4.55 2.71 9.95 6.82 4.61 2.76

0.65 15.04 10.15 7.11 4.89 15.09 10.21 7.15 4.93 15.18 10.30 7.23 4.99 15.30 10.42 7.33 5.07

0.8 31.34 20.66 14.36 10.02 31.47 20.78 14.47 10.10 31.68 20.99 14.64 10.23 31.97 21.28 14.87 10.41

0.9 91.13 57.45 39.29 27.42 91.37 57.76 39.55 27.63 91.75 58.27 39.98 27.97 92.23 58.97 40.57 28.44

1.1 64.42 48.40 36.31 26.43 64.79 48.77 36.64 26.71 65.40 49.38 37.19 27.16 66.25 50.24 37.96 27.79

1.2 25.96 19.08 14.18 10.20 26.17 19.27 14.34 10.33 26.52 19.59 14.61 10.54 27.01 20.04 14.99 10.84

1.5 7.35 5.51 4.16 2.97 7.45 5.59 4.23 3.03 7.62 5.74 4.35 3.12 7.87 5.95 4.53 3.26

2 2.66 2.04 1.59 1.25 2.71 2.08 1.63 1.27 2.80 2.15 1.68 1.30 2.92 2.25 1.76 1.35
 
 
 

γ0= 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n= 5, 7, 10, 15 γ2 ARL1表3     当漂移区间为 [0.5, 0.9], , 时, 不同漂移值下 AEWMA- 控制图的 值

τ
γ0 = 0.05 γ0 = 0.1 γ0 = 0.15 γ0 = 0.2

n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

0.5 8.74 6.54 4.90 3.01 8.77 6.57 4.92 3.03 8.82 6.60 4.95 3.06 8.88 6.65 4.99 3.11

0.65 13.03 9.65 7.14 5.15 13.08 9.70 7.18 5.18 13.18 9.78 7.24 5.23 13.31 9.89 7.33 5.31

0.8 25.21 18.64 13.73 10.13 25.34 18.75 13.82 10.21 25.56 18.94 13.98 10.33 25.86 19.20 14.20 10.51

0.9 60.24 45.49 34.09 25.97 60.56 45.78 34.34 26.18 61.08 46.26 34.75 26.53 61.82 46.93 35.33 27.01

1.1 61.81 46.39 34.77 25.73 62.16 46.74 35.08 26.00 62.75 47.32 35.60 26.44 63.57 48.13 36.32 27.07

1.2 27.85 20.44 15.02 10.48 28.03 20.61 15.17 10.61 28.34 20.90 15.42 10.82 28.77 21.30 15.76 11.11

1.5 11.02 8.06 5.93 3.19 11.10 8.14 6.00 3.25 11.24 8.26 6.10 3.35 11.43 8.44 6.25 3.49

2 6.04 4.50 3.36 1.29 6.08 4.49 3.31 1.31 6.19 4.56 3.40 1.35 6.30 4.68 3.52 1.41
 
 

γ22.3    VSS-AEWMA- 控制图设计

γ2

nS nL γ2

nS < nL nS nL

γ2

第 2.1节提出的 AEWMA- 控制图与已有控

制图相比, 发现过程变异的能力较弱 (详见后文第

3节). 为提高所提出控制图的过程监控能力, 本节研

究含有两个样本容量 和 的 VSS-AEWMA- 控

制图的设计, 其中 ,  和 分别为小样本

容量和大样本容量 . 为实施 VSS-AEWMA- 控制

图, 本节考虑两种设计, 即一般设计和优化设计.
 

γ22.3.1    VSS-AEWMA- 控制图的一般设计

UWL = wh LWL =

−wh h w

本文设置了上、下警戒限 和

. 其中:  为控制限,  为警戒限因子. 具体实施

过程如下:

Zt [−wh,wh]

nS

1)若当前监控统计量 落在中心域 ,

则表明过程处于统计受控状态, 因而下一时刻使用

小样本容量 抽样;

Zt [−h,−wh]∪
[wh, h]

nL

2)若当前监控统计量 落在警戒域

, 则表明过程仍然处于统计受控状态, 但是

下一刻可能会失控, 因而下一时刻使用大样本容量

验证;

Zt (−∞,−h]
∪

[h,+∞)

3)若当前监控统计量 落在区域

, 则表明过程处于失控状态, 因而需要立即

停止过程运行且检查其失控的起因.

γ2

ARL1 ARL1

对于 VSS-AEWMA- 控制图的失控性能表现,

本文使用 进行度量 , 而 值仍然通过
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Pij

Markov链方法计算得到. 其计算方法与第 2.1节的

算法 1基本相同 . 唯一不同之处是一步转移概率

的求法, 具体如下所示:
Hi ∈ [LWL+ δ,UWL− δ]

n = nS a, b, c nS

aS, bS, cS

1)当状态 时 , 样本

容量 . 此时 是基于 求得的, 分别记为

, 一步转移概率为

Pij = Fγ̂2

(
cS + exp

(y2 − aS

bS

)∣∣∣nS, γ1

)
−

Fγ̂2

(
cS + exp

(y1 − aS

bS

)∣∣∣nS, γ1

)
.

Hi ∈ (−∞,LWL+ δ]
∪
[UWL− δ,

+∞) n = nL a b c nL

aL bL cL

2)当 状 态

时, 样本容量 . 此时 ,  ,  是基于 求

得的, 分别记为 ,  ,  , 一步转移概率为

Pij = Fγ̂2

(
cL + exp

(y2 − aL

bL

)∣∣∣nL, γ1

)
−

Fγ̂2

(
cL + exp

(y1 − aL

bL

)∣∣∣nL, γ1

)
.

 

γ22.3.2    VSS-AEMWA- 控制图的优化设计

γ2

γ2

ARL1

n∗
S

n∗
L λ∗ k∗ w∗

h∗

γ2

从前文一般设计可知, VSS-AEWMA- 控制图

涉及多参数协同设计, 参数选择直接影响其监控效

能. 针对这一关键问题, 本节聚焦 VSS-AEWMA-
控制图的优化设计方法, 通过系统优化各参数组合,
深入探究其在不同变异系数漂移场景下的最优性能

表现 —— 最小平均链长 , 挖掘与该最优性能

直接对应的关键参数最优解集 (包括小样本容量 ,
大样本容量 , 光滑参数 , 参数 , 预警线 以及

控制限 ). 这一研究不仅为多参数控制图的参数配

置提供了科学依据, 更通过量化最优参数组合, 显著

提升了 VSS-AEWMA- 控制图发现实际变异系数

漂移过程中异常的灵敏度和鲁棒性.
最优参数计算方法如下所示:

(n∗
S, n

∗
L, λ

∗, k∗, w∗, h∗) =

arg min
(nS ,nL,λ,k,w,h)

ARL1(nS, nL, λ, k, w, h, γ0, τ);

s.t. ARL0 = 370,

ASS0 = n. (7)

n

ASS0

其中:  为固定样本容量, 可由从业人员预先指定;
为过程受控下平均样本容量. 对于平均样本容

量 (ASS) 的计算, 可参见文献 [26-27].

γ0 = 0.05 n = 5, 7, 10, 15

γ2

ARL1 γ0

ARL1

nS nL

2 ⩽ nS <

本文利用 Matlab中的 fmincon函数计算出当

,  时, 不同变异系数漂移下

所提出 VSS-AEMWA- 控制图的最优参数以及所

对应的  (如表 4所示). 此外, 同时计算其他

值所对应的最优参数以及 . 限于篇幅, 不再赘

述. 注意, 本文对于参数 和 做出与 Muhammad
等

[27] 和 Castagliola 等[10] 等相同的限制, 即

n n < nL ⩽ 31和 . 

3    性能比较

γ2

ARL1

γ γ2

γ2 γ

γ2

本节主要是分别讨论在变异系数不同漂移下所

提出 AEMWA- 控制图与已有双侧变异系数控制

图和已有单侧变异系数控制图间的性能比较. 前人

均研究变异系数控制图在不同变异系数向上漂移下

的最优性能表现, 即最小 , 因此, 本着公平、便

于比较的原则 , 本节考虑与 Kang等 [8]
、Castagliola

等
[10]
、Zhang 等 [12]

、Castagliola等 [22]
和 Muhammad

等
[27]

分别提出的 SH- 控制图 ,  EWMA- 控制图、

MEWMA- 控 制 图 、 VSS-SH- 控 制 图 与 VSS-
EWMA- 控制图间的最优性能进行比较. 

3.1    与已有双侧变异系数控制图间的性能比较

γ

γ γ0 = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n =

5, 7, 10, 15 τ = 1.1, 1.2, 1.5,

2.0 γ2

ARL1

在与已有双侧变异系数控制图间的性能比较中,
本节所选择已有控制图为 SH- 控制图和 VSS-SH-
控制图 . 表 5为当 和

时 , 在变异系数漂移量

下 AEWMA- 控制图与其他双侧变异系数控制

图的 . 由表 5可得到如下结论:
γ2

ARL1 γ γ

ARL1

γ γ0 =

0.05 n = 5 τ = 1.1 γ2 γ

γ ARL1

γ0 = 0.05 n = 7 τ = 2

γ2 γ γ

ARL1

结论 1　对于 AEWMA- 控制图, 变异系数小

漂移下的 值小于 SH- 控制图与 VSS-SH- 控

制图, 而变异系数大漂移下, 其 值略小于 VSS-
SH- 控制图, 与其他控制图基本相等. 如: 当

,  ,  时, AEMWA- 控制图、SH-
控制图和 VSS-SH- 控制图所对应的 值分别

为 61.4、159.9和 98.8; 当 ,  ,  时,
AEMWA- 控制图、SH- 控制图和 VSS-SH- 控制

图所对应的 值分别为 1.8、2.1和 1.8.
γ2

ARL1

ARL1

γ0 = 0.15 n = 10 τ = 1.1 γ2

γ γ2

γ ARL1

γ0 = 0.15 n = 15 τ = 2

γ2 γ γ2

γ ARL1

结论 2　对于 VSS-AEWMA- 控制图, 变异系

数小漂移下的 值大于其他控制图, 而变异系数

大漂移下, 其 值与其他控制图基本相等. 如: 当
,  ,  时 ,  VSS-AEMWA- 控

制图、SH- 控制图、AEMWA- 控制图和 VSS-SH-
控制图所对应的 值分别为 16.3、123.1、35.4

和 76.0;  当 ,  ,  时 ,  VSS-
AEMWA- 控制图、SH- 控制图、AEMWA- 控制

图和 VSS-SH- 控制图所对应的 值分别为 1.2、
1.2、1.2和 1.2.

γ2

γ2 γ

γ

结论 1和结论 2表明所提出 VSS-AEWMA-
控制图监控过程失控的能力最优 ; 而所提出

AEWMA- 控制图整体优于 SH- 控制图与 VSS-
SH- 控制图. 

3.2    与已有单侧变异系数控制图间的性能比较

在与已有单侧变异系数控制图间的性能比较中,
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γ2

γ2 γ2

γ0=0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n=5, 7, 10, 15

τ = 1.1, 1.2, 1.5, 2.0

γ2 ARL1

本 节 选 择 已 有 控 制 图 为 EWMA- 控 制 图 、

MEWMA- 控制图和 VSS-EWMA- 控制图. 表 6
为当 和 时 , 在
变异系数漂移量 下 AEWMA-

控制图与其他变异系数控制图的 . 由表 6可
得到如下结论:

γ2

ARL1

γ0 = 0.05 n =

5 τ = 1.1 γ2 γ2

γ2 γ2

ARL1 γ0

= 0.05 n = 7 τ = 2 γ2

γ2 γ2

γ2 ARL1

结论 3　对于 AEWMA- 控制图, 变异系数小

漂移下的 值大于其他控制图, 而变异系数大漂

移下, 与其他控制图基本相等. 如: 当 , 
,  时 ,  AEMWA- 控制图、EWMA- 控制

图、MEWMA- 控制图和 VSS-EWMA- 控制图所

对应的 值分别为 61.4、51.2、44.1和 30.1; 当
,  ,  时 ,  AEMWA- 控 制 图 、

EWMA- 控 制 图 、 MEWMA- 控 制 图 和 VSS-
EWMA- 控制图所对应的 值分别为 1.8、1.8、
1.8和 1.7.

γ2

ARL1

γ0 = 0.15 n

= 10 τ = 1.1 γ2

γ2 γ2 γ2

γ2 ARL1

γ0 = 0.15 n = 15

τ = 2 γ2 γ2

γ2 γ2

γ2 ARL1

结论 4　对于 VSS-AEWMA- 控制图, 变异系

数小漂移的 值大于其他控制图, 而变异系数大

漂移下, 与其他控制图基本相等. 如: 当 , 
,  时, VSS-AEMWA- 控制图、EWMA-

控制图、MEWMA- 控制图、AEMWA- 控制图

和 VSS-EWMA- 控制图所对应的 值分别为

16.3、31.0、27.5、35.4和 20.2; 当 ,  ,
时, VSS-AEMWA- 控制图、EWMA- 控制

图 、MEWMA- 控制图 、 AEMWA- 控制图和

VSS-EWMA- 控制图所对应的 值分别为 1.2、
1.2、1.2和 1.2.

γ2

γ2

γ2 γ2

γ2

结论 3和结论 4表明所提出 VSS-AEWMA-
控制图监控过程失控的能力最优 ; 而所提出

AEWMA- 控制图在监控过程小漂移的能力劣于

EWMA- 控 制 图 、 MEWMA- 控 制 图 与 VSS-
EWMA- 控制图.

 

γ0= 0.05 n= 5, 7, 10, 15 τ γ2 n∗
S n∗

L λ∗ k∗ w∗ h∗

ARL1

表4     当 , 时, 不同漂移量 下 VSS-AEWMA- 控制图的最优参数 ( , , , , , ) 及
所对应的

n τ n∗
S n∗

L λ∗ k∗ w∗ h∗ ARL1

5

0.5 4 31 0.608 4 25.000 8 0.411 2 1.891 3 2.32

0.65 4 31 0.414 8 20.000 0 0.292 6 1.494 9 3.07

0.8 3 31 0.380 2 25.000 1 0.411 8 1.405 8 7.68

0.9 2 31 0.101 6 20.020 4 0.100 0 0.633 7 15.97

1.1 2 31 0.124 4 20.041 5 0.100 0 0.715 9 16.36

1.2 3 31 0.388 7 25.000 5 0.411 8 1.425 1 8.11

1.5 4 31 0.570 9 20.007 5 0.411 8 1.815 2 2.85

2 4 31 0.727 8 25.000 3 0.411 5 2.133 2 1.98

7

0.5 6 31 0.459 5 25.000 8 0.411 8 1.586 7 2.15

0.65 6 31 0.563 5 25.000 6 0.411 2 1.806 9 2.93

0.8 5 31 0.404 3 25.000 6 0.411 6 1.462 8 7.08

0.9 4 31 0.108 3 20.029 1 0.100 0 0.658 4 15.78

1.1 4 31 0.116 6 19.994 6 0.100 0 0.688 4 16.10

1.2 5 31 0.316 5 25.020 7 0.493 2 1.254 2 7.68

1.5 6 31 0.788 1 25.001 9 0.499 5 2.237 6 2.69

2 6 31 0.720 6 25.001 4 0.499 7 2.097 8 1.73

10

0.5 9 31 0.649 3 25.006 9 0.499 4 1.983 2 2.06

0.65 9 31 0.362 5 25.000 7 0.409 1 1.371 2 2.79

0.8 8 31 0.296 4 25.001 0 0.406 7 1.211 2 6.43

0.9 7 31 0.099 9 20.022 7 0.100 0 0.626 9 15.49

1.1 7 31 0.114 5 25.474 8 0.100 0 0.681 0 15.82

1.2 8 31 0.365 0 25.000 6 0.411 7 1.372 9 7.49

1.5 9 31 0.783 9 25.000 1 0.411 8 2.294 9 2.28

2 9 31 0.768 6 25.001 8 0.529 6 2.226 2 1.45

15

0.5 14 31 0.898 0 27.930 5 0.500 1 2.601 1 1.68

0.65 14 31 0.391 3 25.000 5 0.410 1 1.442 5 2.48

0.8 13 31 0.273 0 25.001 8 0.500 0 1.150 7 6.04

0.9 12 31 0.098 2 20.072 9 0.100 0 0.620 2 15.16

1.1 12 31 0.112 8 20.064 9 0.100 0 0.675 0 15.50

1.2 13 31 0.286 6 24.990 8 0.294 1 1.190 2 6.12

1.5 14 31 0.716 4 25.004 9 0.500 0 2.163 5 2.05

2 14 31 0.997 0 25.203 9 0.529 4 2.861 2 1.19
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γ2综上 , 所提出 VSS-AEWMA- 控制图表现最

优. 

4    实例分析

本节将通过两个实例来阐明所提出变异系数控

制图在实际中的应用. 

γ24.1    AEWMA- 控制图对烧结过程的监控

烧结是将各种金属粉末等原料, 配入适量的燃

料和熔剂, 经混合和造球后在烧结设备上使得物料

发生一系列物理化学变化, 将矿粉颗粒压缩黏结成

块的过程. 本节考虑一家烧结机械零件制造公司的

烧结实例数据 (Castagiola等 [10]). 根据 Castagliola
等

[10]
的描述, 为保证该工艺零件的质量, 要求压力

Tpd

Tpd

Tpd

QC Tpd Tpd QC

σpd

µpd σpd =

γpd × µpd γpd =

σpd/µpd

γ2

从 2巴 (bar)降至 1.5巴的压降时间 ( )大于 30 s,

这里 是一个与孔隙收缩 (pore shrinkage)相关的

质量特性. 在烧结过程中, 使用熔融铜填充孔隙可显

著延长压降时间 . 冷却过程中烧结体内吸收的熔

融铜量 越多, 预期压降时间 越大.  与 间

的关联回归研究表明, 压降时间的标准差 ( )与其

均值 ( )间存在一个恒定的比例关系 , 即
. 质量工程师决定通过对变异系数

进行监控来检测过程变异性的变化. 本节利

用所提出 AEWMA- 控制图对烧结过程实施监控,
具体步骤如下:

step 1: 收集 20组容量为 5的受控样本作为第

 

γ0= 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n= 5, 7, 10, 15 τ γ2

ARL1

表5     当 和 时, 不同漂移量 下 AEWMA- 控制图与

其他双侧变异系数控制图的  

n τ
γ0 = 0.05 γ0 = 0.1

γSH- γ2AEWMA- γVSS-SH- γ2VSS-AEWMA- γSH- γ2AEWMA- γVSS-SH- γ2VSS-AEWMA-

5

1.1 159.9 61.4 98.8 16.4 160.6 61.7 100.2 16.5

1.2 64.7 24.4 27.2 8.1 65.3 24.5 27.7 8.2

1.5 10.6 6.4 5.2 2.9 10.8 6.5 5.3 3.0

2 2.9 2.4 2.3 2.0 2.9 2.4 2.3 2.0

7

1.1 141.2 46.1 84.5 16.1 142.2 46.4 85.9 16.3

1.2 50.3 17.7 20.7 7.7 50.9 17.9 21.2 7.8

1.5 7.2 4.7 4.0 2.7 7.4 4.7 4.0 2.7

2 2.1 1.8 1.8 1.7 2.1 1.9 1.9 1.8

10

1.1 120.3 34.6 72.4 15.8 121.3 34.9 73.7 16.0

1.2 37.1 13.0 16.2 7.5 37.7 13.1 16.6 7.6

1.5 4.8 3.4 3.1 2.3 4.9 3.5 3.1 2.4

2 1.5 1.5 1.5 1.5 1.6 1.5 1.5 1.5

15

1.1 95.8 25.2 62.8 15.5 96.9 25.4 64.0 15.7

1.2 25.0 9.3 13.2 6.1 25.5 9.4 13.5 6.3

1.5 3.0 2.5 2.4 2.1 3.1 2.5 2.4 2.2

2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2

n τ
γ0 = 0.15 γ0 = 0.2

γSH- γ2AEWMA- γVSS-SH- γ2VSS-AEWMA- γSH- γ2AEWMA- γVSS-SH- γ2VSS-AEWMA-

5

1.1 162.0 62.3 102.5 16.9 164.0 63.1 105.8 17.3

1.2 66.4 24.8 28.8 8.4 68.1 25.2 30.3 8.6

1.5 11.1 6.6 5.4 3.0 11.6 6.7 5.5 2.9

2 3.1 2.5 2.4 2.0 3.2 2.6 2.4 2.1

7

1.1 143.8 47.0 88.3 16.6 146.1 47.8 91.8 17.0

1.2 52.0 18.2 22.1 7.9 53.7 18.6 23.4 8.2

1.5 7.6 4.8 4.1 2.8 8.0 5.0 4.2 2.8

2 2.2 1.9 1.9 1.8 2.3 2.0 2.0 1.8

10

1.1 123.1 35.4 76.0 16.3 125.7 36.2 79.3 16.7

1.2 38.7 13.4 17.3 7.8 40.2 13.7 18.4 8.0

1.5 5.1 3.6 3.2 2.5 5.4 3.7 3.3 2.5

2 1.6 1.5 1.5 1.5 1.7 1.6 1.6 1.5

15

1.1 98.8 25.9 65.9 16.0 101.3 26.5 68.8 16.4

1.2 26.3 9.6 14.1 6.6 27.5 9.8 14.9 6.7

1.5 3.2 2.6 2.5 2.3 3.4 2.7 2.6 2.3

2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.3 1.3 1.3 1.3

注: 加粗数值表示行中最小值.
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γpd γ̂0 =

I阶段数据, 并基于第 I阶段数据, 利用式 (1)和 (2)

计算出 的估计值  0.417.

τ = 1.25

γ2 τ = 1.25

(λ∗, k∗, w∗, h∗) = (0.084 5, 3.285 7, 0.565)

step 2: 假设监控漂移量 . 利用算法 3,

计算 AEWMA- 控制图监控漂移量 的最

优参数 .

n = 5 γ0 = 0.417

(a, b, c) a = 2.500 8 b = 1.428 6 c =

−0.026 2

step 3: 利用式 (4)求得 和 对应

的 值 ,  即 ,  , 

.

∼ X̄t St γ̂t Zt

step 4: 收集 20个样本作为第 II阶段数据, 利用

式 (1)   (3)分别求出每个样本的 、 、 和 .

γ2

γ

step 5: 绘制 AEWMA- 控制图, 根据 Kang等[8]

和 Castagliola等[10]
分别绘制 SH- 控制图和 EWMA-

γ2控制图 (如图 6所示).

γ2

γ2

γ

γ2

由图 6可以发现: AEWMA- 控制图在第 7个

样本处发出警报信号, EWMA- 控制图在第 13个

样本处发出警报信号, 而 SH- 控制图未发出警报信

号. 这表明所提出 AEWMA- 控制图的监控能力较

强.
 

γ24.2    VSS-AEWMA- 控制图对锌合金压铸热室过

程的监控

第 2个实例数据来源于卫生洁具行业压铸热室

工艺生产的锌合金零件. 所关注的质量特性是在模

塑工序与后续连续电镀表面处理间需要去除的废锌

合金材料重量 (单位: g). Castagliola等[22]
的回归研

 

γ0= 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 n= 5, 7, 10, 15 τ γ2

ARL1

表6     当 和 时, 不同漂移量 下 AEWMA- 控制图与

其他单侧变异系数控制图的  

n τ

γ0 = 0.05 γ0 = 0.1

γ2EWMA- γ2MEWMA- γ2AEWMA-
γ2

VSS-
EWMA- γ2

VSS-
AEWMA- γ2EWMA- γ2MEWMA- γ2AEWMA-

γ2

VSS-
EWMA- γ2

VSS-
AEWMA-

5

1.1 51.2 44.1 61.4 30.1 16.4 51.5 44.5 61.7 30.3 16.5
1.2 15.0 13.5 24.4 12.0 8.1 15.2 13.7 24.5 12.0 8.2
1.5 5.7 5.3 6.4 4.0 2.9 5.8 5.4 6.5 4.0 3.0
2.0 2.4 2.3 2.4 2.1 2.0 2.4 2.3 2.4 2.1 2.0

7

1.1 39.2 34.0 46.1 23.7 16.1 39.4 34.6 46.4 24.2 16.3
1.2 11.3 10.2 17.7 9.5 7.7 11.4 10.5 17.9 9.3 7.8
1.5 4.3 4.0 4.7 3.1 2.7 4.3 4.2 4.7 3.2 2.7
2.0 1.8 1.8 1.8 1.7 1.7 1.8 1.8 1.9 1.8 1.8

10

1.1 30.2 26.0 34.6 19.1 15.8 30.4 26.5 34.9 19.4 16.0
1.2 8.4 7.7 13.0 7.3 7.5 8.5 7.8 13.1 7.7 7.6
1.5 3.2 3.0 3.4 2.5 2.3 3.2 3.1 3.5 2.5 2.4
2.0 1.4 1.4 1.5 1.5 1.5 1.4 1.4 1.5 1.4 1.5

15

1.1 22.4 19.6 25.2 16.0 15.5 22.7 20 25.4 16.0 15.7
1.2 6.7 6.2 9.3 6.1 6.1 6.8 6.3 9.4 6.2 6.3

1.5 2.3 2.2 2.5 2.0 2.1 2.3 2.3 2.5 2.0 2.2

2.0 1.1 1.1 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2

n τ

γ0 = 0.15 γ0 = 0.2

γ2EWMA- γ2MEWMA- γ2AEWMA-
γ2

VSS-
EWMA- γ2

VSS-
AEWMA- γ2EWMA- γ2MEWMA- γ2AEWMA-

γ2

VSS-
EWMA- γ2

VSS-
AEWMA-

5

1.1 51.9 46.3 62.3 32.4 16.9 52.4 48.5 63.1 32.2 17.3
1.2 15.4 14.2 24.8 11.9 8.4 15.9 14.8 25.2 12.3 8.6
1.5 5.9 5.6 6.6 4.0 3.0 6.1 5.8 6.7 4.2 2.9
2 2.5 2.4 2.5 2.2 2.0 2.6 2.5 2.6 2.5 2.1

7

1.1 40.3 35.8 47.0 28.2 16.6 41 37.5 47.8 25.8 17.0
1.2 11.7 10.7 18.2 9.4 7.9 12 11.1 18.6 9.8 8.2
1.5 4.4 4.2 4.8 3.2 2.8 4.6 4.4 5.0 4.2 2.8
2 1.9 1.8 1.9 1.8 1.8 2 1.9 2.0 1.8 1.8

10

1.1 31 27.5 35.4 20.2 16.3 31.4 28.7 36.2 20.4 16.7
1.2 8.7 8 13.4 7.8 7.8 9 8.4 13.7 8.0 8.0
1.5 3.3 3.2 3.6 2.6 2.5 3.4 3.3 3.7 2.7 2.5
2 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.6 1.5 1.5

15

1.1 23.2 20.5 25.9 16.5 16.0 23.7 21.4 26.5 17.1 16.4
1.2 6.9 6.5 9.6 6.3 6.6 7.1 6.7 9.8 6.7 6.7
1.5 2.4 2.3 2.6 2.1 2.3 2.5 2.4 2.7 2.2 2.3

2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.3 1.2 1.2 1.2 1.2 1.3

注: 加粗数值表示行中最小值.
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γ2

究显示锌合金压铸热室过程中废合金重量的标准差

与均值成恒定的比例, 故本文选取的实例数据来源

于文献 [22]中锌合金压铸热室过程中锌合金的废料

重量数据. 所提出 VSS-AEWMA- 控制图执行步骤

如下:
n = 5

X̄t St γ̂t

γ0 γ̂0 =
1

30

30∑
i=1

γ̂i = 0.01

step 1: 收集 30组容量 的受控样本作为第

I阶段数据集, 并利用式 (1)和 (2)分别计算出每个

样本的 、 和 . 利用所有第 I阶段数据计算出受

控变异系数 的估计值 .

γ0 = 0.01

γ1 = 0.01× 1.2 = 0.012

τ = 1.2

γ2

τ = 1.2 (n∗
S, n

∗
L, λ

∗, k∗, w∗, h∗)

= (3, 31, 0.390 9, 3.371 8, 0.409 0, 1.433 7)

step 2: 假设当过程从受控变异系数

漂移到失控变异系数 时生

产过程出错, 即变异系数漂移量 . 利用式 (7)
求得所提出 VSS-AEWMA- 控制图监控变异系数

漂移量 的最优参数

.
(n∗

S, n
∗
L, λ

∗, k∗, w∗, h∗)

LCL = −1.433 7 LWL =

−0.586 4 UWL = 0.586 4

UCL=1.433 7 k LWL<Zk<UWL

k + 1 nS k

Zk > UWL Zk < LWL k + 1

nL

step 3: 基于最优参数 可

得到下控制限 , 下警戒限

, 上警戒限 和上控制限

. 若第 个样本处 ,
则第 个样本选择容量为 的小样本; 若第 个

样本处  (或 ), 则第 个样

本选择容量为 的大样本.
nS = 3 nL = 31step 4: 利用式 (4)分别求出 和

(a, b, c) a = 12.007 9 b = 1.287 4 c =

−1.967 1× 10−5 a = 50.770 27 b = 5.744 9 c =

−4.739 5× 10−5

对应的 值, 即 ,  , 

和 ,  , 
.

∼ X̄t St γ̂t Zt

step 5: 收集 30个样本作为第 II阶段数据, 利用

式 (1)   (3)分别求出每个样本的 、 、 和 .
γ2

γ2 γ

step 6:  绘制 VSS-AEWMA- 控制图 , 根据

Muhammad等[27]
和 Castagliola等 [22] 分别绘制 VSS-

EWMA- 控制图和 VSS-SH- 控制图 (如图 7所
示).
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2(a)   第 II 阶段 VSS-AEWMA-γ  控制图

2(b)   第 II 阶段 VSS-EWMA-γ  控制图

(c)   第 II 阶段 VSS-SH-γ 控制图

UCL

LCL

UCL

UCL

LCL

2

-1

UWL

LWL

CL

UWL

UWL

LWL

图7   监控锌合金压铸热室过程下的三种变异系数控制图
 

γ2

γ2

γ

γ2

由图 7可以发现: VSS-AEWMA- 控制图在第

3个样本处发出警报信号, 而 VSS-EWMA- 控制图

和 VSS-SH- 控制图分别在第 7个样本处和第 18个
样本处发出警报信号. 这表明所提出 VSS-AEWMA-

控制图的监控能力较强.
综上, 两个实例均表明, 所提出变异系数控制图

具有良好的发现过程失控能力. 

5    结　论

实际中存在无法利用传统均值图或传统方差图

进行监控的过程数据, 如锌合金压铸热室过程中锌

合金的废料重量. 对于此类数据, Kang等[8]
提出了

利用变异系数控制图对其实施监控. 随后, 大批学者

提出了监控变异系数的单侧 EWMA控制图. 由于实

际过程中变异系数漂移方向和大小常常未知, 前人
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2(a)   第 II 阶段 AEWMA-γ  控制图

2(b)   第 II 阶段 EWMA-γ  控制图

(c)   第 II 阶段 SH-γ 控制图
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图6    烧结过程下的 3 种变异系数控制图
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n k λ

γ2

γ2

研究无法对过程变异系数实施有效监控. 对此, 本文

首先基于变异系数平方的对数正态变换提出了一个

监控过程变异系数的双侧 AEWMA控制图, 并研究

了样本容量 , 参数 和光滑参数 对于该控制图的

影响; 然后, 为提高所提出控制图的监控能力, 本文

将 VSS融入了控制图设计, 提出了监控过程变异系

数的双侧 VSS AEWMA控制图, 即 VSS-AEWMA-
控制图; 最后, 比较了所提出控制图与其他变异系

数控制图间的性能表现 . 结果显示 , 所提出 VSS-
AEWMA- 控制图表现最优.

n γ2

从文中的数据分析中可以发现, 随着样本容量

的增加, 所提出 AEWMA- 控制图的监控过程失

控能力会随之增强. 然而, 在实际 (如高端制造、生物

医学)中获取大量的样本常常很困难, 即使获得也需

要大量时间、人力和财力. 对此, 未来研究将考虑利

用机器学习、贝叶斯等方法来设计监控过程变异系

数的 AEWMA控制图.
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