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摘　要: 分布式优化控制是多智能体系统中的典型问题. 然而, 如何在非平衡图下实现快速收敛是一个极具挑战

性的难题. 通过构造两个时变增益函数, 本文提出了一种双阶段的分布式优化控制架构, 即分布式预定时间估计

和分布式预定时间优化控制. 与现有异构线性多智能体系统的分布式优化控制研究相比, 所提出的算法同时具有

以下性能: 1) 可在预定时间内收敛至精确最优解, 且该收敛时间仅与一个时间参数有关, 与系统初始状态及控制

参数均无关, 因此收敛时间易于调节; 2) 控制输入有界, 且无需传统的分数幂反馈, 算法结构更简洁; 3) 适用于更

一般的非平衡通信网络. 最后, 通过严格的李雅普诺夫理论和仿真验证了算法的有效性和优势.
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Abstract: Distributed  optimization  control  represents  a  classic  problem  in  multi-agent  systems.  However,  achieving
rapid convergence under unbalanced graphs remains a highly challenging issue. By constructing two time-varying gain
functions, this paper proposes a dual-stage distributed optimization control framework, namely distributed predefined-
time  estimation  and  distributed  predefined-time  optimization  control.  Compared  with  existing  studies  on  distributed
optimization control for heterogeneous linear multi-agent systems, the proposed algorithm simultaneously possesses the
following advantages: 1) it can converge to the exact optimal solution within a predefined-time, where the convergence
time  is  only  related  to  a  single  time  parameter,  independent  of  the  initial  system  state  and  control  parameters,
facilitating  easy  adjustment  of  the  convergence  time;  2)  bounded  control  inputs,  the  algorithm  does  not  require
conventional  fractional-power  feedback,  leading  to  a  simpler  and  more  concise  structure;  3)  applicability  to  more
general unbalanced communication networks. Finally, the effectiveness and superiority of the algorithm are rigorously
verified through Lyapunov-based analysis and numerical simulations.
Keywords: distributed  optimization  control； predefined-time  convergence； unbalanced  graph； time-varying  gain
function；bounded input；heterogeneous linear multi-agent systems

0    引　言

近年来, 由于多智能体系统在无人机编队
[1]
、智

能电网调度
[2]
、分布式机器学习

[3]
等领域的广泛应

用, 分布式协同受到越来越多学者的关注. 分布式优

化控制, 即通过协作方式使多智能体系统的全局优

化目标函数最小化, 是多智能体系统领域的重要研

究方向之一
[4-6]. 在分布式优化控制中, 全局目标函数

是由所有智能体私有的局部目标函数构成的. 现有
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大量研究工作对这一问题进行了研究, 如基于梯度

下降的离散时间迭代方法
[7]; 基于零梯度和的分布式

连续时间优化算法
[8]; 基于辅助变量和投影算子的分

布式约束优化算法
[9-11]. 值得注意的是, 上述研究工

作的算法收敛时间大多是无穷的, 即当时间趋于无

穷大时, 系统状态才收敛于最优解, 这难以满足实际

动态场景中对快速收敛的性能需求. 因此, 基于有限

时间/固定时间控制理论
[12,13], 研究人员提出了一系

列分布式有限时间/固定时间收敛的分布式优化控制

算法
[14-16]. 然而, 由于其固有的分数幂反馈结构, 导致

算法收敛时间上界估计值依赖于系统初始状态和控

制参数, 且估计时间上界表达式较为复杂, 不易调节.
例如, 在多无人系统的博弈对抗领域

[4], 传统固定时

间收敛方法其收敛时间上界较难提前估计, 这对于

实际应用是非常不利的. 因此, 需要进一步研究收敛

时间可提前设定的分布式预定时间优化控制算法.
为解决上述问题, 基于预定时间理论的分布式

预定时间优化控制算法相继被提出. 在文献 [17-20]
中, 基于改进的幂积分反馈策略, 研究人员提出了多

种具有预定时间收敛性能的分布式优化控制算法,
但这些算法本质上仍属于固定时间理论框架. 基于

时基发生器策略, 文献 [21-23]提出了实用预定时间

收敛的分布式资源分配算法. 值得注意的是, 文献

[21-23]中的算法在预定时间内只能收敛至近似最优

解, 而无法收敛至精确最优解. 为克服这一局限, 文
献 [24-27]提出了基于时变增益函数的分布式预定

时间优化控制算法, 保证系统变量在预定时间内收

敛至最优解. 在该方法中, 当时间趋于预定时间时,
由于时变增益函数趋于无穷大, 导致控制输入可能

无界, 因此需要对算法的控制输入有界性进行分析,
这也是当前分布式预定时间优化控制领域中的难点.

在上述研究工作中
[17-27], 多智能体模型为积分器

型同构系统. 然而, 在实际应用中, 存在大量的异构

多智能体系统模型 (如智能电网、集群机器人系统

等). 因此, 需要进一步研究异构系统的分布式优化

控制问题. 通过假设系统矩阵是行满秩矩阵, 文献

[28]提出了一种基于事件触发通信策略的分布式优

化控制算法. 在此基础上, 文献 [29]放宽了行满秩条

件, 提出了适用于异构线性系统的分布式优化控制

算法. 进一步, 基于分布式估计策略和盈余变量方法,
研究人员将上述工作进一步拓展至非平衡通信网

络
[30,31]. 基于非光滑分析策略, 文献 [32]提出了不等

式约束条件下, 基于状态反馈和输出反馈的分布式

优化控制策略, 并用于解决智能电网的经济调度问

题. 文献 [33]提出了基于辅助变量的分布式优化控

制策略, 简化了文献 [32]的算法设计和分析难度. 然
而, 文献 [28-33]的研究工作只能实现渐进/指数收

敛. 为了加快算法收敛速度, 基于时基发生器方法,
在文献 [34]和 [35]中分别提出了无约束和等式约

束下的分布式优化控制算法. 但值得关注的是: 1) 文
献 [34]和 [35]在预定时间内只能收敛至近似最优

解, 而不是精确最优解; 2) 在工作 [34]和 [35]中需

要假设通信网络是无向图, 即无法适用于更一般的

非平衡通信网络.
基于上述讨论, 在非平衡通信网络下, 针对异构

线性多智能体系统, 研究分布式预定时间优化控制

算法, 且同时保证控制输入的有界性仍是一个未解

决的问题. 本文主要贡献如下: 1) 通过构造两个算法

模块, 本文提出了一种双阶段的适用于非平衡通信

网络的分布式预定时间优化控制架构: 即非平衡估

计阶段和优化控制阶段. 不同于现有的异构线性多

智能体下的分布式优化控制工作
[28,29,32,35], 本文算法

适用于更一般的非平衡通信网络. 2) 基于时变增益

反馈, 本文提出了分布式预定时间优化控制算法. 该
算法保证系统状态变量在预定时间内收敛至最优解,
且系统的控制输入是有界的. 同时, 该收敛时间仅与

一个时间参数有关, 通过设定该参数可调节算法的

收敛时间. 与基于时基发生器的方法相比
[21,22,34,35], 该

算法能保证系统变量收敛至精确最优解, 而基于时

基发生器的方法只能收敛至近似最优解; 不同于现

有基于固定时间理论架构的分布式优化控制方法
[17-20],

本文算法的收敛时间上界与系统控制参数无关, 而
文献 [17-20]的收敛时间上界值与控制参数高度耦

合. 因此, 本文提出的算法在收敛时间设定方面更灵

活. 3) 不同于现有预定时间收敛的分布式优化控制

算法 (适用于积分型的同构系统)[17-27], 我们的研究工

作进一步推广至异构线性系统, 提高了算法的使用

范围. 

1    预备知识与问题描述

N R Rn Rm×n

n m× n

In n× n 1n 0n

1 0 n A ∈ Rm×n AT

diag{A1, . . . , An} A1, . . . , An

diag{a1, . . . , an} a1, . . . , an

col(x1, . . . , xn) xT
1 , . . . , x

T
n

col(x1, . . . , xn) = [xT
1 , . . . ,

xT
n ]

T n x = [x1, . . . , xn]
T ∥x∥p

p ⟨x, y⟩ x y

符号说明　符号 ,  ,  ,  分别表示自然

数集、实数集、 维欧氏空间、 实矩阵集合 .
表示 维单位矩阵,  和 分别表示元素全

为 、全为 的 维列向量. 对矩阵 ,  为

其转置;  表示以矩阵 为

块的对角块矩阵;  表示以

为元素的对角矩阵;  表示以

为元素的列向量 , 即
. 对 维列向量 ,  表示其

欧几里得 范数,  表示 与 的内积. 

2 控 制 与 决 策 第x卷



1.1    图论知识

G = (V, E)
V = {1, . . . , N} E ⊆ V × V

(i, j) ∈ E i j A = [aij]

∈ RN×N (j, i) ∈ E aij > 0 aij = 0
N∑

j=1

aij =
N∑

j=1

aji (∀i ∈ V)

i j

V G
L = D −A D D =

diag(d1, d2, . . . , dN) di =
∑
j∈Ni

aij Ni i

考虑一个包含 N 个智能体的通信图 ,

节点集 , 边集 , 有向边

表示从 指向 . 邻接矩阵定义为

, 若 , 则 , 否则 . 权重

平衡图需满足 :  ; 若不满

足, 则为非平衡图. 如果存在从任意节点 到节点 的

有向路径 , 则 为强连通的. 拉普拉斯矩阵定义为

, 其 中 是 入 度 矩 阵 , 定 义 为

,  , 且 是第 个节

点的邻居集.
G

L ∈ RN×N

ξ = [ξ1, . . . , ξN ]
T ξTL = 0T

N

N∑
i=1

ξi = 1 E = diag{ξ1, . . . ,

ξN}

引理 1[30,36]
　如果图 是强连通的且其拉普拉斯

矩阵为 , 则存在一个正的左特征向量

,  使 得 成 立 ,  其 中

; 此外 , 对于正定矩阵

, 下列不等式成立:
min

xT 1N=0
xTLx ⩾ λ2(L)xTx,

min
xT ξ=0

xTLx ⩾ λGx
TEx,

maxxT (LTL)x ⩽ λN(L
TL)xTx,

L =
EL+ LTE

2
λ2(L) L

λN(L
TL) LTL λG G

E

xTEx ⩾ ξxTx

ξ = min{ξ1, . . . , ξN}

其中 ,  是矩阵 第二小特征

值,  是 的最大特征值,  是图 的代数

连通度. 进一步, 由于矩阵 为正定对角矩阵, 所以

对于上述第二个不等式, 显然有 成立,

其中 .
 

1.2    常用凸优化理论
[3]

D ⊆ Rn x1, x2 ∈ D

µ ∈ [0, 1] µx1 + (1− µ)x2 ∈ D

D f : D → R D ⊆ Rn

x1, x2 ∈ D µ ∈ [0, 1]

f(µx1 + (1− µ)x2) ⩽ µf(x1) + (1− µ)f(x2)

f t > 0

f(µx1 + (1− µ)x2) ⩽ µf(x1) + (1− µ)f(x2)−
t

2
µ(1− µ)∥x1 − x2∥2 f

z > 0 ∀x1, x2 ∈ D

∥f(x1)− f(x2)∥ ⩽ z∥x1 − x2∥ f

D z

设向量空间 . 若对任意 及任

意 , 均满足 , 则称

为凸集. 设 为定义在凸集 上的

实值函数. 若对任意 及任意 , 不

等式

成立 , 则称 为凸函数 . 若存在常数 , 不等

式  

成立, 则称 为强凸函数. 若存

在一个常数 , 使得对 , 满足不等式:
, 则称函数 满足集

合 上的李普希兹条件, 常数 是李普希兹常数. 

1.3    基于时变增益函数的预定时间收敛

η(t)

η(t) =(
Tu

t0 + Tu − t
)ρ, t ∈ [t0, t0 + Tu), ρ

引 理 2　 给 定 时 变 函 数
[37]:

其中 是实

ρ > 1 t0 Tu

V (x)

V̇ (x) + dV (x) + lδ(t)V (x) ⩽ 0, t ∈ [t0,

t0 + Tu) d ⩾ 0 l > 0 δ(t)

数且 ,  和 分别是初始时间和用户预先设定

时间. 若存在一个正定李雅普诺夫函数 , 满足

下列条件: 

, 其中 ,  ,  满足:

δ(t) =


η̇(t)

η(t)
, t ∈ [t0, t0 + Tu)

ρ

Tu

, t ∈ [t0 + Tu,∞)

t0 + Tu则称系统可以在预定时间 内收敛, 即有
[38]:{

V (x) ⩽ η(t)−le−d(t−t0)V (x0), t ∈ [t0, t0 + Tu)

V (x) ≡ 0. t ∈ [t0 + Tu,∞)
 

1.4    问题描述

N

i

考虑由 个异构智能体组成的多智能体系统,
第 个智能体的动力学模型如下:{

ẋi = Aixi +Biui,

yi = Cixi,
(1)

xi ∈ Rni ui ∈ Rpi yi ∈ Rq

Ai ∈
Rni×ni Bi ∈ Rni×pi Ci ∈ Rq×ni

其中 ,  和 分别是智能体的

内部状态 , 控制输入和系统输出 . 常数矩阵

,  和 分别是系统的状

态矩阵, 输入矩阵和输出矩阵.

fi(yi) : Rq → R f(y) =
N∑
i=1

fi(yi)

ui

若每一个智能体都有一个私有的局部目标函数

, 则全局目标函数 .

本文的目标是为每个智能体设计一个分布式控制器

, 确保所有智能体协同工作, 以在预定时间内解决

下列全局优化控制问题: min
y∈RNq

f(y) = min
yi∈RNq

N∑
i=1

fi(yi),

s.t. y1 = . . . = yN ,

(2)

y = col(y1, . . . , yN) ∈ RNq其中 . 因此, 需要如下假

设:
i fi(yi)

∇fi(yi) zi-李普希兹条件

a, b ∈ Rq ∥∇fi(a)−∇fi(b)∥ ⩽ zi∥a− b∥
z = max{z1, . . . , zN}

假设 1　设智能体 的局部目标函数 是可

微的 , 同时梯度 满足 , 即对

任意 , 有:  .
令 .

fi(yi)

mi > 0 a, b ∈ Rq

(a− b)T (∇fi(a)−∇fi(b)) ⩾ mi∥a− b∥2 m =

min{m1, . . . ,mN}

假设 2　设目标函数 是强凸函数, 其强凸

常 数 为 ,  即 对 任 意 ,  满 足 :
. 令

.

i (Ai, Bi)

rank(CiBi) = q i = 1, . . . , N

假设 3　系统 (1)的零动态响应是渐近稳定的.
另外, 智能体 的矩阵对 是可控的, 并且秩

 (其中 ).
假设 4　智能体之间的通讯网络是强连通且非

平衡的.
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(Ai, Bi) CiBi

rank(CiBi) = q (i = 1, . . . , N) rank

([CiBi CiAi])=q= rank(CiBi), rank([CiBi Iq])

= q = rank(CiBi). Pi ∈
Rpi×ni Fi ∈ Rpi×q CiBiPi = CiAi

CiBiFi = Iq

引理 3[30] 如果矩阵 是可控的, 并且

的 秩 ,  ,  则 : 
 

因 此 存 在 反 馈 矩 阵

和 , 使得等式 和等

式 成立.
注释 1　假设 1与假设 2共同保证了优化问题

(2)解的存在性和唯一性, 是目前优化领域的常用假

设
[28,29,31-35]. 假设 3是系统控制理论中常用的假设, 其

核心作用是保证引理 3中矩阵方程的可解性
[30,32,39,40].

虽然该假设在一定程度上限制了算法的实际应用,
但本文考虑的系统模型仍可代表一类实际系统, 如
多无人航空飞行器系统

[42-44].
注释 2　在实际应用中, 存在大量异构多智能体

系统的优化控制问题. 例如, 电池储能系统的经济调

度问题和多无人车的最优趋同问题: a) 在储能系统

中, 每个电池的动力学系统模型可建模成关于能量

和有功功率的一阶线性系统. 由于每个电池参数结

构等不一致, 电池储能系统是一个典型的异构多智

能体系统
[31]. 另外, 储能系统的经济运行目标通常是

最小化全局有功功率函数, 即电池储能系统的经济

调度问题可建模成本文考虑的异构线性系统的优化

控制问题 (1)-(2); b) 在多无人车的最优趋同问题中,
无人车模型可通过反馈线性化建立成以位移和速度

为状态的一阶线性系统. 由于无人车的结构、摩擦系

数、机械质量等均不同, 多无人车系统是一个异构线

性多智能体系统
[29]. 为了使所有无人车从各自初始

位置最优趋同至某个位置, 通常是建立成关于位移

状态的全局最优问题, 则多无人车的最优趋同问题

也可建模成本文考虑的优化控制问题 (1)-(2). 基于

此, 现有大量研究工作如 [28-35]也研究了本文类似

的异构多智能体系统的优化控制问题. 

2    主要结果 

2.1    算法设计

本文设计如下基于时变增益函数的分布式预定

时间优化控制算法:

ui = −Pixi + (d+ lδ2(t))Fi

(−l1
∇fi(yi)

ϕi
i

− l2

N∑
j=1

aij(yi − yj)− l3ηi),

ν̇i = l1l2(d+ lδ2(t))
N∑

j=1

aij(yi − yj), νi(t0) = 0q,

ϕ̇i = −(d+ lδ1(t))l4

N∑
j=1

aij(ϕi − ϕj),

(3)

Pi Fi d > 0 lρ >

max{2, 2

d4

} > 0 d4 l1 l2

l3 l4

其中 和 是引理 3中的反馈矩阵 ,  , 

, 其中 由不等式 (26)得出,  ,  ,

和 的定义满足下列条件:
l1 > 0, l2 >

2l1
λ2(L)

(
2Nz̄2

m
+ z̄ + l3 +

m

2N
),

l3 >
Nz̄2

mξ
, l4 ⩾

λmax(E)

2λGξ
.

(4)

ϕi ∈ RN ϕi(t0) ϕi
i(t0)

= 1 ϕj
i(t0) = 0 i ̸= j j = 1, 2, . . . , i− 1, i+

1, . . . , N ϕi
i ϕi i δι(t)

分布式估计器 ,  的初始值满足

,  ,   (其中

),  表示为向量 的第 个元素.  定义

如下:

δι(t) =


η̇ι(t)

ηι(t)
, t ∈ [t0, t0 + ιTu)

ρ

ιTu

, t ∈ [t0 + ιTu,∞)
(5)

ηι(t) = (
ιTu

t0 + ιTu − t
)ρ t ∈ [t0, t0 + ιTu) ι =

1 2

其中 ,  , 

,  .
d, l

δ1(t) δ2(t)

l1 l2 l3 l4

d δ1(t) δ2(t)

l1 l3 l4

d4 d4 l2 lρ >

max{2, 2

d4

} l ρ

注释 3　在算法 (3)中, 控制增益 及时变函

数 和 用来调节收敛时间、收敛速度, 并确

保与时变增益函数有关的项的有界性, 从而保证控

制输入的有界性; 控制增益 ,  ,  ,  主要用于保证

算法的收敛性. 在控制参数设置过程中, 先根据用户

收敛时间需求选择合适的参数 ,  和 , 然后

根据参数选择条件 (4)选择合适的 ,  ,  , 再根据

的定义及 (4)确定 和 的取值 , 最后根据

条件选择合适的参数 和 .
 

2.2    收敛性分析

定理 1　在假设 1-4下, 如果系统 (1)实施优化

控制算法 (3), 则有以下三个主要结论:
ϕi t0 + Tu ξ

lim
t→t0+Tu

ϕi = ξ t ⩾ t0 + Tu ϕi = ξ ϕ̇i

[t0,+∞)

1)  在 预 定 时 间 收 敛 至 ,  即

;  当 ,  ,  同 时 在

上是有界的;
yi t0 + 2Tu

lim
t→t0+2Tu

yi = y∗
i t ⩾ t0 + 2Tu yi =

y∗
i y∗

i

2) 系统输出状态 在预定时间 内收敛

至最优解, 即 ; 当 , 

, 其中 是问题 (2)的最优解;
ui [t0,+∞)3) 控制输入 在 上是有界的.

ϕi ξ yi(t)

t0 + 2Tu

ui

证明:　证明分为三步, 第一步证明分布式估计

器 在预定时间内收敛至 ; 第二步证明输出 在

预定时间 内收敛到最优值; 第三步证明系统

控制输入 的有界性.
ϕ = [ϕ1, . . . , ϕN ]

T ϕ̂ =
N∑
i=1

ξiϕi = (ξT ⊗ IN)ϕ ρ = ϕ− 1N⊗

第一步: 为方便分析, 令 , 

,  并 且 定 义
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ϕ̂ = (M ⊗ IN)ϕ M = IN − 1Nξ
T

LM = ML = L MTEL = EL

,  其 中 ,  则 有

和 成立 . 联立 (3)中
的第三个式子, 并写成向量形式得:

ρ̇ = −l4(d+ lδ1(t))(L⊗ IN)ρ. (6)

考虑如下候选李雅普诺夫函数:

V1 =
1

2
ρT (E ⊗ IN)ρ. (7)

V1 t对 关于时间 求导, 并根据引理 1可得:

V̇1 = −1

2
(d+ lδ1(t))l4(ρ

T ((LTE + EL)⊗ IN)ρ) =

− (d+ lδ1(t))l4ρ
T (L ⊗ IN)ρ ⩽

− (d+ lδ1(t))l4λGξρ
Tρ, (8)

−(λmax(E)/2)ρTρ ⩽ −V1

⩽ −(λmin(E)/2)ρTρ −ρTρ ⩽ −(2/λmax(E))V1

另外, 从等式 (7)中可知, 

,  即 ,

代入 (8)可得:

V̇1 ⩽ −l4(d+ lδ1(t))
2λGξ

λmax(E)
V1 ⩽

− (d+ lδ1(t))V1. (9)

l4根据 的定义及引理 2得:
1

2
λmin(E)∥ρ∥2 ⩽ V1 ⩽ η−l

1 (t)e−d(t−t0)V1(t0),

t ∈ [t0, t0 + Tu)

∥ρ∥ ≡ V1 ≡ 0, t ∈ [t0 + Tu,∞)
(10)

ρ t0 + Tu 0NN

lim
t→t0+Tu

ϕi = ξ t ⩾ t0 + Tu ϕi = ξ t →
(t0 + Tu)

− δ1(t) → +∞ δ1(t)

∥ϕ̇∥ ∥ϕ̇∥
δ1(t)η

−l/2
1 (t) δ1(t)η

−l/2
1 (t) =

ρ

Tu

(
t0 + Tu − t

Tu

)(lρ−2)/2 lρ− 2 > 0

δ1(t)η
−l/2(t) ⩽ ρ

Tu

0 ⩽ e
d
2
(t−t0) ⩽ 1

∥ϕ̇∥

因此 ,  在预定时间 内收敛至 , 也即

;  当 ,  .  当

时,  , 即 是无界的, 因此

需要证明 的有界性. 显然 的有界性等价于分

析 的 有 界 性 ,  因 为

.  如 果 ,  则

, 又因为 , 所以

有界.

Θ = diag(ϕ1
1, . . . , ϕ

N
N) ϕ = (ϕT

1 , . . . ,

ϕT
N)

T ∇f(y) = (∇f1(y1)
T , . . . ,∇fi(yi)

T )T x =

[x1, . . . , xN ]
T A = diag(A1, . . . , AN) y ν

B C P F x A

第二步: 令 , 

,  , 

,  , 向量 ,  以

及矩阵 ,  ,  和 的定义与向量 和矩阵 类似.
将 (3)代入 (1)并改写成向量形式得:

ẋ = (A−BP )x+BF (d+ lδ2(t))

(−l1(Θ
−1 ⊗ Iq)∇f(y)− l2(L⊗ Iq)y − l3ν),

ν̇ = l1l2(d+ lδ2(t))(L⊗ Iq)y,

ϕ̇ = −(d+ lδ1(t))l4(L⊗ Iq)ϕ,

y = Cx.
(11)

C对 (11)的第一个等式左右两边同左乘矩阵 , 则:


ẏ = (d+ lδ2(t))(−l1(Θ

−1 ⊗ Iq)∇f(y)−
l2(L⊗ Iq)y − l3ν),

ν̇ = l1l2(d+ lδ2(t))(L⊗ Iq)y,

ϕ̇ = −(d+ lδ1(t))l4(L⊗ Iq)ϕ.

(12)

t ⩾ t0 + Tu ϕi

ξ

t ⩾ t0 + Tu

由第一步分析可知, 当 时候,  收敛到拉

普拉斯矩阵 0特征值的左特征向量 . 因此 , 当
, 等式 (12)可等价为:

ẏ = (d+ lδ2(t))(−l1(E
−1 ⊗ Iq)∇f(y)−

l2(L⊗ Iq)y − l3ν),

ν̇ = l1l2(d+ lδ2(t))(L⊗ Iq)y.

(13)

(y∗, ν∗) y∗ = col(y∗
1 , . . . , y

∗
N)

ν∗ = col(ν∗
1 , . . . , ν

∗
N)

为分析算法的预定时间最优收敛性, 首先给出系统

(13)的平衡解与问题 (2)的最优解之间的关系. 假设

是 (13)的平衡解, 其中 ,
, 则有:

− l1(E
−1 ⊗ Iq)∇f(y∗)− l2(L⊗ Iq)y

∗−
l3ν

∗ = 0Nq,

l1l2(L⊗ Iq)y
∗ = 0Nq.

(14)

y∗
1 = . . . = y∗

N

(ξT ⊗ Iq)
N∑
i=1

ξiν̇i = 0q

N∑
i=1

νi(t0) = 0q

N∑
i=1

ξiν
∗
i

= 0q

(ξT ⊗ Iq)

根据 (14)的第二个等式可得 . 在等式

(13)的第二个等式左右两边同乘以 , 可得

, 由于 . 因此 , 

. 在 (14)的第一个等式左右两边同时乘以

, 有:
N∑
i=1

∇fi(y
∗
i ) = 0q. (15)

(y∗, ν∗)结合上述分析 , 可知 (13)的平衡解 是问题

(2)的最优解.
t ∈

[t0, t0 + Tu) δ2(t) Θ−1

x y ν

t ∈ [t0 + Tu,+∞) ϕi
i

ξi

α =

y − y∗ β = ν − ν∗ h = col(α, β)

下面 , 将证明 (12)的预定时间收敛性 . 在
内, 时变函数 与矩阵 均有界. 结

合有界的初始条件, 可推知系统变量 ,  ,  在该区

间内有界 . 在 内 , 由于 保持为

不变, 因此分析 (12)的预定时间收敛性等价于分

析 (13)的预定时间收敛性. 为了便于分析, 令
,  ,  , 则有:

α̇ = (d+ lδ2(t))(−l1(E
−1 ⊗ Iq)ζ

− l2(L⊗ Iq)α− l3β),

β̇ = l1l2(d+ lδ2(t))(L⊗ Iq)α,

(16)

ζ = ∇f(y)−∇f(y∗)其中 . 考虑如下候选李雅普诺

夫函数:

V2 =
1

2
αT (E⊗Iq)α+

1

2
(α+

1

l1
β)T (E⊗Iq)(α+

1

l1
β).

(17)

d1(∥α∥2 + ∥β∥2) ⩽ V2 ⩽
d2(∥α∥2 + ∥β∥2) ∥ ∂V2

∂h
∥ ⩽ d3∥h∥ d1 d2

d3 ∥h∥2 = ∥α∥2 + ∥β∥2 V2

显 然 ,  根 据 (17)可 知

且 , 其 中 ,  和

是正常数 ,  . 对 关于时间
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t求导可得:

V̇2 = (d+ lδ2(t))V3, (18)

其中:

V3 = −2l1α
T ζ − l2α

T (L ⊗ Iq)α−

2l3α
T (E ⊗ Iq)β − βT ζ − l3

l1
βT (E ⊗ Iq)β. (19)

y ∈ RNq y y = ȳ + y⊥

ȳ ∈ C y⊥ ∈ C⊥ C = {1N ⊗ o : o ∈ Rq} C⊥

C

对于任意 ,  可以分解成 , 其中

,  , 且 ,  是

的正交补空间. 根据假设 2, 有:

−βT ζ ⩽ Nz̄2

2l1mξ
βT (E ⊗ Iq)β +

l1m

2N
αTα, (20)

以及: 

(y − ȳ)T (∇f(y)−∇f(ȳ)) ⩾
− z̄∥y − ȳ∥2 = −z̄∥y⊥∥2,

(ȳ − y∗)T (∇f(y)−∇f(ȳ)) ⩾
− z̄∥y⊥∥∥ȳ − y∗∥,

(y − ȳ)T (∇f(ȳ)−∇f(y∗)) ⩾
− z̄∥ȳ − y∗∥∥y⊥∥.

(21)

根据假设 2, 有:

(∇f(ȳ)−∇f(y∗))T (ȳ − y∗) ⩾ m

N
∥ȳ − y∗∥2. (22)

由 (21)和 (22)式, 可得:

− αT ζ = −(y − y∗)T (∇f(y)−∇f(y∗)) =

− (y − ȳ + ȳ − y∗)T (∇f(y)−∇f(ȳ)+

∇f(ȳ)−∇f(y∗)) ⩽

− m

N
∥ȳ − y∗∥2 + 2z̄∥y⊥∥∥ȳ − y∗∥+ z̄∥y⊥∥2 ⩽

− m

2N
∥ȳ − y∗∥2 + (

2z̄2

m
+ z̄)∥y⊥∥2. (23)

(ξT ⊗ Iq)ν(t) = 0q根据等式 , 则下列不等式成立:

− 2l3α
T (E ⊗ Iq)β =

− 2l3(ȳ + y⊥ − y∗)(E ⊗ Iq)β =

− 2l3∥y⊥∥T (E ⊗ Iq)β ⩽

2l1l3∥y⊥∥2 +
l3
2l1

βT (E ⊗ Iq)β. (24)

将 (20)-(24) 代入 (19), 则可得:

V3 ⩽ − l1m

N
∥ȳ − y∗∥2 − (

l3
2l1

−

Nz̄2

2l1mξ
)βT(E ⊗ Iq)β +

l1m

2N
αTα− (l2λ2(L)−

2l1(
2Nz̄2

m
+ z̄ + l3))∥y⊥∥2 ⩽

− l1m

2N
∥α∥2 − (

l3ξ

2l1
− Nz̄2

2l1m
)∥β∥2−

(l2λ2(L)− 2l1(
2Nz̄2

m
+ z̄ + l3 +

m

2N
))∥y⊥∥2.

(25)

l1 l2 l3 l4 l2λ2(L)−

2l1(
2Nz̄2

m
+ z̄ + l3 +

m

2N
) > 0

根 据 ,  ,  以 及 的 定 义 ,  可 知

, 所以有:

V̇2 = −(d+ lδ2(t))V3 ⩽

− (d+ lδ2(t))(
l1m

2N
∥α∥2 + (

l3ξ

2l1
− Nz̄2

2l1m
)∥β∥2) ⩽

− d4(d+ lδ2(t))V2(x), (26)

d4 = min{ l1m

2Nd2

,
l3ξ

2l1d2

− Nz̄2

2l1md2

} > 0其中 . 根据

引理 2, 则有下列结论:
V2(x) ⩽ η2(t)

−d4le−dd4(t−t0)V2(x0),

t ∈ [t0 + Tu, t0 + 2Tu)

V2(x) ≡ 0, t ∈ [t0 + 2Tu,∞)

(27)

V2(t) → 0 α → 0 β → 0 α = y − y∗

β = ν − ν∗ α → 0 y(t) → y∗

β → 0 ν(t) → ν∗ ∀t ⩾ t0 + 2Tu

V2(t) ≡ 0 y(t) ≡ y∗ ν(t) ≡ ν∗ y

t0 + 2Tu y∗

即 当 ,  ,  . 由 和

,  当 ,  则 ;  同 时 ,  当
,  则 .  另 外 ,  有

, 故 ,  . 因此 , 输出 在

预定时间 内收敛到最优解 , 证明完毕.
ui

ui

t ∈ [t0, t0 + Tu)

δ2(t) xi, yi, νi

ui t ∈ [t0, t0 + Tu) t ∈ [t0 + Tu,

t0 + 2Tu)

第三步:　在 (3)中的控制输入 下, 系统 (1)是
收敛的 , 接下来证明控制输入 是有界的 . 根据

(3)的定义可知 , 在 内 , 时变函数

, 系统变量 均是有界的, 因此控制输入

在 显然是有界的. 在
内, 根据 (17)和 (27), 下列不等式成立:

∥α∥2 + ∥β∥2 ⩽ 1

d1

η2(t)
−d4le−dd4(t−t0)V2(x0). (28)

根据假设 2, 可以得出:

∥α̇∥ ⩽ (d+ lδ2(t))(
l1z̄∥α∥
λmin(E)

+

λmax(L)l2∥α∥+ l3∥β∥) ⩽
(d+ lδ2(t))(2l4∥α∥+ l3∥β∥) ⩽
(d+ lδ2(t))[8l

2
4∥α∥2 + 2l23∥β∥2]

1
2 ⩽

(d+ lδ2(t))ε(∥α∥2 + ∥β∥2)
1
2 , (29)

l4 = max{ l1z̄

λmin(E)
, λmax(L)l2} ε = min{

√
2l3,

2
√
2l4} δ2(t) =

ρ

t0 + Tu − t

其中 , 

和 . 根据 (28), 有:

ε(∥α∥2+∥β∥2)
1
2 ⩽ ε√

d1

η2(t)
− d4l

2 e−
dd4(t−t0)

2 V
1
2

2 (x0).

(30)

又因为:

δ2(t)η2(t)
−d4l/2 =

ρ

t0 + 2Tu − t

(t0 + 2Tu − t)0.5d4lρ

2T 0.5d4lρ
u

=

ρ

2Tu

(
t0 + 2Tu − t

Tu

)(d4lρ−2)/2. (31)

d4lρ− 2 > 0 δ2(t)η2(t)
− d4l

2 ⩽ ρ

2Tu

若 , 则 . 此外 , 又
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0 ⩽ e−
dd4(t−t0)

2 ⩽ 1因为 , 则有下列结论:

∥α̇∥ ⩽ (
dε√
d1

+
εlρ

2
√
d1Tu

)V
1
2

2 (x0). (32)

t ∈ [t0 + Tu, t0 + 2Tu) ∥α̇∥
t ⩾ t0 + 2Tu ∥α̇∥ β̇

∥α̇∥ ∥β̇∥ α β

ẏ ν̇ ẋ ν̇

∥u∥
∥ui∥ t ∈ [t0 + Tu,+∞)

∥ui∥ t ∈ [t0,+∞)

所以, 对于 ,  是有界的, 对
于 时,  显然有界. 根据 的定义, 因

为 有界, 所以 有界. 根据 ,  的定义及等式

(13)和 (14), 可知 和 有界, 即 和 有界. 进一步,
根据 (1),  (3)和 (11)可得 , 控制输入 有界 , 即

有界当 . 结合上述分析, 控制

输入 在 内有界, 证明完毕.

Tu ⩽ 1

αk(1− pk)
+

1

βk(qk − 1)

α β p q k

pk < 1, qk > 1

Tu

Tu

Tu

注释 4　与现有基于双幂次反馈的固定时间优

化控制策略相比
[14-16], 本文提出的算法具有以下优势

与不同: 1)收敛时间上界调节便利性方面, 现有基于

双幂次反馈的固定时间优化控制策略其收敛时间上

界通常为如下形式 ,

其中参数 ,  ,  ,  ,  为与控制参数相关的正常数

且需满足 . 而本文所提出的基于时变

增益函数的预定时间优化控制策略其收敛时间上界

为单一参数, 且可由设计人员任意提前设定. 因
此, 该算法在收敛时间上界调节便利性上更具优势;
2)收敛时间上界保守性方面, 在基于双幂反馈的固

定时间优化控制策略中, 由于控制参数与收敛时间

上界间的高度耦合, 导致收敛时间上界 往往比实

际收敛时间更大, 而本文提出的预定时间优化控制

算法中其收敛时间上界值 是与控制参数无关的单

一参数且可由设计人员任意设定, 因此更接近实际

的收敛时间值; 3)收敛性分析难易方面, 在基于双幂

反馈的固定时间优化控制策略收敛性分析中, 李雅

普诺夫函数的导数是分数阶形式, 而本文算法的李

雅普诺夫导数是整数幂形式. 显然, 对于分数幂项的

分析与放缩的难度要远大于整数幂项, 即本文算法

在收敛性分析方面更为简单.

δ1(t) δ2(t)

ϕi(t) t0 + Tu

ϕi
i(t)

t0 + 2Tu

注释 5　不同于现有基于时基发生器的实用预

定时间收敛方法
[34,35](只能使状态/输出在预定时间

内收敛至最优解的一个可调邻域内), 本文提出的算

法保证系统输出在预定时间内收敛至精确最优解.
通过引入两个时变增益变量 和 , 首先使

在预定时间 内收敛至拉普拉斯矩阵

0特征值对应的左特征向量; 再此基础上通过将该估

计值 嵌入至控制器中, 从而使得系统输出在预

定时间 内收敛至最优解, 同时适用于非平衡

通信图. 在传统基于时基发生器的方法中, 由于只能

收敛至近似最优解, 因此无法先精确的估计拉普拉

斯矩阵 0特征值对应的左特征向量, 即无法适用于

非平衡通信网络.
t δ1(t) δ2(t)

l l

注释 6　当 趋于预定时间时,  和 将趋

于无穷大, 导致与时变增益变量有关的项趋于无穷

大. 因此, 如何分析系统内与时变增益有关量 (如控

制输入)的有界性是现有分布式预定时间控制中的

难点. 为了解决这一关键问题, 本文思路是保证系统

状态变量收敛速率快于时变增益函数趋于无穷大的

速率. 根据对李雅普诺夫函数的分析, 创造性地在时

变增益函数前引入一个常数 , 即通过调节 的大小,
使得与时变增益函数有关的项在时间趋于预定时间

时是有界的.
注释 7　本文重点聚焦研究适用于异构多智能

体系统的分布式预定时间优化控制算法. 然而, 智能

体的异构特性往往从结构上给算法性能带来影响
[41].

例如, 在收敛速度方面, 异构特性使得系统的部分节

点起主导作用, 通过为主导节点设计合理的算法, 使
得系统的异质性相互作用, 从而加快算法收敛速度.
另外, 在鲁棒性与容错能力方面, 异构系统相当于在

系统层面为每个智能体引入了设计多样性, 当面对

外部故障时, 由于异质冗余使得系统具有更好的整

体可靠性. 因此, 在未来研究中, 将进一步深入研究

异构特性如何提升分布式优化控制算法的收敛性能. 

3    仿真研究

本节通过两个数值仿真案例来验证本文所提出

算法的有效性和优势.

A1 =

A2 = [1, 0; 1, 1] A3 = A4 = [0, 1; 1,−1] A5 = A6

= [1, 1, 0; 0, 1,−1; 1, 0, 2] B1 = B2 = [−2, 1]T B3

= B4 = [1, 0]T B5 = B6 = [1, 0, 2]T C1 = C2 =

[1, 1] C3 = C4 = [1, 1] C5 = C6 = [0.5,−1, 0]

案例 1:　考虑由 6个智能体组成的系统, 其通

信拓扑网络如图 1所示. 令系统状态矩阵为: 
,  , 

,  , 
,  , 

,  ,  .

f1(y1) = 0.8(y1 − 4)2 + y1 f2(y2) = 0.5(y2 + 2)2

f3(y3) = 0.7y2
3 + 1 f4(y4) = 0.6y2

4 + 3 f5(y5) =

(y5 − 1)2 f6(y6) = y2
6

fi(yi)

∇fi(yi) ∇f1(y1) = 1.6(y1 − 4)

假设每个智能体的局部目标函数分别为 :
,  ,

,  , 
,  , 显然 , 上述 6个目标函数

都是连续可微的, 并且均满足假设 1和假设 2,
其梯度函数 分别为: 
 

1 2

3

45

6

图1    各智能体间通信拓扑图
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+1 ∇f2(y2) = y2 + 2 ∇f3(y3) = 1.4y3 ∇f4(y4)

= 1.2y4 ∇f5(y5) = 2y5 − 2 ∇f6(y6) = 2y6

x1(0) = [1, 2]T x2(0) = [2, 1]T

x3(0)=[−2, 0]T x4(0)=[4, 0]T x5(0)=[1,−3, 0]T

x6(0) = [0,−4, 2]T P F P1 = P2

= [−2,−1] P3 = P4 = [1, 0] P5 = P6 = [1,−1, 2]

F1 = F2 = −1 F3 = F4 = 1 F5 = F6 = 2

e(t) =
N∑
i=1

∥yi − y∗
i ∥2, i = 1, 2, . . . , 6

,  ,  , 

,  ,  . 令系

统 状 态 初 始 值 :  ,  ,

,  ,  ,

. 矩阵 和 的取值为: 

,  ,  ,

,  ,  . 为了更

好地描述控制算法的收敛性能, 定义优化控制误差:

.

(1) 算法基本性能测试:　为了验证本文所提算

l1 = 10 l2 = 3.5

l3 = 8 l4 = 8 d = 15 l = 1 ρ = 5 t0 = 0.01s

Tu = 2s

ϕi t0+

Tu = 2.01 s

yi t0 + 2Tu = 4.01 s

y∗ = 0.587

法 (3)的有效性 , 取控制参数 ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  ,

. 显然, 控制参数满足条件 (4). 仿真结果如

图 2所示, 其中图 2(a)为估计器的迭代过程, 图 2(b)

为系统输出变化曲线, 图 2(c)为误差曲线变化过程.

从图 2(a)可知 , 分布式估计器 在预定时间

内收敛至图的拉普拉斯矩阵 0特征值的

左特征向量. 根据图 2(b)和 2(c), 可知系统的输出

在预定时间 内收敛全局目标函

数的最优值 .
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- 4×10

ϕi(t) yi(t) e(t)图2   案例 1 分布式优化控制算法 (3) 下的仿真结果: (a) 估计器 ; (b) 输出状态 ; (c) 误差
 

d l ρ

d = 14 lρ = 2 Tu = 4

d = 15 lρ = 5 Tu = 4 d = 16 lρ = 4 Tu = 4

d = 16 lρ = 3 Tu = 4 d = 20 lρ = 3 Tu = 4

d = 20 lρ = 3 Tu = 3.5

d+ lρ

d+ lρ d

d l ρ

Tu

为了进一步测试参数 ,  和 与算法收敛速率的

关 系 , 考 虑 6组 参 数 :  ,  ,  ;
,  ,  ;  ,  ,  ;
,  ,  ;  ,  ,  ;
,  ,  , 其余参数与上文相同. 仿

真结果如图 3所示. 从仿真结果可得:  的值越

大, 收敛速率越快; 当 为固定值时,  越大, 收
敛速率越快; 系统的收敛时间与参数 ,  ,  以及初始

条件无关, 用户可通过调整参数 来调节收敛时间.
 
 

    

 

d = 14, lρ = 2, T  = 4 su

d = 15, lρ = 5, T  = 4 su

d = 16, lρ = 4, T  = 4 su

d = 16, lρ = 3, T  = 4 su

d = 20, lρ = 3, T  = 4 su

d = 20, lρ = 3, T  = 3.5 su

0

10

20

30

40

50

e(
t)

0 5 10 15 20
t / s

图3   案例 1 不同参数下收敛性能比较
 

xi [−2, 2]

(2) 对比仿真:　为了展示本文算法在收敛速度

和收敛精度的性能, 与文献 [30]和 [34]中提出的算

法进行比较. 首先对文献 [30]的算法进行验证, 系统

初始输入状态 属于 范围内 , 控制参数

α = 3 δ = 0.5 β = 0.2 β = 2

t0 + Tu = 4.01 s

xi ∈ [−2, 2]

l1 l2 l3 l4

d = 15 l = 1 ρ = 5 t0 = 0.01 s Tu = 4 s

t0 + Tu = 4.01 s

,  ,  或者 . 仿真结果如图 4
所示. 然后, 将文献 [34]中的预定时间的时基发生器

技术应用于解决本文一阶线性系统的分布式优化控

制问题, 其仿真结果如图 4所示. 从中可以看出, 系
统输出状态在预定时间 内收敛于最

优解的一个较小邻域内. 最后, 对本文提出的预定时

间算法进行验证, 系统初始状态 , 控制增

益 ,  ,  ,  与上述案例测试相同 , 时变增益

,  ,  ,  ,  . 从图 4
可以看出, 系统在给定时间 内收敛

于最优解. 根据图 4可得出, 虽然可以通过调整控制

参数加快现有指数收敛算法的收敛速度, 但我们的

工作在收敛精度方面具有更好的效果; 尽管基于时

基发生器的分布式预定时间优化控制算法其控制输
 

0

10

20

30

40

50

e(
t)

0 5
t / s

1 2 3 4

文献 [30] 的仿真结果 α = 3, β = 0.5, δ = 0.5

文献 [30] 的仿真结果 α = 3, β = 0.5, δ = 2

文献 [34] 中时基发生器技术的仿真结果

本文算法 (3) 下的仿真结果

图4    案例 1 不同算法下的测试结果
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入有界且收敛时间上界可调, 但在收敛精度方面我

们的算法更有优势.

xi =

Aixi(t) +Biui(t) yi = Cixi(t) xi =

[βi(t), pi(t), γi(t)]
T βi(t) pi(t)

γi(t)

ui(t) ui(t) = [δDT , δAI , δRU , δRTV , δY TV ]
T

δDT δAI δRU

δRTV δY TV

Ai = [−0.059, 0.496,−0.868;− 5.513,

−0.939, 0.665;0.068, 0.026,−0.104] Bi = [

] Ci =

[1,−1, 1]

min
6∑

i=1

fi(yi) s.t. yi = yj, i ̸= j

fi(yi) i

f1(y1) = 2.5y2
1 + 8y1 + 0.5 f2(y2) = 2y2

2 + 4y2+

1.5 f3(y3) = 0.8y2
3 + 5y3 + 3 f4(y4) = 1.8y2

4 + 2y4

+1 f5(y5) = y2
5 + 3.5y5 + 2.5 f6(y6) = 1.5y2

6+

4.5y6 + 2 x1(0)

= [1, 2, 0]T x2(0) = [2, 1, 0]T x3(0) = [−2, 0, 1]T

x4(0) = [2, 0,−1]T , x5(0) = [1,−2, 2]T x6(0) =

[0,−2, 2]T P F Pi = [2.786,

0.737, 0.826; 0, 0, 0; 0, 0, 0; 0, 0, 0] Fi = [0, 0, 0, 0,

−0.3225]T

yi

案例 2:　考虑由 6个航空飞行器构成的网络化

系统 , 其系统模型可通过线性化后降阶为

,  ,  其 中 状 态

且 表示为侧偏角,  表示

为横摇率 ,  表示为偏航角速率 ; 控制输入

定义为 且

表示为副翼偏度,  为差动尾翼偏度,  为横

摇推力矢量偏度,  表示为舵偏转,  表示为

偏航推力矢量偏转
[43,44]. 与现有文献类似

[42-44], 令系

统 矩 阵

,  0.006,

0.006,  0.004,  0,  0.09;  1.879,  1.328,  0.029,  0.675,
0.217;  −0.109,  −0.109,  −0.084,  0.007,  −2.974 , 

. 航空飞行器之间的通信网络如图 1所示.

在多航空飞行器执行编队、跟踪等任务时, 通常需要

进一步满足能量消耗、跟踪误差等最小化的综合性

能指标要求, 该综合性能指标可建模为全局成本函

数最小化
[42], 即 ,    ,

其中 为第 个航空飞行器的成本函数, 且定义

为 , 

,  , 

,  , 

. 各航空飞行器的初始状态设为

,  ,  ,

, 

,  矩 阵 和 取 值 为 : 

, 

, 其余控制参数与案例 1一致. 系统输出

的变化过程如图 5所示. 从中可以看出, 系统输出

4 s y∗ = −1.4065在预定时间 内收敛至最优解 , 即验

证了本文所提算法在多航空飞行器优化控制问题中

的有效性. 

4    结　论

Tu

yi(t) 2Tu

Tu

针对一阶异构线性多智能体系统, 本文研究了

非平衡通信网络下的分布式优化控制问题. 基于分

布式估计器、梯度下降、时变增益函数、比例积分协

议等技术, 本文提出了一种具有预定时间收敛性能

的分布式优化控制算法. 该算法主要包含以下两部

分: 首先, 构造合适的分布式估计器, 保证估计器在

预定时间 内收敛至拉普拉斯矩阵 0特征值对应的

左特征向量; 在此基础上, 设计比例积分协议和时变

增益函数, 使系统输出变量 在预定时间 内

收敛至精确最优解. 通过严格的李雅普诺夫稳定性

分析 , 本文提出的算法收敛时间上界仅仅与参数

有关, 并可由用户任意给定, 且算法的控制输入是

有界的. 最后, 数值仿真及对比仿真验证了本文所提

算法的有效性及先进性. 在未来研究工作中, 可考虑

将本文方法推广至高阶非线性多智能体系统中.
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