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摘　要: 灰色关联分析是多因素系统分析的重要方法, 其基于序列折线的几何形状量化因素间的关联性. 现有方

法多假设序列等间隔分布而后在欧氏空间构建关联度的代数表达式, 其理论完备性尚待论证; 且忽略了序列的分

布间隔、观测误差以及折线的高阶几何特征, 导致精度低和适用性受限. 为此, 本文揭示关联度代数表示的泛函

分析基础, 在函数空间中探索其泛函表示及高阶多变量拓展. 首先, 引入样条光滑法构建本征函数空间; 其次, 推

导关联度的有界非线性泛函表示; 最后, 设计关联度的高阶泛函拓展, 并以多变量序列为例给出关联分析算法. 以

某型号坦克炮身管烧蚀磨损数据为基础, 运用所提方法聚类评估身管剩余性能, 结果表明该方法在适用范围、可

解释性和准确性等方面均优于对比模型, 为武器装备健康管理提供支持.
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Abstract: Grey  relational  analysis  is  an  important  method  for  multi-factor  systematic  analysis,  which  measures  the
relationships  among  system  factors  based  on  the  geometric  shapes  of  zigzagged  lines.  Existing  methods  typically
assume  that  sequences  are  evenly  spaced  and  focus  on  algebraic  expressions  of  grey  relational  degrees  in  Euclidean
space. However, these methods neglect the effects of sequence spacing, observational errors, and higher-order features
of  the  zigzagged  lines.  To  this  end,  this  paper  reveals  the  functional  foundation  of  the  algebraic  representation  of
relational  degree  and explores  its  functional  form and multiple  extensions  in  more  general  function spaces.  First,  the
spline smoothing method is introduced to construct an intrinsic function space. Second, a bounded nonlinear functional
representation of the relational degree is derived. Finally, a higher-order functional extension of the relational degree is
developed, and a relational analysis algorithm is presented using multivariate sequences as an example. The proposed
method  is  used  to  analyze  the  erosion  and  wear  of  barrels  from  a  specific  tank  gun.  The  results  show  outstanding
performance  in  terms  of  applicability,  interpretability,  and  accuracy,  providing  theoretical  support  for  the  health
management of weaponry and equipment.
Keywords: grey relational analysis；grey relational degrees；functional；gun barrels；axial rate of erosion and wear

0    引　言

灰色关联分析是一种适用于多因素系统的分析

方法, 该方法通过关联度量化因素间的关系, 从而实

现系统主导因素与次要因素的辨识
[1]. 自邓聚龙教授

首次提出灰色关联度以来, 该方法已在经济管理、工

程技术、社会科学等多个领域获得广泛应用, 并在实

证研究中展现出显著的适用性与实践价值
[2-5]. 该方

法通过考察因素序列的整体发展趋势而非个别数据

点的巧合来衡量关联性, 这与系统论的整体性思维

不谋而合. 系统论强调事物并非孤立存在, 而是相互
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联系、相互作用的有机整体
[6], 灰色关联分析正是试

图量化这种普遍存在的联系. 灰色关联分析由关联

算子、关联公理与关联度三部分组成.
关联算子是数据分析的先导环节, 其作用是对

原始序列进行合适的预处理与转换, 旨在消除量纲、

数值尺度、初始水平差异等对关联性的潜在干扰, 更
加清晰地揭示序列内在的发展趋势与动态特性, 为
后续关联度的计算奠定基础. 针对不同特征的数据

序列和特定的分析目标, 需选用适宜的关联算子. 例
如, 初值化算子以数据序列的首个元素为基准, 将序

列转化为起始值为单位一的相对比率序列, 揭示序

列的变化速率. 为适应多样化的分析需求, Liu等[7]

系统阐述了初值化、始点零化、初值–始点零化以及

均值化等多种关联算子的数学表达式. 韦和谢
[8]
深

入剖析了这些算子的理论性质与物理内涵, 为算子

的合理选用提供了依据. 在此基础上, Sun等[9]
将这

些单变量序列算子拓展至多变量面板数据中, 为复

杂数据的关联分析提供了工具.
关联公理是灰色关联分析的理论内核, 其通过

数学约束界定关联度作为相似性指标应满足的基本

性质, 确保关联度的合理性与有效性, 为灰色关联分

析的应用提供理论支撑与评价标准. 经典的关联公

理体系包含规范性、接近性、整体性、偶对对称性
[1].

魏等
[10,11]

解析了四条公理的内涵, 论证了整体性和

偶对对称性的非必要性, 借助极限工具探索了接近

性的数学表征. 在有限维欧氏空间中, 韦和谢
[8]
运用

向量范数表征规范性和接近性, 给出了更简约、易验

证的表征方式, 并论证了规范性公理应包含正定约

束的必要性.
关联度是灰色关联分析的核心输出, 其以量化

数值表示算子序列几何形状间的相似程度, 其数值

大小直接反映了关联强弱程度, 为复杂实践问题提

供决策依据. 关联度计算所面临的首要挑战是如何

从离散的观测数据中提取算子序列的几何特征. 已
有方法可归纳为两类: 全局函数法与局部动态法. 全
局函数法将算子序列的离散观测数据转化为连续函

数 (经典灰色关联分析称连续函数为折线函数
[7], 第

3节将揭示其含义并给出更一般的名称本征函数),
从整体上近似描述算子序列的几何轮廓. 这类方法

从全局视角描述算子序列的形态, 如分段线性插值

法
[7,12,13]

和样条插值法
[14-16]. 局部动态法着眼于提取

算子序列相邻观测值之间的动态变化, 通过局部动

态信息的累积近似还原算子序列的几何轮廓. 这类

方法关注算子序列在微观层面的动态变化 , 如斜

率
[17-19]
、曲率

[20,21]
、凸度

[22,23]
、向量夹角

[24-26]
等几何性

质. 借鉴数学上距离的概念, 以所提取几何特征之间

的距离作为算子序列几何形状的相异性度量, 借助

归一化函数即可生成关联度
[16,27]. 其中, 全局函数法

以连续函数之间的面积为距离
[28], 而局部动态法以

欧氏空间中的向量范数为距离. 此外, 这两种方法的

融合也正引起关注
[29-31].

此外, 在基本框架下, 学者们开展了一系列的理

论分析与拓展应用研究. 如优化全局函数法中函数

曲线之间面积的计算方式, 提高关联度的精度
[28,32];

将单变量序列拓展为面板数据, 设计面向多变量面

板数据的关联算子和灰色关联度
[33-35]; 将序列元素

由实数拓展为灰数, 设计灰数序列的关联度
[36]; 以及

从理论上分析关联算子与数据变换对关联度的影

响
[37,38].

上述研究成果极大地推动了灰色关联分析的理

论发展与实践应用. 然而, 这些方法具有一个共同点,

即关联度的设计局限在有限维欧氏空间, 旨在满足

既定的关联公理. 这种设计范式虽然在一定程度上

简化了计算, 却也极大地限制了对复杂动态序列 (如

序列非等间隔分布、含有观测误差或缺失值)、高阶

复杂函数 (如物理意义明确的导函数)关系分析的能

力. 为解决这一问题, 本文从灰色关联分析在欧氏空

间的代数表示出发, 挖掘其蕴含的分析学基础; 引入

样条光滑法构建本征函数空间, 在函数空间推导关

联度的泛函表示与多变量高阶拓展; 将所提方法应

用于某型号火炮身管内膛的烧蚀磨损分析实践, 验

证模型的准确性和实用性, 为武器装备健康管理提

供理论与技术支撑.
 

1    欧氏空间中的灰色关联分析
 

1.1    代数表示

对序列

x = {x(1), x(2), . . . , x(n)}
和

y = {y(1), y(2), . . . , y(n)},
D u = Dx v = Dy设 为关联算子,  和 为算子序

列, 则广义灰色关联度为

ρ =
1

1 + γd(u,v)
, (1)

γ > 0 d(u,v) ⩾ 0 u v其中:  为分辨系数,  为 和 之间

的相异性度量.

通过设置关联算子、分辨系数取值和相异性度

量, 式 (1) 可退化为多种灰色关联度. 具体地, 若
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d(u,v) = |1
2
[u(1)− v(1)]+

n−1∑
k=2

[u(k)− v(k)] + 1

2
[u(n)− v(n)]|, (2)

ρ则 为广义灰色关联度
[13], 向下兼容灰色绝对、相

对、接近、相似关联度; 若
d(u,v) =
n−1∑
k=1

I(cnd)
|u(k)− v(k) + u(k + 1)− v(k + 1)|

2
+

n−1∑
k=1

[1− I(cnd)]
[u(k)− v(k)]2 + [u(k + 1)− v(k + 1)]

2

2|u(k)− v(k) + v(k + 1)− u(k + 1)|
,

(3)

[u(k)− v(k)][u(k + 1)− v(k + 1)]

⩾ 0 I(·) ρ

其中: cnd为条件

,  为指示函数 , 则 为改进的广义灰色关联

度
[8], 向下兼容灰色绝对、相对、接近、相似关联度的

改进形式.
ρ γ d(u,v)

(0, 1]

γ u v ρ

d(u,v)

分析式 (1) 知,  是关于 和 的单调递减

函数. 由二者均非负知, 关联度取值范围为 . 特
别地, 若分辨系数 独立于 和 , 则关联度 可由相

异性度量 唯一确定. 

1.2    代数表示的分析基础

u v

u(t) v(t)

虽然式 (1) 中的关联度由代数表达式给出, 但它

们具有分析学意义. 设算子序列 和 的折线函数分

别为 和 , 运用分段线性插值法可求得{
u(t) = (k + 1− t)u(k) + (t− k)u(k + 1),

v(t) = (k + 1− t)v(k) + (t− k)v(k + 1),
(4)

t ∈ [k, k + 1] k = 1, 2 . . . , n− 1其中:  ,  .
u v κ = 2, . . . , n− 2

u(κ)− u(κ− 1) ̸= u(κ+ 1)− u(κ) v(κ)− v(κ
−1) ̸= v(κ+ 1)− v(κ)

u(t) v(t)

u(t)

v(t) C0[1, n]

对任意的 和 , 若存在 , 使得

且

, 则插值函数不是直线, 是连

续不可导的折线函数. 在实际问题中,  和 为

直线的情况几乎存在, 不作为本文的研究内容. 这里

为了理论的完备性做出说明. 由式 (4) 易知,  和

均属于连续不可导函数空间 . 式 (2) 和
(3) 可分别表示为

d(u(t), v(t)) = |
w n

1
[u(t)− v(t)]dt|, (5)

和

d∗(u(t), v(t)) =
w n

1
|u(t)− v(t)|dt. (6)

d = 0 ⇏
u(t) = v(t) d∗ = 0⇔ u(t) =

v(t) C0[1, n] d∗

ρ d∗

d∗

d

可 以 证 明 , 前 者 不 满 足 正 定 性 (
), 后者满足正定性 (

), 故 和 组成了度量空间, 而式 (1) 中的

关联度 可解释为距离函数 的倒数变换
[16], 这也在

理论上揭示了改进关联度 (以 为相异性度量)较经

典关联度 (以 为相异性度量)的优势.

u(t) ∈ C0([1, n]) v(t) ∈ C0([1, n])
ρ ∈ (0, 1] u(t) v(t)

(0, 1] F :

C0([1, n])× C0([1, n])→ (0, 1]

此外 , 由 和 ,
且 可知, 关联度的本质是 和 的笛

卡尔积到实数域 的有界非线性泛函

, 即

ρ = F(u(t), v(t)), t ∈ [1, n]. (7)

u v

分析上述内容可知现有方法存在以下局限: 首
先, 假定原始序列 和 是等间隔分布、不含缺失值

和观测误差, 这极大的限制了其适用范围; 其次, 分
段线性插值方法不具备处理序列观测误差的能力,
必然导致所生成的折线函数精度低, 使得关联分析

结果不准确; 最后, 运用线性插值方法仅能生成连续

不可导的折线函数, 不能反映序列的高阶动态特征,
如变化率、曲率等. 受式 (7) 和函数空间学习

[39]
的启

发, 下文在连续函数空间探索灰色关联分析, 进一步

完善理论基础、拓宽适用范围. 

2    函数空间中的泛函扩展

设原始序列为

x = {x(tx1), x(tx2), . . . , x(txnx
)}

和

y = {y(ty1), y(ty2), . . . , y(tyny
)},

它们的算子序列分别为

u = {u(tu1), u(tu2), . . . , u(tunu
)}

和

v = {v(tv1), v(tv2), . . . , v(tvnv
)}.

这里不要求两序列的观测时间对齐或等长度.
从数据获取视角, 算子序列可看作是按时间顺

序抽样于折线函数的有序集合, 这表明关联度的内

涵是以观测数据为载体, 测度折线函数的相似性. 由
于折线函数表征的是离散观测数据的内在本征结构,
故下文将折线函数称为本征函数. 

2.1    本征函数空间

u

从算子序列出发, 可分别通过插值和光滑方法

求解得到本征函数. 二者的区别在于对序列观测误

差的处理. 为表述方便, 以算子序列 为例, 说明两

种方法求解所得本征函数的区别.
插值方法假设插值函数曲线过数据点, 其数学

表征为

u(tuk) = ϕ(tuk ;a), k = 1, 2, . . . , nu (8)

ϕ(t;a) t a其中:  为 的显式函数,  为表达式中所有参

数的集合.
ϕ(t;a) a

ϕ(t;a) = ϖ(t)a ϖ(t)

通常地 , 函数 关于参数 线性可分 , 即
, 其中:  为已知基函数, 式 (8)
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a

a

ϕ(t;a)

a

a

ϕ(t;a)

是线性方程组. 若式 (8) 为适定方程组 ( 的分量数

等于线性方程数), 易得参数 的取值及其确定的本

征函数 , 如式 (4) 中的分段线性插值函数. 若

式 (8) 为欠定方程组 ( 的分量数大于线性方程数),
此时通过限制插值函数满足连续条件、边界条件, 可
将欠定方程转换为适定方程, 亦得参数 的取值及其

确定的本征函数 , 如灰色样条关联度
[14-16]

中

的三次样条插值函数.
光滑方法考虑序列的观测误差, 将式 (8) 修正为

u(tuk) = φ(tuk ; b) + ϵ(k), k = 1, 2, . . . , nu (9)

φ(t; b) t b

ϵ(k)

其中:  为 的显式函数,  为表达式中所有参数

的集合,  为观测误差.

φ(t; b) b

φ(t; b) = π(t)b π(t)

依然假设函数 关于参数 线性可分 , 即

,  为已知基函数. 基于惩罚最小

二乘准则可解得参数估计值为

b̂ = argmin
b
{

nu∑
k=1

[u(tuk)− π(tuk)b]
2+

λ
w tunu

tu1

[π(τ)(t)b]2dt} (10)

λ ⩾ 0其中: 超参数 用于平衡函数的拟合优度和光滑

π(τ)(t) π(t) τ τ程度,  为 的 阶导函数,  为 2或所求导

数阶数加 2.

p

φ(t; b̂)

在式 (10) 求解时, 为减小计算复杂度、提高计

算性能, 选择具有局部支撑、数值稳定、多分辨率性

质的 次 B样条作为基函数, 并基于交叉验证准则寻

优超参数
[40], 最终获得本征函数 , 如函数型关

联分析
[41]

中的三次 B样条光滑方法.
总的来讲, 插值和光滑均是从算子序列的观测

数据出发, 假定本征函数可由基函数线性表示, 而后

通过求解系数, 实现本征函数的重构. 二者的差异主

要在于对观测误差的处理上, 如表 1所示.
  

表1     本征函数求解方法的比较

方法 基函数 本征函数 超参数 函数空间
误差

处理
适用情境

插值
p 次

多项式
ϕ(t;a) = ϖ(t)a 无 Cp−1(Tu) 无

序列无观测

误差

光滑
p 次
B 样条

φ(t; b̂) = π(t)b̂ 有 Cp−1(Tu) 有
序列含观测

误差

 

u(t) = sin(2πt) [0, 2]

u

0.3ϵ(t), ϵ(t) ∼ N (0, 1)

例 1 设函数为 , 在区间 内

做不规则采样并加入观测误差, 生成离散序列 , 其
中观测误差为 , 如图 1所示.
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(c)样条光滑

图1   离散序列的本征函数
 

u图 1表明, 从非等间隔序列 出发, 线性插值本

征函数 (图 1(a))和样条插值本征函数 (图 1(b))与真

实函数之间的差距大. 究其原因为二者均错误地将

观测误差作为本征函数的固有成分, 造成本征函数

波动大. 与此相反, 样条光滑本征函数 (图 1(c))能够

有效地处理序列的观测误差、高精度逼近真实函数,

明显优于插值方法, 也是实践中推荐使用的本征函

数求解方法.
 

2.2    关联度的泛函表示

u v

µ(t) ν(t) 1

对算子序列 和 , 运用上节的方法可求解得到

它们的本征函数, 分别记为 和 . 由表 可知,

它们对应的本征函数空间为

Cp−1(Tu), Tu = [tu1 , t
u
nu
] (11)

和

Cp−1(Tv), Tv = [tv1, t
v
nv
]. (12)

Cp−1(Tu) Cp−1(Tv)受式 (7) 启发, 在函数空间 和

上构造有界泛函来统一表征关联度. 首先, 对齐两函

数空间的标量域, 有

T = Tu ∩ Tv = [max{tu1 , tv1},min{tunu
, tvnv
}], (13)

并据此构造关联度的有界泛函表示为

ρ = F(µ(t), ν(t)), t ∈ T (14)

F其中: 泛函 满足规范性、正定性、连续性、接近性

约束.
规范性的内涵是"关联度的值域是 (0, 1]". 数值

范围符合认知直觉, 提升了关联度的直观性. 数学表

述为

F : Cp−1(T )× Cp−1(T )→ (0, 1]. (15)

正定性的内涵是"若关联度为 1, 则本征函数相

4 控 制 与 决 策 第x卷



ρ = 1等". 极限取值 蕴含本征函数之间的确定性关

系, 这也有助于理解观测误差对关联度的影响. 数学

表述为

F(µ(t), ν(t)) = 1 ⇔ µ(t) = ν(t), ∀t ∈ T. (16)

µ(t) ν(t)

ρ

µn(t)→ µ(t) νn(t)→ ν(t)

连续性的内涵是" 或 发生微小变化时,
值不会剧烈变化". 这保证了关联度的稳定性. 数学

表述为: 对任意的 和 , 有

F(µn(t), νn(t))→ F(µ(t), ν(t)). (17)

m(·, ·)
µ1(t), µ2(t), ν1(t), ν2(t) ∈ Cp−1(T )

接近性的内涵是"本征函数越接近, 关联度越

大". 这保证了关联推断结论的准确性. 设本征函数

的远离测度为 , 则接近性的数学表述为: 对任

意的 , 有

m(µ1(t), ν1(t)) < m(µ2(t), ν2(t)) ⇒
F(µ1(t), ν1(t)) > F(µ2(t), ν2(t)). (18)

式 (14)–(18) 描述了关联度泛函表示的基本准

则. 这些准则不仅能够覆盖已有关联度, 而且可以据

此构造不同形式的新型关联度. 例如, 对应于第 2节
的关联度式 (1), 有

µ(t) = u(t), ν(t) = v(t), Cp−1(T ) = C0([1, n]),
和

m(µ(t), ν(t)) =
w n

1
|µ(t)− ν(t)|dt,

ρ = F(µ(t), ν(t)) = 1
/
[1 + γm(µ(t), ν(t))].

F性质 1　 是非线性泛函.
F证明　反证法. 假设 为线性泛函, 则应有

F(−µ(t), ν(t)) = −F(µ(t),
ν(t)) = F(µ(t),−ν(t)),

F(−µ(t), ν(t)) ∈ (0, 1] F(µ(t), ν(t))
∈ (0, 1] F(µ(t),−ν(t)) ∈ (0, 1]

这与规范性 , 
,  矛盾. 证毕.

F µ(t) ν(t)

ψ, ξ ∈ R/{0}
F(ψµ(t) + ξ, ν(t)) ̸= F(µ(t), ν(t))

性质 1表明, 泛函 对 和 都不满足线性

性质 . 结合正定性质知 , 存在 , 使得

, 即算子序列的

仿射变换 (包括伸缩或平移变换 , 对应数据预处

理)会改变关联度大小, 这也再次验证了选择合适关

联算子的重要性. 

2.3    关联度的泛函拓展

Cp−1(T )远离测度最直接的选择是距离. 由 为可

积函数空间、距离可由范数诱导知, 借助范数定义距

离、用性质更好的指数函数替代倒数函数
[16], 可定义

关联度的指数泛函为

F(µ(t), ν(t)) = exp(−γ
w

T

∣∣µ(t)− ν(t)∣∣qdt) (19)

q > 0 γ > 0其中:  为幂指数,  为分辨系数.
基于式 (19), 将算子序列所表征的对象从单变

量拓展为多变量、改变本征函数导函数的阶数, 可以

得到关联度在不同维度的拓展.

ι

高阶拓展. 由于本征函数仅提取了曲线几何形

状的静态特征, 而其高阶导函数蕴含了本征函数曲

线不同维度的几何动态特征, 如一阶和二阶导函数

分别蕴含本征函数的斜率和曲率特征. 因此, 可设计

阶动态关联度为

ρ(ι) = F(µ(ι)(t), ν(ι)(t)) =

exp(−γι

w
T

∣∣µ(ι)(t)− ν(ι)(t)
∣∣qdt) (20)

γι > 0 ι = 0, . . . , p− 1其中:  ,  , 为分辨系数.
r r ⩾ 2

µ(ι)
i (t) ν(ι)

i (t) i = 1, . . . , r

ι

多变量拓展. 若原始序列包含 个变量 ( ),
运用光滑方法分别求解每个分量的本征函数及导函

数 , 分别记为 和 ,  . 基于式

(20) 可计算每对分量之间的动态关联度, 从而得到

多变量序列的 阶动态关联度为

ρ(ι) =
r∑

i=1

ωiF(µ(ι)
i (t), ν(ι)

i (t)) =

r∑
i=1

ωi exp(−γi,ι

w
Ti

∣∣µ(ι)
i (t)− ν(ι)

i (t)
∣∣qdt)

(21)

γi,ι > 0 ι = 0, . . . , p− 1

ωi ⩾ 0
∑

ωi = 1

其 中 :  ,  ,  为 分 辨 系 数 ,

为满足约束 的分量权重系数.

ι在实践中, 如何选择合适的阶数 是使用者所面

临的首要问题. 值得注意, 导函数对应具有特定含义

的物理量, 如一阶导函数对应"瞬时速度"、二阶导函

数对应"瞬时加速度", 这为阶数的选择提供了指导.
此外, 对于单变量和多变量序列, 均可加权集成为合

成关联度

ρ =
p−1∑
ι=0

wιρ
(ι) (22)

wι ⩾ 0
∑

wι = 1其中:  为满足约束 的动态权重系

数.
需要指出的是, 式 (21) 中的多变量拓展也适用

于面板数据, 如文献 [9]中的矩阵关联度为式 (21)
的特例. 需要申明, 式 (22) 中的合成关联度不再具有

明确的物理意义, 而是一个纯粹的数值指标.

r

{xi}ri=1 {yi}ri=1

结合灰色关联算子的理论性质、物理意义
[8]
以

及使用灰色关联分析的经验准则
[41], 以含 个分量的

多变量序列 和 为例, 给出泛函关联度

算法如下:

　　算法1　多变量序列的泛函关联度

{xi}ri=1 {yi}ri=1 ωi

wι p

　　输入: 序列 和 , 分量权重 , 动态权重

, B样条基函数的次数
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i = 1, . . . , r　　　for   do

ui ← Dxi　　　　     ; 　　　　　%　算子序列

vi ← Dyi　　　　     ;

b̂ui
← ui　　　　   将 代入式(10); %　样条光滑

b̂vi
← vi　　　　   将 代入式(10);

Ti ←　　　　 式(13);　　　　　% 标量域对齐

　　　end

ι = 0, . . . , p− 1　　　for   do

µ(ι)
i (t)← π(ι)

ui
(t)b̂ui

　　　　 ; 　　　% 本征函数

ν(ι)
i (t)← π(ι)

vi
(t)b̂vi

　　　　 ;

ρ(ι) ← ωi　　　　 将 代入式(21); % 动态关联度

　　　end

ρ← wι　　　 将 代入式(22);　　　　% 合成关联度

ρ(0), . . . , ρ(p−1) ρ　　输出: 关联度 , 
 

3    应用案例

身管是火炮武器的关键部件, 其性能直接影响

弹道性能和射击精度. 作战过程中, 高温、高压、高速

的燃气流以及弹丸导引部会反复地对身管内壁施加

复杂的物理化学作用. 高温燃气会导致身管内壁发

生软化、氧化等变化, 高压燃气则产生强烈的冲击应

力, 高速燃气与弹丸导引部的摩擦进一步加剧了作

用效果, 这些因素综合起来引发内膛的烧蚀与磨损

现象. 烧蚀与磨损改变内膛的内径尺寸、表面粗糙度

等关键参数, 使得弹丸在膛内运动时所受的阻力分

布和大小发生变化, 无法获得标定的前进速度和旋

转速度, 并进一步影响其飞行稳定性、射击精度等战

术技术指标, 最终因不能满足战术技术要求而使身

管报废.
随着火炮武器打击能力的快速提升, 发射药的

火药力与装填密度不断增加, 发射过程高温高压高

速特征更为显著, 造成身管内膛烧蚀磨损加剧. 从经

济角度来看, 身管的购置费用约占全炮价格的 30%
至 40%, 迫切需求加强火炮身管的健康管理、提高火

炮使用的经济效益
[42]. 因此, 从内膛烧蚀磨损量评估

身管性能, 在理论与实践上都是必要的.

±

ϕι ι = 1, . . . , 4

t

ϕι(t)

ϕ′
ι(t)

xι(t) = ϕι(t)

−ϕ′
ι(t)

身管内膛烧蚀磨损量的测定采用结构简单、精

度高、经济性与技术应用度高的光栅测径仪 (测量误

差小于 0.01毫米, 示值误差  0.000 1毫米). 由于身

管内膛在同一截面处各方向径向的烧蚀磨损量呈现

非均匀、无规律特征, 故在四个方向径向测量内膛的

直径 ( ,  ), 如图 2(a) 所示. 将光栅测径

仪从炮口位置送入到特定截面位置 (炮口距,  ), 可
得四个径向的内膛直径 ( ), 如图 2(b) 所示. 结
合身管在各方向径向的初始内膛直径 ( ), 易知

各方向身管内膛的烧蚀磨损量, 记为

.
 
 

(a) 身管截面图

水平

垂直

第一象限第二象限

第三象限 第四象限

身管

(b) 光栅测径仪测量内膛直径剖面图

身管
  前
测杆

 光栅
传感器

 后
测杆

支撑
装置 放大器

图2   身管内膛直径测量示意图
 

为综合反映身管的内膛直径变化与内膛表面粗

糙度, 设计身管内膛在各方向的烧蚀磨损指标, 即轴

向烧蚀磨损率为

lim
tα→tβ

xι(tβ)− xι(tα)

tβ − tα
= lim

∆t→0

xι(tβ)− xι(tα)

∆t
=

x(1)
ι (tβ).

需要注意的是, 若内膛直径与炮口距采用相同

的物理单位, 则轴向烧蚀磨损率为无量纲指标. 这为

身管烧蚀磨损之间的比较提供了极大的便利. 下文

中二者的物理单位均为毫米 (mm).
 

3.1    数据描述

在某型号坦克炮的实弹射击试验中 , 记录了

6组身管的内膛烧蚀磨损量
[43]. 由于测量环境和工作

条件的限制, 测量截面位置的分布有所差异. 对于

1号身管 , 记录了 41处截面的烧蚀磨损量 ; 对于

2–6号身管, 记录了 48处截面的烧蚀磨损量, 如图 3

所示. 在每个子图中, 从左至右分别为水平方向、垂

直方向、一三象限、二四象限的四个轴向的磨损状况.

分析测量截面位置知, 6组炮口距序列均是非等

间隔分布的, 如 100 mm与 200 mm的间隔为 100 mm,

700 mm与 900 mm的间隔为 200 mm, 4000 mm与

4050 mm的间隔为 50 mm, 且 1号身管的炮口距序

列与 2–6号身管的炮口距序列是非对齐的. 执行算

法 1计算非等间隔、非对齐、多变量时间序列之间的
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泛函关联度. 随后, 以泛函关联度为相似性度量, 运

用自底向上的层次聚类方法
[44], 对身管进行聚类分

析以评估剩余性能.
 

3.2    参数设置与计算结果

r = 4 ω1 = ω2 = ω3 = ω4 =
1

4

分析实践问题的基本特征可设置算法 1的参数

如下: 由于烧蚀磨损量的物理单位相同, 为保持物理

可解释性将关联算子设为恒等算子; 每次测量 4个

方向径向的烧蚀磨损量且每个方向同等重要, 故分

量数为 且分量权重为 ;

p = 3

轴向烧蚀磨损率为一阶导函数 , 依据经验准则将

B样条基函数的次数设置为 .

ι = 1, w1 = 1

ρ 1− ρ

以身管 4个方向径向的轴向烧蚀磨损率为唯一

变量 (即 ), 执行算法 1可求解得到身

管的泛函关联度 ( )矩阵, 随后以 为个体间相

异性度量、平均链接为类簇间相异性度量, 输入层次

聚类方法, 得到身管的层次聚类结果, 如图 4所示.

{1, 4, 5, 6} {2} {3}

由图 4易知, 身管聚类的层次结构清晰明确, 聚
类簇数为 3或 4. 若将身管划分为 3类, 则聚类结果

为 ,  ,  , 且结合烧蚀磨损量的数值
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图3    身管内膛沿炮膛轴线的烧蚀磨损量与轴向烧蚀磨损率
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{3} ≻ {2} ≻ {1, 4, 5, 6}
{1, 5} {4, 6} {2}

{3} {3} ≻ {2} ≻
{1, 5} ≻ {4, 6}

大 小 容 易 判 定 ,  烧 蚀 磨 损 类 簇 间 序 关 系 为

. 若将身管划分为 4类, 则
基于烧蚀磨损率的聚类结果为 ,  ,  ,

, 且烧蚀磨损类簇间序关系为

.
结合图 3知, 4号与 6号身管在四个轴向的烧蚀

磨损率呈现相同的特征: 在 100 mm–3000 mm之间,
烧蚀磨损率基本维持在固定水平 , 在 3000  mm–
5150 mm之间, 烧蚀磨损率大幅度震荡. 二者具有相

似的几何特征, 故划分在同一聚类簇. 类似地, 1号

与 5号身管在四个轴向的烧蚀磨损率具有相似的几

何特征, 即在 100 mm–4800 mm之间基本维持在固

定水平, 在 4800 mm–5150 mm之间先小幅度震荡后在

5 150处达到最大值, 故二者划分为同一聚类簇. 

3.3    对比模型与结果分析

基于烧蚀磨损序列的特征, 删除有缺失的测量

截面对应的数据, 即仅选取测量位置对齐的烧蚀磨

损量, 可得身管在四个轴向的烧蚀磨损量对齐序列.
以欧氏距离为相异性度量, 对含有 4个分量的多变

量序列, 执行层次聚类算法, 结果如图 5(a) 所示.
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图5   基于身管烧蚀磨损量离散测量与连续函数的层次聚类谱系图
 

ι = 0 w0 = 1

此外, 类似于 3.2节, 以身管在四个轴向的烧蚀

磨损量函数为唯一变量 ( ,  ), 执行算法

1得到身管的泛函关联度矩阵, 随后执行层次关联聚

类算法, 结果如图 5(b) 所示.

{1, 4, 5, 6} {2} {3}
{3} ≻ {2} ≻ {1, 4, 5, 6}

{3} ≻ {2} ≻ {1, 4, 5} ≻ {6}
{3} ≻ {2} ≻ {1, 4} ≻

{5, 6}

由图 5知, 若将身管划分为 3类, 两种对比模型

的聚类结果相同, 均为 ,  ,  , 且类簇

间的烧蚀磨损序关系为 . 若

将身管划分为 4类, 则基于离散测量的聚类簇及序

关系为 ; 基于烧蚀磨损

量函数的聚类簇及序关系为

.

两对比模型均是基于烧蚀磨损量的方法, 所操

作的变量有相同的物理意义. 二者的聚类结果基本

相同, 与 3.2节基于烧蚀磨损率的聚类结果的区别

在 4号身管和 5号身管的类别划分上. 结合图 3知,

烧蚀磨损量函数和烧蚀磨损率函数在数值分布与波

动特征上, 均支撑基于烧蚀磨损率的聚类结果, 验证

了所提方法的优越性.

综上所述, 基于轴向烧蚀磨损率的身管聚类结

果准确性高、可解释性强, 表明烧蚀磨损率能够捕捉

烧蚀磨损量的微小变化, 具有高分辨特征. 这不仅证

实了关联度泛函拓展的理论优势, 也在实践上验证
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了该方法在复杂问题中的适用性与鲁棒性. 

4    总　结

本文解析了灰色关联度代数表达式的分析学基

础, 将灰色关联分析从有限维欧氏空间扩展到连续

函数空间, 揭示了灰色关联度的本质为连续函数空

间中双变量有界非线性泛函, 并设计了面向多变量

序列的高阶泛函拓展, 完备了灰色关联分析的数理

基础和方法框架体系.
相较于经典灰色关联度, 关联度泛函突破了要

求"序列等间隔分布、不含噪声和缺失值"的限制, 可
用于分析非对齐含噪序列间的关联性, 这极大地拓

宽了该方法的适用性和稳健性. 相较于经典相似性

度量, 如线性 Pearson相关系数、Spearman秩相关系

数等, 该方法的目标是测度序列本征函数曲线几何

形状之间的关联性, 且容易拓展到本征函数高阶导

函数的情景, 具有动态性、可物理解释和易拓展的优

点. 但是, 本征函数是关联度泛函的基础, 在运用插

值或光滑方法求解本征函数时, 会不可避免地涉及

基函数系数的求解 (即矩阵求逆运算), 这将增加该

方法的计算复杂度、降低其计算效率.
坦克炮身管性能评估结果表明, 所提方法能够

准确识别身管烧蚀磨损特征, 在适用范围、准确性、

可解释性等方面均优于对比模型, 为身管武器的智

能健康管理提供了定量分析工具. 需要指出的是, 本
文案例中的样本个数是相对较少的, 这是受限制于

限于经济成本、试验条件、传感技术、测量设备以及

作战任务不可中断等因素
[43]. 未来将借鉴纵向数据

分析思想, 对不同型号火炮的多根身管 (每根身管被

多次测量)进行聚类评估, 以增加身管样本数量, 进
一步增强结果的信度.

本研究仅在单变量和多变量序列两个维度展开,
并未涉及更为复杂的数据结构, 如空间数据与时空

数据. 未来的研究面向空间或时空数据, 采用高斯过

程回归近似高维度本征函数, 在所生成的希尔伯特

空间中探索灰色关联度的表征、性质、拓展及其在复

杂问题中的实践应用.
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