
嵌入自适应 ε 约束处理机制的多目标狼群算法

赵　嘉1, 2†，钟劲文1, 2，肖人彬3，李院民1，吴莉娟1, 2，刘东晓1，翁佳桥4

(1. 江西水利电力大学 信息工程学院，南昌 330099；
2.江西省水利大数据智能处理与预警技术产业技术工程化中心，南昌 330099；
3.华中科技大学 人工智能与自动化学院，武汉 430074；
4.江西省水生生物保护救助中心，南昌 330096)

摘　要: 针对求解约束多目标优化无法平衡目标优化和约束满足的同时兼顾种群多样性和收敛性的问题, 提出嵌

入自适应ε约束处理机制的多目标狼群算法. 首先, 通过自适应ε约束处理机制将种群进化过程划分为学习阶段

和探索阶段, 学习阶段利用少量可行解和信息优良的不可行解引导种群快速收敛, 探索阶段对收敛种群施加强约

束, 并利用非支配可行解扩散检索约束帕累托前沿, 以平衡收敛性、多样性和约束满足. 其次, 设计精英引导策略,
促进解在搜索空间中的均匀分布, 提高全局搜索能力. 最后, 引入差分进化更新机制, 通过二元锦标法筛选优势个

体并实施差分变异, 在保持多样性的同时加速进化. 在  20个约束多目标测试函数及焊接梁工程问题上的对比实

验表明, MOWPA-AE不仅在约束满足与目标优化的综合性能上表现优异, 也具备在实际工程优化问题中应用的

可行性与推广价值.
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Abstract: To address the problem that constrained multi-objective optimization cannot balance objective optimization
and constraint  satisfaction while maintaining population diversity and convergence,  this  study proposes a constrained
multi-objective  wolf  pack  algorithm  embedded  with  an  adaptive  epsilon  constraint  handling  mechanism  (MOWPA-
AE). Firstly, the adaptive constraint-handling mechanism divides the population evolution process into a learning stage
and  an  exploration  stage.  In  the  learning  stage,  a  small  number  of  feasible  solutions  and  high-quality  infeasible
solutions are used to guide the population toward rapid convergence. In the exploration stage, stronger constraints are
imposed  on  the  converged  population,  and  non-dominated  feasible  solutions  are  used  to  diffuse  and  search  for  the
constrained  Pareto  front,  thereby  balancing  convergence,  diversity,  and  constraint  satisfaction.  Secondly,  an  elite-
guided strategy is designed to promote a uniform distribution of solutions in the search space and enhance global search
capability. Finally, a differential evolution update mechanism is introduced, which selects superior individuals through
a  binary  tournament  and  performs  differential  mutation,  accelerating  evolution  while  maintaining  diversity.
Comparative experiments on 20 constrained multi-objective test  functions and the welded beam engineering problem
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demonstrate that MOWPA-AE not only exhibits excellent overall performance in constraint satisfaction and objective
optimization but also shows feasibility and potential for application in practical engineering optimization problems.
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constraint handling；elite guidance；differential evolution update mechanism；binary tournament

 

0    引　言

现实生活中的优化问题常涉及多个相互矛盾的

目标函数 , 这类问题被定义为多目标优化问题

(multi-objective  optimization  problem,  MOP)[1], 如污

水处理
[2]
过程需在处理效率与运行成本之间权衡,

物流调度
[3]
需同时优化运输时间与资源利用率, 能

源优化
[4]
则需兼顾能源效率与环境影响等. 但在实际

应用中, 这些问题还受到各种等式或不等式约束的

限制, 从而演化为约束多目标优化问题 (constrained
multi-objective optimization problem, CMOP), 如污水

处理需满足排放标准, 物流调度受配送时限和车辆

容量限制, 能源优化需保证供需平衡和设备安全. 在
求解 CMOP时, 需要同时兼顾解的收敛性、多样性

和可行性, 但约束条件显著增加了搜索难度, 成为跨

学科研究的热点.
进 化 算 法 (Constrained  Multi-Objective

Evolutionary Algorithm, CMOEA)[5] 受生物进化启发,
通过选择、交叉和变异等机制进行搜索, 因其强大的

全局寻优能力
[6], 成为求解 CMOP的有效方法. 相比

传统优化方法, 进化算法不依赖目标函数的连续性、

可导性或凸性, 能在非凸、高维、多峰及不确定搜索

空间中保持良好适应性. 然而, 在求解 CMOP 时, 进
化算法需同时兼顾种群多样性

[7]
和收敛性

[8]
的同时

满足约束, 为此学者提出了多种约束处理技术, 以实

现高效搜索.
常见的约束处理技术包括惩罚函数法

[9]
、约束

处理法
[10]
、约束支配法

[11]
和随机排序法

[12]. 惩罚函

数法通过在目标函数中加入约束惩罚将问题转为无

约束问题, 实现简单且通用, 但惩罚参数难以设定.
约束处理法引入动态阈值, 初期允许次可行解参与

搜索, 后期逐步收紧, 引导收敛, 但阈值设置不当可

能偏离优化目标. 约束支配法将约束违反视为额外

目标, 可行解优先, 有助于加快收敛并减少无效搜索,
但在可行域小或不连通时可能限制探索. 随机排序

法通过概率比较目标或约束值维持种群多样性, 但
随机性可能减缓收敛.

当前的约束多目标进化算法主要通过结合多目

标进化框架与约束处理机制解决约束多目标优化问

题. 基于此, 学者们提出了多种有效算法, 主要包括

多种群技术和多阶段技术. 多种群技术中, Li等[13]

提出 C-TAEA, 通过收敛性档案与多样性档案协同

优化, 实现目标与约束的平衡, 有效逼近约束帕累托

前沿. Tian等[14]
在此基础上提出 CCMO, 通过两个

种群分别进行约束检索和无约束检索. 多阶段技术

中, Fan等[15]
提出 PPS, 将进化分为无约束推进阶段

和约束牵引阶段. Liu等[16]
提出 ToP, 通过初始可行

解简化 CMOP并采用定制约束策略优化目标.
鉴于进化算法

[17]
在求解 CMOP的良好表现, 本

文引入狼群算法, 为约束多目标优化问题提供新的

求解方案. 狼群算法 (Wolf Pack Algorithm, WPA)[18]

由吴胜虎等在 2013年提出, 其通过模拟狼群在捕猎

过程中协作搜索行为实现高效寻优, 根据游走、召唤

和围攻行为在全局范围内动态调整个体位置, 实现

对目标区域的高效探索, 因其快速收敛和强适应性,
已被广泛应用于无线传感网络

[19]
、图像处理

[20]
、神经

网络
[21]
、电力系统

[22]
等各个邻域.

鉴于狼群算法在单目标优化中的良好表现, 研
究者开始将其扩展到多目标优化. 荀洪凯等

[23]
提出

多目标自适应并行狼群算法, 通过混合单链编码处

理离散与连续变量, 并利用自适应邻域搜索调节局

部与全局探索, 实现多目标解集并行优化. 陶翼飞

等
[24]

提出多目标启发式狼群算法, 将方向学习与加

工效率启发式规则结合, 构建双驱动的初始化策略.
上述方法采用编码解码模式, 因此仅适用于离散多

目标优化.
为解决连续优化问题, 根据狼群多种群共存的

生物习性, 赵嘉等
[25]

提出一种用于求解连续多目标

优化问题的多目标狼群算法——自适应分组和拥挤

距离更新的多目标狼群算法 (Multi-objective Wolf
Pack Algorithm based on Adaptive Grouping Strategy
and Crowding Distance,  MOWPA-AG). 该算法根据

支配关系将种群划分为子群, 各子群在头狼引导下

执行游走、召唤和围攻行为, 实现全局探索与局部开

发协同; 同时结合非支配等级和拥挤度筛选个体, 保
留潜力解, 引导种群向更优解集演化.

虽然MOWPA-AG在多目标优化中具有实现简

单、全局搜索能力强的优势, 但在约束多目标优化中

存在不足: 首先, 算法无法处理约束, 初始可行解较

少, 使约束帕累托前沿难以被有效搜索; 其次, 基于

拥挤距离的更新机制易在前期淘汰支配等级高但较

2 控 制 与 决 策 第x卷



拥挤的个体, 导致收敛缓慢, 后期又可能删除相邻拥

挤个体, 使种群多样性下降; 最后, 召唤和围攻行为

采用单一直线搜索, 进一步限制了种群多样性.
ε针对上述问题, 本文提出嵌入自适应 约束处理

机制的多目标狼群算法 (Multi-Objective Wolf Pack
Algorithm embedded with Adaptive Epsilon Constraint
Handling Mechanism, MOWPA-AE). 首先, 引入自适

应约束处理机制, 将进化过程划分为两个阶段: 第一

阶段侧重目标优化以加速收敛, 第二阶段侧重约束

满足以在可行域内搜索约束帕累托前沿, 从而平衡

目标优化与约束满足. 其次, 设计精英引导策略, 通
过双头狼引导种群均匀探索搜索空间, 提高搜索效

率. 最后, 引入差分进化更新机制, 利用非支配排序

筛选个体并进行差分进化, 确保优良个体得以保留

并加速进化. 多种策略协同作用, 使算法在兼顾约束

满足和目标优化的同时保持良好的多样性与收敛性. 

1    基础知识 

1.1    约束多目标优化问题

以最小化问题为例, 约束多目标优化问题数学

模型定义如下:
min F (x) = [f1(x), f2(x), . . . , fr(x)]

T

s.t. gi(x) ⩽ 0 (i = 1, 2, . . . , p)

hj(x) = 0 (j = 1, 2, . . . , q)

(1)

x n g(x) h(x) p

q

xA, xB ∈ Xn{
∀i = 1, 2, 3, . . . ,m : fi(A) ⩽ fi(B)

∃j = 1, 2, 3, . . . ,m : fj(A) < fi(B)

xA xB xA ≺ xB ¬∃x ∈ Xn

x ≺ x∗ x∗

其中,  表示 维的决策向量,  和 表示 个

不等式约束条件和 个等式约束条件, 对于任意两

个 决 策 向 量 ,  当 且 仅 当

成立时 , 称

支 配 ,  记 作 .  若 ,  使 得

成立, 则称 为非支配解.
(CV )

x

在约束优化中, 采用约束违背度 来反映一

个解是否违反约束或违反约束的程度, 对于任意一

个解 的约束违背度可表示为:

CV (x) =
p∑

i=1

max(0, gi(x)) +
q∑

j=1

max(0, |hj(x)|).

(2)

CV (x) = 0 x当且仅当 时, 决策向量 为可行解,
否则为不可行解. 

1.2    多目标狼群算法

多目标狼群优化算法
[25]

借鉴狼群社会分工机

制, 将狩猎过程建模为游走、召唤、围攻三个阶段. 该
算法采用自适应分群策略体现狼群多族群共生的生

物特性, 通过快速非支配排序将解集划分为若干子

群, 选取首层非支配解作为领导个体 (头狼)指导种

群迭代优化. 为保持种群的精英保留原则, 算法引入

基于拥挤密度的更新策略, 该机制通过计算解的分

布密度实施优胜劣汰选择, 从而加速算法收敛进程.
多目标狼群算法的规则和行为描述如下:

h

p(p = 1, 2, . . . , h)

i

(1)游走行为: 探狼通过气味浓度判断猎物方位:
若探狼浓度高于头狼则取代其位置; 否则向 个方向

移动一步记录浓度值. 向第 个方

向移动后探狼 的位置为:

xp
id = xid + stepd

a × sin(2π× p/h). (3)

stepd
a d xid

i d(d = 1, 2, . . . , D)

T > Tmax

其中,  为第 维空间的游走步长,  表示人工

狼 在第 维空间的位置. 将上述步

骤重复操作 , 择优更新位置直至满足取代条件或

.
i(2)召唤行为: 头狼召唤猛狼进行奔袭, 猛狼 的

位置更新为:

xk+1
id = xk

id + stepd
b · (gk

d − xk
id)/|gk

d − xk
id|. (4)

gk
d k d

xk
id k i d(d = 1, 2,

. . . , D) stepd
b d

其中,  为头狼第 次迭代在第 维空间中的位置,
表示在第 次迭代后人工狼 在第

维空间的位置,  为第 维空间的奔袭步

长, 前半部分表示当前猛狼的位置, 后半部分表示猛

狼向头狼靠近的一种趋势.
i Yi < Ylead

s dis < dnear

dnear

若猛狼 感知到的猎物气味浓度 , 继
续奔袭直到其与头狼 之间的距离 时转

入围攻行为, 其中 的公式为:

dnear =
1

D · ω
·

D∑
d=1

|maxd −mind|. (5)

D ω其中,  为待寻优的变量数,  为距离判定因子.

k + 1

(3)围攻行为: 当狼群转入围攻时, 头狼的位置

视为猎物的移动位置, 对于第 代狼群, 狼群的

围攻行为可用方程表示:

xk+1
id = xk

id + λ · stepd
c · |Gk

d − xk
id|. (6)

Gk
d d λ

[−1, 1] stepd
c d

其中 ,  表示猎物在第 维空间中的位置 ,  为

之间的随机数,  为第 维空间中的攻击

步长. 

ε2    嵌入自适应 约束处理机制的多目标狼

群算法

ε

为提升多目标狼群算法求解约束多目标优化问

题时的种群多样性和收敛性, 提出了嵌入自适应 约

束处理机制的多目标狼群算法 (MOWPA-AE).
MOWPA早期以游走和召唤行为为主, 具有较强探

索性, 但过早施加严格约束会限制种群扩展. 为此,
引入自适应约束机制, 在学习阶段使用较宽松阈值,
让轻度违约但信息优良的个体参与进化, 加强早期
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探索. 随着算法进入围攻主导的收敛阶段, 再逐步收

紧约束, 引导种群向可行帕累托前沿聚集, 实现约束

满足与收敛的协同. 此外, 传统 MOWPA由单一头

狼引导, 易导致搜索方向集中. 本文提出精英引导策

略, 由当前代与上一代头狼共同引导, 融入历史最优

信息, 一方面稳定围攻阶段方向, 另一方面避免单代

头狼波动引起的偏移, 实现收敛性与多样性的平衡.
最后, 引入差分进化算子作为局部扰动与结构保持

兼具的操作. 差分进化算子在精英邻域产生方向性

增量, 与围攻阶段局部开发契合; 通过交叉概率控制

触发频率, 在不破坏狼群结构的前提下增强演化动

力, 缓解MOWPA在复杂约束边界易停滞的问题. 

ε2.1    自适应 约束处理机制

ε

ε

多目标狼群算法在处理约束多目标优化时缺乏

有效的约束处理机制, 导致种群在约束前沿的多样

性和收敛性较差. 同时, 由于可行解比例低, 初始阶

段通过非支配排序选出的可行头狼较少, 影响头狼

引导进化的效果. 针对上述问题, 提出自适应 约束

处理机制, 将种群进化过程分为学习阶段和探索阶

段. 学习阶段通过自适应调节对约束与目标的偏好,
适当放宽可行性要求, 使携带有效信息的不可行解

与少量可行解共同参与进化, 引导种群快速向可行

域附近收敛, 侧重目标优化. 探索阶段对接近可行域

的种群施加强约束, 并利用学习阶段产生的可行解

作为核心, 引导种群向可行域内部扩散, 从而获得分

布性与收敛性更优的约束帕累托前沿, 侧重约束满

足. 通过双阶段模式引导种群进化以平衡目标优化

和约束满足. 自适应 的定义如下:ε(k) =
1

N

N∑
i=1

CV (i)× (1− k/Tc)
2
0 ⩽ k ⩽ Tc

ε(k) = 0 k > Tc

(7)

N CV (i) i

Tc

ε

ε

k = Tc

其中,  为种群大小,  为第 匹人工狼的约束

违背度,  为控制参数, 决定种群进入强约束的迭代

次数. 初始种群中可行解数量较少, 通过 约束并结

合可行性准则选取小于平均约束违背度的人工狼,
引导种群跨越不可行域, 加快种群收敛至可行域的

速度. 随着种群不断迭代, 可行解数量不断增加,  的

值逐渐减小, 种群从侧重收敛的学习阶段逐渐转变

为侧重约束满足的探索阶段, 当 时, 种群中多

数个体都为可行解, 此时, 通过非支配可行解引导种

群在可行域中检索约束帕累托前沿, 维持种群的多

样性.
Tc

Tc

为验证 在不同取值下算法的性能变化, 表 1
对其进行了敏感性分析 . 由表中不同 取值下

Tc

0.01kmax

Tc

0.2kmax 0.3kmax

Tc = 0.1kmax

Tc = 0.1kmax

MW1–MW5问题的 IGD结果可知 , 当 取值过小

(如 )时, 惩罚项快速衰减, 算法在早期即弱

化对不可行解的引导, 容易导致搜索不足, 从而在部

分问题上表现出较大的 IGD均值与波动; 而当 取

值较大 (如 和 )时, 惩罚作用持续时间

过长, 算法在较长阶段内受限于约束驱动, 削弱了对

帕累托前沿的精细搜索能力, 整体性能亦有所下降.
相比之下,  在 MW1-MW5测试问题上

取得了最小的 IGD均值, 同时标准差较小, 表现出较

好的稳定性与鲁棒性. 这表明该取值能够在进化过

程中有效平衡约束引导与目标优化, 既保证初期的

可行性收敛, 又有利于后期解集向帕累托前沿的逼

近. 因此, 本文选取 作为默认参数设置,
可以实现更优的寻优结果.
 
 

表1     不同取值下 MOWPA-AE 在 MW 测试问题的

IGD 值

问题 指标 kmax0.01 kmax0.1 kmax0.2 kmax0.3

MW1
mean 1.41e-02 1.95e-03 1.09e-01 5.91e-03

std 7.13e-03 2.37e-04 3.11e-01 4.19e-03

MW2
mean 2.91e-02 4.17e-03 3.51e-02 2.50e-02

std 1.36e-03 3.61e-05 3.45e-03 1.39e-03

MW3
mean 8.41e-03 6.61e-03 8.52e-03 8.44e-03

std 4.56e-04 4.53e-04 8.44e-04 1.64e-03

MW4
mean 5.29e-02 4.70e-02 5.64e-02 4.83e-02

std 9.48e-03 1.70e-03 8.35e-03 2.22e-03

MW5
mean 5.23e-03 1.66e-03 8.12e-03 6.85e-03

std 8.79e-04 6.06e-04 2.48e-04 1.46e-03
  

2.2    精英引导策略

多目标狼群算法通过自适应分组将种群划分为

多个子种群, 但各子种群中的人工狼在围攻和召唤

时均以单一路径逼近当前头狼, 使得种群过快收敛,
容易陷入局部最优. 为解决这一问题, 本文提出精英

引导策略. 由于上一代头狼相较其他个体具有更优

信息且易于记录, 因此采用上一代头狼与当前头狼

共同引导人工狼搜索, 使其在更均匀地探索整个空

间的同时避免陷入局部最优, 从而提升算法的全局

搜索能力. 引入精英引导策略后, 召唤行为的位置更

新公式如下:

xk+1
id = xk

id + ω1 · stepd
b ·

xk
lead − xk

id

|xk
lead − xk

id|
+ ω2·

stepd
b ·

xk−1
lead − xk

id

|xk−1
lead − xk

id|
. (8)

围攻行为的位置更新公式如下:

xk+1
id = xk

id + ω3 · λ · stepd
c · |xk

lead − xk
id|+ ω4·

λ · stepd
c · |xk−1

lead − xk
id|. (9)
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xk
lead xk−1

id

w1 = 0.5||xk
lead − xk

id|| w2 = 0.5||xk
elite − xk

id||
w3 = 0.5r||xk

lead − xk
id|| w4 = 0.5r||xk

elite − xk
id||

r = −2 ∗ rand+ 2

其中,  为当前种群的头狼,  为上一代种群的头

狼 ,  ,  ,

,  ,

, 其余变量含义与式 (3)(5)一致,
当前种群头狼的位置相较上一代头狼的位置大概率

较优, 以当前种群头狼的位置为主要引导方向.
w1 w2

w3 w4

r ∼ U(0, 2)

和 用于动态调节奔袭阶段个体的步长, 依
赖个体与当前头狼或精英解的欧氏距离自适应调整.
当个体距离指导解较远时步长增大, 有利于快速靠

近优质解; 当个体接近指导解时步长减小, 有利于局

部精细搜索, 在保证快速收敛的同时提高搜索效率.
和 用于动态调节围攻阶段个体的移动步长, 在

自适应基础上引入随机变量 , 在每次迭

代中具有随机性, 这不仅增加了个体移动方向和步

长的多样性, 还增强了全局搜索能力和种群多样性,
降低陷入局部最优的风险. 

2.3    差分进化更新机制

多目标狼群算法采用个体拥挤度对种群进行更

新, 算法前期, 非支配解的数量远小于种群规模, 种
群整体趋向于收敛, 通过拥挤距离更新种群导致支

配等级较优但拥挤度较差的优势个体被删除, 种群

收敛速度变慢. 算法后期, 种群大部分个体进化停滞

且接近真实前沿, 种群整体趋向于维护多样性, 通过

拥挤度淘汰个体导致相对拥挤的非支配解被成片删

除, 导致所求前沿出现空缺, 种群多样性较差. 如图 1
所示, 展示非支配解小于种群规模的更新方式, 以二

维空间中的三个子种群为例, 图 1(a)为待更新种群,
其中圆代表头狼, 三角形代表支配等级为 2的个体,
五角星代表支配等级为 3的个体, 非支配解数量小

于种群规模时, 头狼不参与更新, 其中三角形所代表

的支配等级为 2的个体相对于五角星所代表的支配

等级为 3的个体较为拥挤, 因此通过拥挤距离更新

种群导致支配等级为 2的优良个体被删除, 但实际

需要删除的个体为支配等级为 3的个体, 图 1(b)为
更新后的种群, 虽然种群分布性较好, 但种群收敛速

度变慢.
如图 2所示, 展示非支配解等于种群规模的更

新模式, 图 2(a)表示待更新种群, 虚线中的个体相对

种群中其他个体较为拥挤, 通过拥挤距离更新之后

的种群如图 2(b)所示, 未淘汰的相邻个体之间分布

较为均匀, 但整体所求前沿出现大面积空缺, 种群整

体多样性较差.
 
 

(a)   待更新种群 (b)   更新后种群

图2   非支配解等于种群规模的更新模式
 

针对上述问题, 设计一种差分进化更新机制, 将
待更新种群中的个体通过二元锦标法进行两两对比,
将两个个体中的非支配个体保留, 通过二元锦标法

筛选一个与种群规模大小相等的种群 P, 将种群

P中的个体进行差分变异, 将变异后的个体与种群

P中的原个体进行对比, 保留较优的个体作为子代

进入下一次迭代, 保留种群优良信息. 其流程如下:
首先, 对待更新种群中的个体通过二元锦标法

进行两两对比, 将非支配个体保留, 生成与原种群规

模相同的新种群 P, 以保证优良信息的保留并增强

多样性. 相比标准差分进化机制直接从原种群随机

选择父代的做法, 本方法通过筛选非支配个体, 提高

了优良解在变异中的参与概率.
然后对种群 P中的个体进行差分变异, 即使在

交叉操作中随机数不满足条件而导致个体保持原位

置, 该策略并不会完全阻断种群演化, 而是通过控制

交叉发生的频率, 在搜索初期保留较多父代结构以

维持种群稳定性. 在随后的迭代过程中, 结合狼群算

法中的游走、召唤与围攻行为, 种群仍能获得充分扰

动与搜索动力, 从而有效避免陷入搜索停滞. 其种群

更新公式如下:

xk+1
id =

{
xk

id + F · (xk
rd − xk

sd) rand < CR

xk
id rand ⩾ CR

(10)

xk
rd xk

sd k

s、r ∈ [1, N ] CR = 1− k

kmax

[0, 1] F [0, 2]

其中,  和 为第 次迭代中的任意两匹人工狼,

其中 ,  , 为交叉概率, 取

值为 ,  为缩放因子, 取值为 , 其定义如下:

F = Fmin + rand(Fmax − Fmin). (11)

 

(a)   待更新种群 (b)   更新后种群

图1    非支配解小于种群规模的更新模式
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Fmin F Fmax F rand

(0, 1)

其中,  为 的最小值,  为 的最大值,  为

的随机数.
最后, 将变异向量与原个体进行比较, 保留较优

个体进入下一代, 实现自然选择. 

2.4    算法流程

将上述策略与多目标狼群算法进行结合, 形成

MOWPA-AE, 给出MOWPA-AE的算法流程.
Npop kmax

Tmax ω

输入: 种群规模 , 最大迭代次数 , 最大

游走次数 , 距离判定因子 .
输出: 约束帕累托最优解集.

N xi

i = 1, 2, . . . , N

步骤 1: 初始化种群. 随机生成 匹人工狼 ,
其中 , 对初始种群进行快速非支配排

序, 将非支配个体设为头狼引导种群寻优.
步骤 2: 约束处理. 通过式 (7)自适应调整约束

程度, 并据此将种群由学习阶段切换至探索阶段.
步骤 3: 游走行为. 按式 (3)更新种群位置, 若发

现更优解则更新头狼, 探索结束后进入召唤行为.

d < dnear

步骤 4: 召唤行为. 头狼按式 (8)引导种群以较

大步长向头狼迁移, 直到人工狼和头狼之间的距离

转入围攻.
步骤 5: 围攻行为. 以当前头狼为猎物目标, 全部

个体根据式 (9)向头狼逼近.
步骤 6: 群体更新机制. 结束三种智能行为之后,

通过式 (10)更新种群.

PF

步骤 7: 判断是否达到最大迭代次数, 达到则输

出约束 , 未达到则重复步骤 2~步骤 6. 

2.5    时间复杂度分析

N M

O(MN 2)

O(N)

O(N)

N O(MN logN)

O(N)

O(MN 2)

本节分析 MOWPA-AE算法的时间复杂度, 设
种群大小为 , 目标数为 , 多目标狼群算法通过非

支配排序筛选头狼, 其时间复杂度为 , 非支

配排序过程中对种群中的不可行解进行约束处理,
时间复杂度为 ; 在召唤和围攻行为中加入精英

引导策略, 通过头狼和上一代头狼共同引导人工狼

进行位置更新, 时间复杂度为 ; 差分进化更新

机制 , 通过二元锦标法两两对比选出种群规模为

的种群, 其时间复杂度为 , 将筛选

出的种群进行差分变异得到更新后的种群, 其时间

复杂度为 . 因此, MOWPA-AE与 MOWPA的

时间复杂度处在同一量级, 都近似为 . 

3    实验与结果分析 

3.1    与经典约束多目标优化算法进行对比

为测试 MOWPA-AE的性能 , 本文选取 20个
MW[26]

函 数 和 6个 DTLZ[27]
函 数 ,  其 中 MW8、

MW14和 DTLZ测试集优化问题目标数为 3, 其余

优化问题的目标数均为 2, MW函数的决策空间维

度均为 15, DTLZ1决策空间维度为 7, DTLZ3决策

空间维度为 12. 为评估MOWPA-AE算法的性能, 将
其与经典约束多目标优化算法 CMOEADDE[28]

、

CMOEAD[27]
、 ToP[16]、 PPS[15] 的 IGD(Inverted

Generation  Distance)[29] 值和 Hv(Hypervolume)[30] 值
进行比较, 如表 2和表 3所示, 各算法的参数设置按

照原文或相应文献给出. 为分析算法的综合性能, 采
用 IGD、Hv指标同步量化解的收敛精度与分布特

性. 在所有测试问题上, 统一设置种群规模为 100, 执
行 105 次适应度评估, 以确保不同方法在相同测试环

境下进行对比分析. 所有算法均独立运行 30次, 以
保证实验结果的可靠性.
 
 

表2     MOWPA-AE 与 4 种经典 CMOEAs 在 IGD 上的实

验结果

问题 指标 CMOEADDE CMOEAD ToP PPS MOWPA-AE

MW1
mean 2.65e-02 6.40e-03 1.99e-01 3.18e-03 1.95e-03

std 7.48e-02 8.48e-03 0.00e+00 3.83e-04 2.37e-04

MW2
mean 1.58e-01 2.24e-02 1.76e-01 1.58e-01 4.17e-03

std 9.03e-02 1.02e-02 1.23e-01 1.05e-01 3.61e-05

MW3
mean 5.16e-02 5.68e-03 5.34e-01 6.29e-03 6.61e-03

std 4.82e-04 7.46e-04 3.78e-01 5.76e-04 4.53e-04

MW4
mean 1.50e-01 4.17e-02 8.26e-01 5.82e-02 4.70e-02

std 1.39e-01 6.96e-04 0.00e+00 2.08e-03 1.70e-03

MW5
mean 5.29e-01 2.64e-02 9.45e-01 3.81e-01 1.66e-03

std 6.53e-02 1.36e-01 0.00e+00 3.66e-01 6.06e-04

MW6
mean 5.40e-01 1.86e-02 7.63e-01 5.94e-01 2.76e-03

std 3.60e-01 1.92e-02 3.73e-01 3.05e-01 3.21e-05

MW7
mean 2.05e-01 4.72e-03 7.39e-02 5.55e-03 5.34e-03

std 2.16e-03 8.63e-05 1.59e-01 3.96e-04 2.87e-04

MW8
mean 1.98e-01 5.11e-02 7.83e-01 1.77e-01 4.32e-02

std 8.16e-02 3.17e-03 3.12e-01 1.06e-01 2.60e-03

MW9
mean 7.00e-01 9.06e-03 1.03e-01 1.64e-01 1.37e-02

std 3.46e-02 2.86e-03 0.00e+00 2.66e-01 6.04e-03

MW10
mean 3.32e-01 8.92e-02 NaN 4.71e-01 6.68e-03

std 2.31e-01 1.72e-01 NaN 2.66e-01 1.37e-03

MW11
mean NaN 1.49e-01 6.98e-01 7.25e-03 6.30e-03

std NaN 2.78e-01 1.10e-01 2.52e-04 1.16e-04

MW12
mean 6.91e-01 4.82e-03 8.26e-01 7.06e-02 6.62e-03

std 9.09e-02 1.41e-04 2.09e-02 1.87e-01 9.03e-04

MW13
mean 6.45e-01 1.34e-01 7.63e-01 4.63e-01 1.19e-02

std 3.20e-01 2.48e-01 4.99e-01 3.19e-01 4.98e-04

MW14
mean 4.90e-01 2.12e-01 4.46e-01 1.47e-01 1.09e-01

std 8.94e-02 1.30e-03 4.04e-01 2.93e-02 1.01e-03

总排名 0 5 0 0 9

秩均值 4.107 1 1.857 1 4.642 9 2.964 3 1.428 6

最终排名 4 2 5 3 1
 

从表 2的 IGD结果可见 ,  MOWPA-AE在 MW
系列测试函数上整体表现最佳, 最终排名第 1, 并在

多数问题中同时获得较小的均值和标准差, 显示出
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更好的收敛精度与稳定性. 在MW1–MW4等可行域

狭窄的问题中, MOWPA-AE依然取得显著更低的

IGD, 这得益于其在进化早期适度放松约束, 使具有

潜在价值的不可行解参与搜索, 避免种群过早陷入

局部可行区域. 对于MW5–MW9这类约束与目标耦

合较强、前沿形态复杂的问题, MOWPA-AE在 IGD
均值与稳定性上优势更加明显 , 说明精英引导策

略通过结合当前与上一代头狼, 有效降低了单一精

英导致的搜索偏置, 使解集在帕累托前沿附近分布

更均匀. 在 MW10–MW14等难度较高的问题中, 部
分对比算法出现 NaN或较大波动 , 而  MOWPA-
AE仍保持稳定且较小的 IGD, 说明差分进化机制提

升了种群的扰动能力, 有助于在复杂约束和多峰前

沿附近获得更精细的逼近效果.
从表 3的 HV结果可见 ,  MOWPA-AE在 MW

系列测试函数上整体表现最佳, 最终排名第 1, 秩均

值最低, 表明其在解集覆盖范围和分布质量上具有

整体优势. 尽管在个别问题上未取得最大 HV值, 但
在大多数 MW测试函数中表现稳定, 标准差较小,
说明算法在不同运行中解集分布一致性较好 . 在
MW1–MW4等前沿形状复杂、可行域受限的问题

中, MOWPA-AE维持较高且稳定的 HV值, 显示其

在约束边界附近能够持续扩展解集覆盖范围. 对于

MW5–MW9这类目标与约束强耦合、前沿跨度变化

大的问题, 算法仍保持良好 HV水平, 表明精英引导

策略有助于沿帕累托前沿均衡扩展解集, 避免局部

集中. 在 MW10–MW14等高难度问题中, 部分对比

算法出现 NaN或 HV波动较大, 而 MOWPA-AE仍

获得稳定结果, 说明差分进化机制增强了种群扰动

和多样性维持能力, 使算法在复杂约束和多峰前沿

下生成覆盖范围广的非支配解集. 

3.2    与新近约束多目标优化算法进行对比

Tmax = 10

ω = 5 TC = 0.1kmax

为评估 MOWPA-AE算法的性能, 将 MOWPA-
AE与 BiCo[31]、 CMOEA_MS[32]、 TSTI[33]、 TriP[34]、
C3M[35]

、CMEGL[36]
、MOWPA-AG[25]

、MOEADCMT[37]

8种新近约束多目标优化算法进行比较, 对比算法参

数设置取自相应文献 ,  MOWPA-AE中 ,
,  . 为分析算法的综合性能, 采用

IGD、Hv指标同步量化解的收敛精度与分布特性.
对所有测试问题, 统一设置种群为 100, 执行 105 次
适应度评估, 确保不同方法在同等测试环境下进行

对比分析, 所有算法均独立运行 30次.
表 4展示了 MOWPA-AE与 8种新近约束进化

算法在 20个 CMOP所取得的 IGD均值 (Mean), 方
差 (Std), 其中包含占优次数 (total)、Frideman检验秩

均值 (rank)、综合性能排名 (final rank).
由表 4可见, MOWPA-AE在 20个测试函数上

的 IGD值优于其他算法 7次, CMOEA_MS为 3次,
TSTI、C3M、CMEGL、MOWPA-AG各 2次 ,  BiCo、
MOEADCMT各 1次, TriP为 0次. MOWPA-AE在

处理 MW类多离散可行域问题上表现突出, 能有效

找到分布在不同可行域的帕累托最优解, 搜索能力

强 . 相比之下 ,  BiCo、TriP和 MOEADCMT在 MW
测试问题上表现不佳. BiCo若主、存档种群进化不平

衡可能影响收敛, TriP若某个种群滞后或信息贡献

不足, 会降低整体优化效果, MOEADCMT若子任务

关联性不足, 协同优化可能导致种群陷入局部最优.
综合来看, MOWPA-AE优势明显. 对 9种算法 IGD
值的 Friedman检验显示 ,  MOWPA-AE秩平均值

最小, 其次为 CMEGL, 最差为MOWPA-AG, 进一步

验证了MOWPA-AE在求解问题上的综合性能最优.

 

表3     MOWPA-AE 与 4 种经典 CMOEAs 在 Hv 上的

实验结果

问题 指标 CMOEADDE CMOEAD ToP PPS MOWPA-AE

MW1
mean 4.63e-01 4.83e-01 2.79e-01 4.87e-01 4.89e-01

std 6.59e-02 1.02e-02 0.00e+00 1.22e-03 2.34e-04

MW2
mean 3.79e-01 5.50e-01 3.68e-01 3.86e-01 5.80e-01

std 9.67e-02 1.61e-02 1.26e-01 1.14e-01 4.36e-03

MW3
mean 5.35e-01 5.44e-01 2.02e-01 5.43e-01 5.41e-01

std 1.14e-03 5.13e-04 2.02e-01 8.26e-04 5.14e-04

MW4
mean 6.63e-01 8.41e-01 9.99e-02 8.11e-01 8.38e-01

std 1.54e-01 6.17e-04 0.00e+00 5.12e-03 4.51e-03

MW5
mean 1.67e-01 3.16e-01 0.00e+00 2.01e-01 3.23e-01

std 2.30e-02 4.25e-02 0.00e+00 1.12e-01 1.52e-03

MW6
mean 1.06e-01 3.06e-01 7.90e-02 8.58e-02 3.28e-01

std 8.79e-02 2.11e-02 7.56e-02 7.89e-02 9.71e-05

MW7
mean 3.41e-01 4.11e-01 3.64e-01 4.12e-01 4.10e-01

std 1.30e-03 1.36e-04 6.04e-02 1.33e-04 5.71e-04

MW8
mean 2.53e-01 5.32e-01 9.67e-02 3.02e-01 5.29e-01

std 1.07e-01 1.36e-04 1.20e-01 9.78e-02 8.60e-04

MW9
mean 0.00e+00 3.87e-01 3.02e-01 2.90e-01 3.82e-01

std 0.00e+00 1.50e-03 0.00e+00 1.52e-01 2.00e-03

MW10
mean 2.54e-01 3.93e-01 NaN 1.93e-01 4.51e-01

std 1.07e-01 8.66e-02 NaN 1.23e-01 5.62e-03

MW11
mean NaN 4.11e-01 2.70e-01 4.47e-01 4.48e-01

std NaN 7.04e-02 1.65e-02 1.53e-04 2.62e-04

MW12
mean 2.94e-02 6.05e-01 0.00e+00 5.43e-01 6.02e-01

std 3.77e-02 2.90e-04 0.00e+00 1.66e-01 8.10e-04

MW13
mean 2.22e-01 4.29e-01 2.21e-01 2.54e-01 4.75e-01

std 9.94e-02 4.49e-02 1.23e-01 1.02e-01 3.57e-04

MW14
mean 3.63e-01 4.43e-01 3.22e-01 4.45e-01 4.57e-01

std 2.13e-02 1.78e-03 1.65e-01 7.05e-03 1.61e-03

总排名 0 5 0 1 8

秩均值 4.076 9 1.923 1 4.692 3 2.846 2 1.461 5

最终排名 4 2 5 3 1
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这一优势主要得益于 MOWPA与三种关键机

制的协同优化. 游走行为在搜索初期探索 MW问题

中分布于多个离散可行域的潜在帕累托解, 召唤行

为强化优良搜索方向加快可行解积累, 围攻行为在

后期引导种群向帕累托前沿集中, 保证整体收敛精

度. 自适应约束机制通过早期放宽、后期收紧约束,

使优良不可行解参与搜索 , 有效缓解 MW与约束

DTLZ问题中可行解稀缺对性能的限制. 精英引导

策略通过当前与上一代头狼协同, 改善解集分布均

衡性; 差分进化机制增强个体间差异利用和局部扰

动能力, 提高跳出局部最优的概率. 上述机制协同作

用, 使 MOWPA-AE在 MW1–MW14及 C1_DTLZ3、

DC1_DTLZ3等复杂问题上获得更低、更稳定的

IGD值.

表 5展示了 MOWPA-AE和 8种新近约束进化

算法在 20个 CMOP所取得的 Hv均值 (Mean), 方

 

表4     MOWPA-AE 与 8 种新近 CMOEAs 在 IGD 上的实验结果

Problem 指标 BiCo CMOEA_MS TSTI TriP C3M CMEGL MOWPA-AG MOEADCMT MOWPA-AE

MW1
mean 2.04e-03 2.21e-03 1.64e-03 4.96e-03 1.86e-03 1.96e-03 6.63e-03 5.14e-02 1.95e-03

std 3.37e-04 1.45e-02 1.65e-04 3.44e-03 2.03e-03 2.10e-04 1.15e-03 1.44e-01 2.37e-04

MW2
mean 1.64e-02 2.09e-02 1.63e-02 1.68e-02 7.38e-02 1.81e-02 7.86e-03 7.93e-02 4.17e-03

std 6.30e-03 1.41e-02 9.29e-04 7.38e-03 1.08e-03 7.22e-03 9.98e-04 6.98e-02 3.61e-05

MW3
mean 8.02e-03 6.49e-03 6.62e-03 6.31e-03 5.60e-03 6.86e-03 3.93e-02 5.68e-03 6.61e-03

std 8.86e-03 1.67e-01 4.30e-02 3.98e-03 1.23e-04 5.07e-04 1.87e-03 4.85e-04 4.53e-04

MW4
mean 4.58e-02 4.19e-02 4.09e-02 5.20e-02 5.41e-02 4.33e-02 5.55e-02 4.31e-02 4.70e-02

std 2.33e-03 7.54e-04 2.70e-04 8.39e-04 1.86e-02 5.27e-04 3.23e-03 4.95e-04 1.70e-03

MW5
mean 1.08e-02 3.32e-02 2.84e-02 9.56e-03 1.37e-02 7.61e-03 1.53e-02 3.41e-02 1.66e-03

std 6.42e-03 9.42e-02 8.58e-02 3.57e-03 3.48e-03 2.67e-03 2.81e-03 1.67e-01 6.06e-04

MW6
mean 2.29e-02 2.29e-02 8.02e-03 2.98e-02 1.06e-01 1.82e-02 2.43e-02 2.41e-01 2.76e-03

std 1.82e-03 2.67e-02 1.79e-03 1.05e-02 2.21e-03 2.03e-03 4.52e-03 3.04e-01 3.21e-05

MW7
mean 8.19e-03 5.53e-02 6.12e-03 7.76e-03 6.09e-03 4.85e-03 8.90e-02 5.60e-03 5.34e-03

std 1.80e-03 2.25e-02 2.02e-02 1.44e-03 9.13e-04 5.29e-04 5.83e-03 5.15e-04 2.87e-04

MW8
mean 4.42e-02 6.25e-02 4.54e-02 4.66e-02 2.04e-02 4.42e-02 8.10e-02 7.13e-02 4.32e-02

std 1.43e-03 6.15e-03 1.43e-02 2.35e-03 4.00e-02 1.80e-03 7.43e-03 3.56e-02 2.60e-03

MW9
mean 9.19e-03 2.45e-02 1.12e-02 1.14e-02 7.06e-01 7.54e-02 3.71e-01 1.88e-01 1.37e-02

std 2.64e-03 2.18e-01 7.80e-02 4.35e-03 3.35e-02 2.15e-01 1.46e-01 3.08e-01 6.04e-03

MW10
mean 7.91e-02 1.04e-02 3.61e-02 2.10e-02 1.09e-01 2.97e-02 2.81e-02 2.96e-01 6.68e-03

std 5.80e-03 2.22e-03 2.86e-03 3.08e-02 2.37e-03 2.82e-02 4.56e-03 2.46e-01 1.37e-03

MW11
mean 6.35e-03 6.14e-03 7.13e-03 6.56e-03 6.88e-03 6.20e-03 2.88e-01 9.04e-03 6.30e-03

std 2.97e-02 1.96e-02 1.44e-04 1.54e-04 6.94e-04 1.52e-04 1.19e-02 1.12e-03 1.16e-04

MW12
mean 5.14e-03 5.44e-03 5.38e-03 7.25e-03 5.68e-03 4.93e-03 1.50e-01 9.90e-02 6.62e-03

std 1.52e-02 7.38e-02 2.67e-02 2.29e-03 3.68e-02 1.28e-04 6.68e-04 2.31e-01 9.03e-04

MW13
mean 7.99e-02 2.30e-01 5.73e-01 8.07e-02 1.80e-01 5.61e-02 6.09e-02 2.40e-01 1.19e-02

std 1.06e-02 7.57e-02 7.54e-02 2.68e-02 1.42e-02 4.18e-03 4.35e-03 2.37e-01 4.98e-04

MW14
mean 9.94e-02 2.57e-01 9.57e-02 1.18e-01 1.18e-01 1.06e-01 2.26e-01 1.11e-01 1.09e-01

std 1.02e-02 1.84e-02 1.21e-03 3.45e-03 6.93e-02 1.69e-03 1.04e-02 4.70e-02 1.01e-03

C1_DTLZ1
mean 2.03e-02 2.06e-02 2.31e-02 2.37e-02 2.14e-02 2.05e-02 2.22e-02 2.10e-02 1.99e-02

std 1.87e-04 2.12e-04 1.57e-02 4.88e-03 3.08e-04 1.42e-03 6.21e-03 1.41e-04 3.55e-04

C1_DTLZ3
mean 5.86e-01 5.30e-02 6.79e+00 1.58e-01 2.49e-01 9.97e-02 7.75e+00 6.05e-02 5.41e-02

std 2.02e+00 4.81e-04 4.05e+00 9.89e-02 3.78e-01 6.26e-02 1.44e+00 1.45e-02 7.28e-04

C2_DTLZ2
mean 4.27e-02 4.25e-02 4.25e-02 4.63e-02 4.92e-02 4.26e-02 4.24e-02 4.44e-02 4.46e-02

std 5.94e-04 5.36e-04 5.07e-04 7.34e-04 1.08e-03 5.39e-04 4.95e-04 5.66e-04 1.20e-03

C3_DTLZ4
mean 9.78e-02 6.81e-01 9.87e-02 1.12e-01 1.13e-01 9.76e-02 9.65e-02 1.76e-01 1.04e-01

std 1.44e-03 7.19e-02 1.66e-03 3.41e-03 3.23e-03 1.57e-03 1.41e-03 1.31e-02 1.60e-03

DC1_DTLZ1
mean 1.16e-02 1.87e-02 2.26e-02 2.11e-02 2.49e-02 1.23e-02 1.22e-02 1.14e-02 1.17e-02

std 1.08e-04 6.12e-03 9.93e-05 4.04e-02 7.42e-03 7.19e-04 8.84e-04 1.12e-04 2.02e-04

DC1_DTLZ3
mean 3.45e-02 7.64e-02 2.78e-01 1.01e-01 4.98e-01 6.79e-02 5.51e-02 3.83e-02 3.34e-02

std 5.24e-04 1.11e-01 1.67e-01 7.59e-02 4.55e-01 4.72e-02 8.13e-02 9.70e-03 6.62e-04

Total 1 3 2 0 2 2 2 1 7

Rank 4.100 0 5.150 0 4.825 0 5.775 0 6.175 0 3.625 0 6.250 0 6.150 0 2.950 0

Final rank 3 5 4 6 8 2 9 7 1
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差 (Std), 其中包含占优次数 (total)、Frideman检验秩

均值 (rank)、综合性能排名 (final rank). 由表 5可以看

出, MOWPA-AE在 20个 CMOP的 Hv值占优 9次,

AGEMOEA占优次数 7次, ARMOEA占优 2次, PPS

和 Trip各占优 1次, 其余算法均占优 0次. 通过表 5

中的 rank可看出 ,  MOWPA-AE的 Friedman秩均

值最大, 其次是 Trip, 最差的是 ToP, 此排序结果表明,

MOWPA-AE算法与其他 8种新近多目标算法对比,

求解问题的综合性能是最佳的 . 表明 MOWPA-

AE的自适应约束处理机制能动态平衡算法约束满

足与目标优化, 保证了 MOWPA-AE具有较好的寻

优效果.
 

3.3    策略有效性分析

为分析各个策略对算法性能的影响 , 将

MOWPA与各个策略分别结合进行测试. 表 6展示

了添加不同策略的算法在 MW系列测试函数的
 

表5     MOWPA-AE 与各个对比算法在 Hv 上的实验结果

Problem 指标 BiCo CMOEA_MS TSTI TriP C3M CMEGL MOWPA-AG MOEADCMT MOWPA-AE

MW1
mean 4.88e-01 4.73e-01 4.45e-01 4.74e-01 3.35e-01 4.88e-01 4.86e-01 4.50e-01 4.89e-01

std 4.54e-03 3.65e-02 8.32e-02 7.56e-02 2.07e-01 2.69e-04 2.12e-02 9.63e-02 2.34e-04

MW2
mean 5.65e-01 5.50e-01 5.49e-01 5.60e-01 4.55e-01 5.65e-01 5.29e-01 4.76e-01 5.80e-01

std 1.22e-02 1.54e-02 1.25e-02 1.14e-02 7.02e-02 9.72e-03 5.64e-02 7.98e-02 4.36e-03

MW3
mean 5.41e-01 5.43e-01 5.41e-01 5.43e-01 5.40e-01 5.43e-01 5.43e-01 5.44e-01 5.41e-01

std 1.50e-03 7.07e-04 1.28e-02 6.35e-04 1.18e-03 8.20e-04 4.67e-04 3.29e-04 5.14e-04

MW4
mean 8.39e-01 8.39e-01 8.41e-01 8.35e-01 5.72e-01 8.40e-01 8.42e-01 8.40e-01 8.38e-01

std 9.21e-04 8.19e-04 5.04e-04 1.26e-03 2.39e-01 7.36e-04 3.56e-04 5.19e-04 4.51e-03

MW5
mean 3.06e-01 3.06e-01 2.46e-01 3.17e-01 1.60e-01 3.22e-01 2.66e-01 3.12e-01 3.23e-01

std 4.97e-02 2.25e-02 9.27e-02 2.47e-02 1.11e-01 2.45e-03 4.26e-02 5.90e-02 1.52e-03

MW6
mean 3.17e-01 2.93e-01 2.71e-01 3.13e-01 1.21e-01 3.56e-01 2.14e-01 2.10e-01 3.28e-01

std 7.38e-02 2.47e-02 4.64e-02 1.15e-02 6.53e-02 1.75e-05 3.16e-02 8.88e-02 9.71e-05

MW7
mean 4.09e-01 4.06e-01 4.09e-01 4.12e-01 4.10e-01 4.11e-01 4.10e-01 4.11e-01 4.10e-01

std 1.36e-03 5.62e-03 3.70e-03 4.54e-04 9.57e-04 6.95e-04 1.60e-02 4.96e-04 5.71e-04

MW8
mean 5.45e-01 5.23e-01 5.23e-01 5.36e-01 3.28e-01 4.76e-01 4.93e-01 4.76e-01 5.29e-01

std 8.20e-04 2.11e-02 2.04e-02 9.61e-03 8.33e-02 6.76e-02 5.29e-02 6.76e-02 8.60e-04

MW9
mean 3.67e-01 1.88e-01 3.19e-01 3.90e-01 1.44e-01 3.52e-01 3.66e-01 2.90e-01 3.82e-01

std 7.01e-02 1.26e-01 1.46e-01 1.15e-03 1.73e-01 7.22e-02 1.01e-02 1.78e-01 2.00e-03

MW10
mean 4.21e-01 4.17e-01 3.91e-01 4.37e-01 2.10e-01 4.38e-01 3.37e-01 2.79e-01 4.51e-01

std 2.55e-02 2.66e-02 6.41e-02 1.37e-02 1.07e-01 2.35e-02 7.88e-02 1.18e-01 5.62e-03

MW11
mean 4.43e-01 4.44e-01 4.47e-01 4.47e-01 4.39e-01 4.47e-01 4.47e-01 4.42e-01 4.48e-01

std 2.10e-02 3.65e-03 6.52e-04 2.44e-04 3.30e-02 2.61e-04 3.17e-04 1.10e-02 2.62e-04

MW12
mean 6.04e-01 5.64e-01 5.24e-01 6.01e-01 1.83e-01 5.44e-01 6.05e-01 5.21e-01 6.02e-01

std 3.70e-02 1.09e-01 2.07e-01 9.15e-04 2.57e-01 1.84e-01 1.09e-04 1.98e-01 8.10e-04

MW13
mean 4.60e-01 4.06e-01 3.98e-01 4.58e-01 3.25e-01 4.59e-01 3.07e-01 3.57e-01 4.75e-01

std 1.32e-02 4.73e-02 4.65e-02 1.44e-02 6.81e-02 9.97e-03 1.11e-01 9.37e-02 3.57e-04

MW14
mean 4.63e-01 4.58e-01 4.70e-01 4.53e-01 3.37e-01 4.71e-01 4.17e-01 4.72e-01 4.57e-01

std 1.06e-02 1.11e-02 4.81e-03 2.85e-02 4.23e-02 9.44e-03 6.36e-02 8.44e-03 1.61e-03

C1_DTLZ1
mean 8.32e-01 8.30e-01 8.38e-01 8.13e-01 7.26e-01 8.41e-01 8.12e-01 8.40e-01 8.36e-01

std 5.77e-02 6.67e-03 5.77e-02 2.58e-02 1.80e-01 2.38e-04 2.64e-02 2.58e-04 4.51e-03

C1_DTLZ3
mean 2.70e-01 3.55e-01 2.63e-01 3.71e-01 8.56e-02 5.49e-01 1.32e-02 5.49e-01 5.57e-01

std 2.08e-01 2.51e-01 1.05e-01 1.49e-01 1.69e-01 3.07e-02 7.22e-02 3.07e-02 5.36e-04

C2_DTLZ2
mean 5.16e-01 5.17e-01 5.16e-01 5.11e-01 4.88e-01 5.12e-01 5.16e-01 5.12e-01 5.05e-01

std 1.39e-02 1.24e-04 1.94e-03 1.92e-03 3.29e-03 1.99e-03 1.24e-03 1.99e-03 6.64e-04

C3_DTLZ4
mean 7.87e-01 4.93e-01 7.88e-01 7.82e-01 7.77e-01 7.60e-01 7.89e-01 7.82e-01 7.82e-01

std 1.14e-01 5.38e-02 1.33e-02 1.69e-03 2.14e-03 5.39e-03 2.85e-04 3.19e-03 3.80e-04

DC1_DTLZ1
mean 6.27e-01 6.28e-01 6.26e-01 6.04e-01 9.12e-02 6.25e-01 6.27e-01 6.25e-01 6.26e-01

std 3.17e-02 7.85e-03 6.19e-03 9.58e-02 1.84e-01 1.65e-03 4.74e-03 1.65e-03 7.53e-05

DC1_DTLZ3
mean 4.54e-01 3.99e-01 3.14e-01 3.47e-01 4.34e-02 4.66e-01 6.28e-02 4.66e-01 4.71e-01

std 4.11e-02 8.05e-02 1.18e-01 1.25e-01 1.08e-01 1.49e-02 1.40e-01 1.49e-02 4.36e-04

Total 1 2 0 2 0 2 3 2 8

Rank 4.000 0 5.250 0 5.350 0 4.500 0 8.600 0 3.625 0 5.225 0 5.225 0 3.225 0

Final rank 3 7 8 4 9 2 5 6 1
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ε

ε

ε

IGD均值 (Mean), 方差 (Std), 其中加粗部分表示在该

CMOP上取得的最优解, 并统计 IGD值的 Frideman
检验秩均值 (rank)、各个算法综合性能排名 (Final
rank). 表中MOWPA+A1表示添加自适应 约束处理

机制的MOWPA, MOWPA+A1+A2表示添加自适应

约束处理机制和精英引导的 MOWPA, MOWPA+
A1+A3表示添加自适应 约束处理机制和差分进

化更新机制的 MOWPA. 由表 6可以看出 , 原始

MOWPA 因难以有效处理约束, 其 IGD表现较差; 加
入自适应约束处理机制后, 算法在 CMOP上的性能

得到显著提升. 在此基础上分别引入精英引导策略

和差分进化机制, 可进一步增强种群多样性与收敛

性. 综合最优解数量和性能排名来看, 结合自适应约

束处理、精英引导与差分进化三种机制的MOWPA-
AE能最大程度提升算法求解 CMOP 的能力.

为验证三种机制的协同效果, 图 3展示了算法

在不同 MW 测试问题上可行解比例随迭代的变化.
可见, 进化初期可行率由接近 0快速升高, 这主要得

益于 MOWPA 的游走与召唤行为及宽松约束策略,
使轻度违约但信息优良的个体参与进化, 加速种群

向可行域收敛. 随着迭代进行, 约束逐步收紧, 搜索

由全局转向局部围攻, 部分问题可行率出现短暂波

动, 反映阶段切换的即时影响, 但整体未出现持续下

降. 随后, 在严格约束下, 精英引导与差分进化持续

发挥作用, 通过非支配排序和拥挤距离调控可行解

分布, 使可行率迅速恢复并稳定在接近 1 的水平. 结
果表明三种机制在不同阶段形成互补, 保证了约束

满足、搜索稳定性及解集质量, 避免种群退化和可行

解丢失.
 
 

图3   可行解比例随迭代次数增加的演化曲线
  

4    MOWPA-AE 在实际约束多目标问题上

的应用

本文采用焊接梁 (Design  of  a  welded  beam)[35]

工程问题进一步验证 MOWPA-AE的性能, 该问题

需要在受剪应力、弯曲应力和屈曲载荷的约束下, 同
时优化成本和末端挠度两个目标, 如图 4所示, 为焊

接梁设计示意图.
 
 

图4   焊接梁设计示意图

 

表6     添加不同策略的算法在 IGD 上的实验结果

Problem
MOWPA
mean(std)

MOWPA+A1
mean(std)

MOWPA+A1+A2
mean(std)

MOWPA+A1+A3
mean(std)

MOWPA-AE
mean(std)

MW1 5.16e-1(5.91e-2) 2.56e-2(2.54e-3) 8.75e-3(5.62e-4) 7.86e-3(5.96e-4) 1.95e-3(2.37e-4)

MW2 1.15e-1(6.12e-2) 6.07e-2(4.32e-2) 9.56e-3(4.65e-5) 6.51e-3(3.91e-5) 4.17e-3(3.61e-5)

MW3 NaN(NaN) 5.17e-2(2.14e-3) 8.11e-3(6.66e-4) 7.11e-3(6.30e-4) 6.61e-3(4.53e-4)

MW4 NaN(NaN) 5.18e-1(6.03e-3) 8.77e-2(2.69e-3) 5.56e-2(2.13e-3) 4.70e-2(1.70e-3)

MW5 NaN(NaN) 1.25e-2(2.31e-3) 4.25e-3(7.86e-4) 3.68e-3(7.11e-4) 1.66e-3(6.06e-4)

MW6 6.28e-1(2.98e-2) 3.02e-2(3.62e-4) 5.69e-3(5.26e-5) 4.32e-3(4.39e-5) 2.76e-3(3.21e-5)

MW7 1.95e-1(1.60e-2) 2.03e-2(5.10e-4) 9.64e-3(4.87e-4) 7.58e-3(3.67e-4) 5.34e-3(2.87e-4)

MW8 1.04e+0(0.00e+0) 1.60e-1(7.36e-2) 8.92e-2(3.64e-3) 5.33e-2(3.15e-3) 4.32e-2(2.60e-3)

MW9 NaN(NaN) 7.16e-1(2.31e-2) 6.35e-2(9.37e-3) 3.26e-2(8.39e-3) 1.37e-2(6.04e-3)

MW10 1.70e-1(0.00e+0) 3.23e-2(6.21e-2) 9.21e-3(3.70e-3) 8.39e-3(2.20e-3) 6.68e-3(1.37e-3)

MW11 5.62e-1(0.00e+0) 4.62e-2(6.57e-3) 7.65e-3(3.54e-4) 6.64e-3(2.61e-4) 6.30e-3(1.16e-4)

MW12 NaN(NaN) 6.79e-2(1.11e-2) 8.53e-3(3.65e-3) 7.46e-3(1.23e-3) 6.62e-3(9.03e-4)

MW13 4.62e-1(1.22e-2) 2.50e-1(2.71e-3) 6.37e-2(6.95e-4) 5.24e-2(5.18e-4) 1.19e-2(4.98e-4)

MW14 NaN(NaN) 7.78e-1(3.16e-2) 6.50e-1(8.25e-3) 2.67e-1(6.93e-3) 1.09e-1(1.01e-3)

Total 0 0 0 0 14

rank 4.43 3.29 3.43 2.43 1.43

Final rank 5 4 3 2 1

10 控 制 与 决 策 第x卷



h

l t b x1 x2

x3 x4

该问题的变量为焊缝高度 ( )、夹紧棒材长度

( )、棒材高度 ( )和棒材厚度 ( ), 分别用 、 、

和 表示. 该问题是一个混合的、带约束的多目

标优化问题. 从数学上来讲, 该问题数学模型如下:

min f1(x) = 1.10471x2
1x2+

0.04811x3x4(14.0 + x2)f2(x) = δ(x)

Subject to τ(x)− τmax ⩽ 0

σ(x)− σmax ⩽ 0

x1 − x4 ⩽ 0

0.125− x1 ⩽ 0

P − PC(x) ⩽ 0

where τ(x) =

√
(τ ′)2 +

2τ ′τ ′′x2

2R
+ (τ ′′)2

τ ′ =
P√
2x1x2

τ ′′ =
MR

J

M = P (L+
x2

2
)

R =

√
x2

2

4
+ (

x1 + x3

2
)2

J = 2{x1x2√
2
[
x2

2

12
+ (

x1 + x3

2
)2]}

σ(x) =
6PL

x4x2
3

δ(x) =
4PL3

Ex4x3
3

PC(x) =
4.013

√
EGx2

2x
4
6

36
L2

(1− x3

2L

√
E

4G
)

(12)

x1 ∈ [0.125, 5] x2 ∈ [0.1, 10] x3 ∈ [0.1, 10]

x4 ∈ [0.125, 5] P = 6000lb L = 14in δmax =

0.25in E = 30× 106psi G = 12× 106psi τmax =

13600psi σmax = 30000psi

其中 ,  ,  ,  ,

,  ,  , 

,  ,  , 

,  .
通过 IGD指标评价MOWPA-AE求解焊接梁工

程问题的性能, 并与其他 8种约束多目标进化算法

进行对比, 为确保实验的公平性, 各算法在该实际问

题上独立运行 10次, 算法评估次数为 50 000次.
 

(a)   BiCo (b)   CMOEA_MS (c)   TSTI

(d)   TriP (e)   C3M (f)   CMEGL

(g)   MOWPA-AG (h)   MOEADCMT (i)   MOWPA-AE

图5    9 种算法在焊接梁问题中的帕累托前沿拟合图
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表 7展示了 MOWPA-AE与其他对比算法在该

实例问题上的 IGD均值 (mean)和方差 (std), 其中

最优的为 MOWPA-AE, 其次是 C3M、BiCo、TSTI、
CMEGL、TriP、MOWPA-AG、CMOEA_MS, 最差的

是 MOEADCMT. 图 5展示了 MOWPA-AE和其他

8种对比算法在焊接梁问题上的前沿拟合图 ,

MOWPA-AE获取的解较接近真实的约束帕累托前

沿. 表中的结果表明 MOWPA-AE在处理焊接梁工

程问题时的性能要优于其他 8种对比算法.
 
 

表7     MOWPA-AE 与 8 种算法在焊接梁问题的 IGD 结果

Problem BiCo CMOEA_MS TSTI TriP C3M CMEGL MOWPA-AG MOEADCMT MOWPA-AE

WeldedBeam
3.41E-02 7.69E-02 3.47E-02 4.39E-02 3.28E-02 3.75E-02 6.53E-02 3.345E-01 3.21E-02

3.83E-03 7.40E-03 6.17E-03 6.20E-03 6.46E-01 5.30E-03 2.18E-02 1.19E-01 8.53E-04
 
 

5    结　论

针对约束多目标优化中难以同时兼顾目标优

化、约束满足、种群多样性和收敛性的问题, 本文提

出嵌入自适应约束处理的多目标狼群算法. 首先, 引
入自适应约束机制, 将进化过程划分为学习阶段和

探索阶段: 学习阶段侧重快速收敛, 探索阶段侧重约

束满足, 引导种群在可行域内扩散检索约束前沿. 基
于此机制, 引入精英引导策略, 通过当前代与上一代

头狼矢量加权引导种群, 提升多样性并均匀分布搜

索空间. 同时设计差分进化更新机制, 通过两两对比

保留优势个体并进行差分变异, 实现收敛性与快速

进化兼顾. 将 MOWPA-AE与 8种新近约束多目标

优化算法在 20个 CMOP测试函数上进行比较, 并
从多项指标及 Frideman秩均值分析 , 结果显示

MOWPA-AE性能优越. 进一步, 将其应用于焊接梁

工程问题, 验证了算法的实际应用价值. 未来研究将

探索其在大规模约束优化及更多工程问题中的应用.
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