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摘　要: 针对一类非线性动态系统, 提出一种带有遗忘因子的递推最小二乘法与物理信息神经网络融合的非线性

智能建模方法, 实现了非线性系统的动态建模. 采用带有遗忘因子的递推最小二乘法对低阶线性模型的未知参数

进行辨识, 通过逐步更新模型参数, 有效应对非线性系统中的动态变化以及参数跳变的情况, 并根据数据信息逐

步修正模型, 提高精度. 在获得低阶线性模型的基础上, 引入物理信息神经网络对未建模动态未知增量进行估计.

将机理模型的部分先验知识作为约束条件嵌入物理信息神经网络中, 使神经网络能够快速收敛到最优解, 提高建

模精度. 该方法弥补了实际工业过程中数据样本不足或数据损坏的建模需求. 最后, 通过数值仿真对比实验验证

了所提方法的有效性.
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A nonlinear intelligent modeling method combining system identification
and physics-informed neural network
ZHANG Yi-nan，NIU Hong†
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Abstract: A nonlinear intelligent modeling method is proposed for a class of nonlinear dynamic systems, integrating
the recursive least  squares method with a forgetting factor  and a physical  information neural  network.  This approach
facilitates  the dynamic modeling of  nonlinear  systems.  The recursive least  squares method with a  forgetting factor  is
employed  to  identify  the  unknown  parameters  of  a  low-order  linear  model.  By  incrementally  updating  the  model
parameters,  the  method  effectively  addresses  dynamic  changes  and  parameter  jumps  within  the  nonlinear  system,
gradually refining the model based on data information to enhance accuracy. Following the establishment of the low-
order  linear  model,  a  physical  information  neural  network  is  utilized  to  estimate  the  unmodeled  dynamic  unknown
increment.  Prior  knowledge  of  the  mechanism  model  is  incorporated  as  constraint  conditions  within  the  physical
information neural network, allowing for rapid convergence to the optimal solution and improved modeling accuracy.
This  method  addresses  the  challenges  posed  by  insufficient  data  samples  or  data  corruption  in  actual  industrial
processes.  The  effectiveness  of  the  proposed  method  is  ultimately  validated  through  numerical  simulations  and
comparative experiments.
Keywords: physics-informed  neural  network； nonlinear  systems； unmodeled  dynamics； recursive  least  squares
method；deep learning；complex industrial processes

0    引　言

复杂系统往往呈现强非线性、机理不清等特性,
其精确数学模型的构建一直是一项极具挑战性的难

题. 常用的最小二乘法通过最小化估计误差的平方

和来确定模型参数. 极大似然估计法在给定一组观

测数据的情况下来估计模型参数
[1-4]. 文[5]

采用自回

归滑动平均模型来表征系统的非线性特性, 建立系

统的动态关系, 但易导致模型欠拟合或过拟合. 文[6]

提出核递推最小二乘法, 提升了系统的抗干扰能力.
这些传统的系统辨识建模方法通常需要依赖于一些

特定的假设, 如线性、高斯分布等, 但在实际应用中,
系统往往受到非线性、非高斯分布等不可控因素的
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影响, 这就导致辨识效果不佳. 同时, 传统建模方法

依赖于大量数据, 数据的数量及质量直接影响建模

精度.
文

[7]
系统阐述了机理建模、数据驱动建模及混

合建模三大建模方法, 明确指出融合系统辨识与深

度学习的混合建模框架在捕捉工业过程动态特性中

具备显著优势. 近年来, 随着计算机科学与技术的持

续革新, 系统辨识在原有辨识算法的基础上与机器

学习、深度学习等人工智能方法相融合, 使系统辨识

能够应对的辨识对象范围更大, 辨识精度更高. 文[8]

首次将神经网络用于系统辨识, 建立了能够较准确

描述非线性系统动态行为的智能模型 . 目前 ,
BP(back-propagation, BP)神经网络、长短时记忆网

络 (long  short  memory,  LSTM)以及循环神经网络

(recurrent neural network, RNN)等广泛应用于系统

辨识
[9-12]. 文[13]

提出一种交替辨识算法, 并在电熔镁

炉功率预报过程中验证了其有效性. 文[14]
则针对电

熔镁炉冶炼过程, 将系统辨识与深度学习相结合, 实
现了用电需量的高精度预报. 文[15]

提出了利用带有

遗忘因子的递推最小二乘法与随机配置网络相结合

的建模方法. 文[16]
设计了一种在线鲁棒自适应系统

辨识方法, 提高了监控精度. 文[17]
利用 FFRLS算法

在线精确估计锂电池电路模型中的时变参数. 文[18]

利用 RNN辨识非线性系统动态行为, 但传统 RNN
在处理慢动态系统时易出现梯度爆炸或梯度消失问

题, 导致辨识精度下降. 文[19]
融合系统辨识与 LSTM

的数字孪生建模法, 结合云边协同自校正控制策略,
突破了传统建模方法局限.

物理信息神经网络 (physics-informed  neural
network, PINN)将物理定律作为约束条件嵌入到神

经网络的损失函数中, 通过适当惩罚神经网络的损

失函数, 加强了模型对物理定律的遵循, 从而提高求

解微分方程的准确率和效率. 同时, 由于物理定律的

约束,PINN在较少数据或者数据有所缺失的情况下

同样可以获得良好结果. 文[20]
提出了基于 PINN的

深度稀疏回归网络, 采用隐式控制方程来校正神经

网络. 文[21]
通过引入放缩系数将动力学模型嵌入到

神经网络的损失函数中, 保证了网络输出与力学原

理的一致性. 文[22]
提出了一种基于 PINN的参数辨

识算法, 大幅减少数据量的需求. 文[23-25]
将非线性系

统拆分为低阶线性部分与未建模动态未知增量部分,
为复杂非线性系统的精确建模提供了新途径.

本文融合 FFRLS与 PINN进行智能建模. 首先

采集系统的输入输出数据, 通过 FFRLS算法辨识低

阶模型的未知参数, 再利用 PINN对非线性系统的

未建模动态未知增量进行估计, 将均方误差 (mean
squared error,MSE)作为先验知识嵌入 PINN的损失

函数中, 使模型不仅能够符合数据特征, 又能确保建

模过程与先验知识规律的一致性, 从而进一步提高

建模精度. 通过数值仿真对比实验, 验证了所提方法

的有效性. 

1    问题描述

一类复杂工业过程的动态模型可以描述为

y(k) = f [φ(k − d)]. (1)

φ(k − d) = [y(k − 1), . . . , y(k − nA), u(k−
d), . . . ,u(k − d− nB)]

T
f(·)

y(k) u(k) d ⩾ 1 nA

nB

其 中

为数据向量;   为非线性

函数;  、 为输出和输入;  为时滞;  、

为模型阶次.
将系统 (1)在原点 Taylor展开, 可得

ai =
∂f [φ(k − d)]

∂y(k − i)

∣∣∣
y=0,u=0

i = 1, . . . , nA

bj =
∂f [φ(k − d)]

∂u(k − j)

∣∣∣
y=0,u=0

j = 1, . . . , nB. (2)

d = 1与文
[13]

类似, 设  , 则系统 (1)可表示为

A(z−1)y(k + 1) = B(z−1)u(k)+

v[φ(k − 1)] + ∆v[φ(k)] (3)

其中

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + . . .+ anA

z−nA

B(z−1) = b0 + b1z
−1 + . . .+ bnB

z−nB (4)

v[φ(k)]

∆v[φ(k)]

 为高阶非线性函数, 称为未建模动态, 具体

表现为实际系统中未被低阶线性模型捕捉的高阶非

线性效应 、随机扰动 、时变特性等动态成分 ,
为其未知增量.

将上式等价表示为

y(k + 1) = −a1y(k)− a2y(k − 1)− . . .− b0u(k)+

b1u(k − 1) + . . .+ bnB
u(k − nnB

)+

v[φ(k − 1)] + ∆v[φ(k)] =

[y(k), . . . , y(k − nA + 1), u(k − 1), . . . ,

u[(k − nB)] · [−a1, . . .− anA
, b1, . . . bnB

]+

v[φ(k − 1)] + ∆v[φ(k)] =

φT (k)θ + v[φ(k − 1)] + ∆v[φ(k)] (5)

φT(k)θ φ(k)

θ

其中,  为系统低阶线性部分,  为数据向

量,  为待估参数向量, 即

φ(k)=[y(k), . . . , y(k − nA), u(k), . . . , u(k − nB)]
T

θ = [−a1,−a2, . . . ,−anA
, b0, . . . , bnB

]
T

 

2    低阶线性模型构建

在具有强非线性特征的系统建模问题中, 传统

递推最小二乘法无法精确捕捉其非线性关系, 旧数

据会淹没新数据的特征, 参数突变、噪声干扰等情况
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也会导致参数震荡. 因此, 本文引入 FFRLS算法对

系统低阶线性模型的未知参数进行辨识. 在辨识过

程中, 遗忘因子 会在赋予新数据更高权重的同时利

用指数衰减旧数据的权重, 迅速降低旧数据对模型

参数辨识的影响, 使模型能够更快速的收敛到新的

参数.
由式 (5)可知, 系统低阶线性部分的参数辨识方

程为

ȳ(k + 1) = φT (k)θ. (6)

ȳ(k + 1)其中,   为低阶模型的输出.
式 (6)对应的参数估计方程为

ˆ̄y(k + 1) = φT (k)θ̂(k). (7)

θ̂(k) = [−â1,−â2, . . . ,−ânA
, b̂0, . . . , b̂nB

]
T

ˆ̄y(k + 1)

θ̂(k) k θ

其 中 ,

 为 FFRLS算法辨识得到的模型输出 ,

为 时刻对 的估计值, 采用如下 FFRLS算法

进行估计

θ̂(k) = θ̂(k − 1) + K(k)[y(k)−
φT(k − 1)θ̂(k − 1)]

K(k) =
P(k − 1)φ(k)

λ+φT(k)P(k − 1)φ(k)

P(k) =
1

λ
[I− K(k)φT(k)]P(k − 1)

(8)

0.9 < λ < 1 K(k)

P(k) I P(k)

θ̂(0) P(0)

其中, 遗忘因子  ;   为预测误差的加

权矩阵;   为可逆的协方差矩阵;   为与 同

维的单位矩阵;   与   为参数的初值, 设置初

值为 {
θ̂(0) = ε

P (0) = αI

α (104 ∼ 1010) ε其中,   为充分大的正实数 ,   为零向

量或充分小的正实向量. 

3    PINN 非线性辨识方法

传统神经网络在没有先验知识的情况下, 只能

看作是黑箱模型中的一种经典类型, 并且传统的神

经网络训练往往需要大量数据, 这使得传统神经网

络建模的性能严重依赖于训练数据的数量以及质量.
而 PINN是一种将神经网络与先验知识相结合的网

络架构, 它利用了深度神经网络作为函数逼近器的

能力, 在无需预先假设或线性化处理系统的情况下

应对非线性问题. 由于 PINN中损失函数中的先验

知识是可视的, 通过调整这种损失函数及其权重, 能
够实现在少量样本数据或数据缺失的条件下更好的

应对非线性系统建模.
∆v[φ(k)] k ∆v[φ(k)]由于  未知, 需对   时刻的 

θ̂(k) ∆v[φ(k)]

∆v[φ(k)]

∆v̂[φ(k)] k

进行估计 . 利用 FFRLS算法获得参数的估计值

, 从而得到采用 PINN估计   的导师信

号, 再采用 PINN对  进行估计, 得到其估

计值  . 则  时刻 PINN导师信号为

∆v[φ(k)] = y(k+1)−φT (k)θ−v[φ(k−1)]. (9)

由式 (5)可知, 带有未建模动态未知增量的的参

数辨识方程为

∆v[φ(k)] = y(k+1)−φT (k)θ−v[φ(k−1)]. (10)

式 (11)对应的参数估计方程为

∆v̂[φ(k)] = ŷ(k+1)−φT (k)θ̂− v̂[φ(k−1)]. (11)

φ(k) ∆v[φ(k)]

∆v̂[φ(k + 1)]

利用数据向量   与导师信号   对
PINN进行训练与校正, 进而得到其下一时刻的估计

值  . 

3.1    网络架构设计

PINN网络架构如图 1 所示

在图 1中,PINN网络主要包含前向传播和反向

传播两个部分, 神经元分层排列, 由输入层、隐藏层

和输出层组成, 网络各层的参数由权重和偏置构成.
φ(k) = [y(k − 1), . . . ,

y(k − nA), u(k − 1), . . . , u(k − 1− nB)]
T φ(k)

1)输 入 层 的 输 入 为  
, 对

进行标准化处理

φscaled(k) =
φ(k)− µφ

σφ

. (12)

φscaled(k) µφ

σφ

其中,   为标准化数据向量,  为均值向量,
 为标量标准差

µφ = [µy, µy, . . . , µy︸ ︷︷ ︸
nA+1

, µu, µu, . . . , µu︸ ︷︷ ︸
nB+1

]
T

σφ =
√
(nA + 1)σ2

y + (nB + 1)σ2
u

(13)

µy y(k) µu

u(k) σ2
y y(k) σ2

u

u(k)

其中 ,  为输出序列 的均值 ,  为输入序列

的均值,  为输出序列 的方差,  为输入

序列 的方差.

µy =
1

N

N∑
n=1

y(n)

µu =
1

N

N∑
n=1

u(n)

σ2
y =

1

N

N∑
n=1

(y(n)− µy)
2

σ2
u =

1

N

N∑
n=1

(u(n)− µu)
2

(14)

2)隐藏层选择 3层全连接层, 每层 100个节点,
采用双曲正切 (tanh)激活函数.

第 1隐藏层的链接权值更新方式如下
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
Z1(k) =W1φscaled(k) + b1

H1(k) = tanh(Z1(k))

b1 ∈ R100

(15)

W1  为输入层到隐藏层的链接权重矩阵

W1 =

 w1
1,1 . . . w1

1,nA+nB+1

...
. . .

...
w1

100,1 . . . w1
100,nA+nB+1

 . (16)

b1  为偏置向量

b1 = [b11, . . . , b
1
100]

T
. (17)

Z1(k)为第 1隐藏层的加权输入矩阵

Z1(k) = [z1
1(k), . . . z

1
i (k), . . . , z

1
100(k)]

T
. (18)

z1
i (k) i其中,  为第 1隐藏层的第 个神经元加权输入

z1
i (k) =

nA+nB+1∑
j=1

w1
i,jφscaledj (k) + b1i ,

i = 1, . . . , 100, j = 1, . . . , nA + nB + 1. (19)

w1
i,j j

i H1(k)

其中,  表示输入层第 个神经元与第 1隐藏层的

第 个神经元之间的链接权重.\\  为第 1隐藏层

的神经元激活输出矩阵

H1(k) = [h1
1(k), . . . , h

1
i (k), . . . , h

1
100(k)]

T
. (20)

h1
i (k) i其中,  为第 1隐藏层的第 个神经元激活输出

h1
i (k) = tanh(z1

i (k)) =

tanh(
nA+nB+1∑

j=1

w1
i,jφscaledj (k)), i = 1, . . . , 100.

(21)

H1
d(k)为第 1隐藏层激活输出矩阵的丢弃层

H1
d(k) = Dropout(H1(k), p = 0.2) =

[h1
d,1(k), . . . , h

1
d,100(k)]

T
. (22)

h1
d,i(k) i其中,  为第 1隐藏层的第 个神经元激活输出

的丢弃输出

h1
d,i(k) = Dropout(h1

i (k), p = 0.2),

i = 1, . . . , 100. (23)

p其中,  为失活概率.

第 2、3隐藏层的链接权值更新方式如下
Zl(k) =WlHl−1

d (k) + bl

Hl(k) = tanh(Zl(k))

bl ∈ R100

, l = 2, 3 (24)

Wl = [W2,W3] l − 1 l为第 隐藏层到第 隐藏层之间

的链接权重矩阵

Wl =

 wl
1,1 . . . wl

1,100

...
. . .

...
wl

100,1 . . . wl
100,100

 , l = 2, 3 (25)

bl为偏置向量

b1 = [b11, . . . , b
1
100]

T
, l = 2, 3 (26)

Zl(k) l为第 隐藏层的神经元加权输入矩阵

Zl(k) = [zl
1(k), . . . , z

l
i(k), . . . , z

l
100(k)]

T
,

l = 2, 3, i = 1, . . . , 100. (27)

zl
i(k) l i其中,  为第 隐藏层第 个神经元输入

zl
i(k) =

100∑
j=1

wl
i,jh

l−1
d,i , l = 2, 3, i = 1, . . . , 100.

(28)

Hl(k) l为第 隐藏层神经元的激活输出矩阵

 

神经网络

输
入
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隐
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层
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层
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N
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out outW 、b

Δv(φ(k))˜

2L =     ∑(Δv [φ(k)]−Δv(φ(k)))error ture

N

k=1

−1N
^

Δv (k)=v[φ(k)]−v[φ(k−1)]ture

2L =     ∑ǁ[y (k)]−y(k)ǁphy PINN

N

k=1
−1N

y (k)=y(k+1)+∑Δv[φ(i)]PINN

k

i=k−d
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∆v[φ(k)]图1    PINN 估计 的结构
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Hl(k) = [hl
1(k), . . . , h

l
i(k), . . . , h

l
100(k)]

T
,

l = 2, 3, i = 1, . . . , 100. (29)

hl
i(k) l i其中,  为第 隐藏层的第 个神经元激活输出

hl
i(k) = tanh(zl

i(k)), l = 2, 3, i = 1, . . . , 100.
(30)

Hl
d(k) l为第 隐藏层激活输出矩阵的丢弃层

Hl
d(k) = [hl

d,1(k), . . . , h
l
d,100(k)]

T
, l = 2, 3. (31)

hl
d,i(k) l i其中,  为第 隐藏层第 个神经元激活输出的

丢弃输出

hl
d,i(k) = Dropout(hl

i(k), p = 0.2),

l = 2, 3, i = 1, . . . , 100. (32)

3)输出层选择 1个节点估计未建模动态未知增

量. 更新方式如下

∆v̂[φ(k)] =WoutH3
d(k) + bout. (33)

Wout其中,  为第 3隐藏层到输出层的链接权重矩阵

Wout = [wout
1 , . . . , wout

100]
T
. (34)

bout为偏置向量

bout = [bout1 , . . . , bout100]
T
. (35)

则式 (34)可表示为

∆v̂[φ(k)] =
100∑
i=1

W out
i h3

d,i + bouti . (36)
 

3.2    损失函数设计

k ∆v̂[φ(k)]

在利用 PINN求解方程时, 首先构建前向传播

神经网络逼近方程 (5)的隐藏解, 得到 时刻

的值, 然后利用 MSE构建物理约束条件, 并将该约

束条件转化为损失函数项. 网络损失函数在加入物

理约束项后的总损失函数可以表示为

Lloss = ωerrorLerror + ωphyLphy. (37)

数据拟合损失Lerror =
1

N

N∑
k=1

(∆vtrue(k)−∆v̂[φ(k)])
2

∆vtrue[φ(k)] = v[φ(k)]− v[φ(k − 1)]

(38)

物理约束损失
Lphy =

1

N

N∑
k=1

(yPINN(k)− y(k))
2

yPINN(k) = ŷ(k + 1) +
k∑

i=k−d

∆v̂[φ(i)]

(39)

Lloss Lerror

ωerror Lerror

Lphy

ωphy Lphy

其中,  为前向传播神经网络的损失函数; 
为估计值与真实值之间的误差;  为 的权

重;  为物理约束条件, 选择 MSE作为物理约束

条件函数;  为 的权重. 

3.3    训练算法与梯度计算
 

Wl3.3.1    总损失对权重 的梯度

∂Lloss

∂Wout
= ωerror

∂Lerror

∂Wout
+ ωphy

∂Lphy

∂Wout
. (40)

其中

∂Lerror

∂Wout
=

2

N

N∑
k=1

(∆v̂[φ(k)]−∆vtrue[φ(k)])·

(H3
d(k))

T

∂Lphy

∂Wout
=

2

N

N∑
k=1

(yPINN(k)− y(k)) · (H3
d(k))

T

(41)

∆v̂[φ(k)]−∆vtrue[φ(k)] = εk yPINN(k)− y(k)

= δk

令 , 

, 则式 (42)为
∂Lerror

∂Wout
=

2

N

N∑
k=1

εk · (H3
d(k))

T

∂Lphy

∂Wout
=

2

N

N∑
k=1

δk · (H3
d(k))

T

(42)

则总损失梯度为

∂Lloss

∂Wout
= ωerror ·

2

N

N∑
k=1

εk · (H3
d(k))

T
+

ωphy ·
2

N

N∑
k=1

δk · (H3
d(k))

T
. (43)

 

3.3.2    隐藏层反向传播

(l = 3)1)第 3隐藏层 更新方式如下

输出层对第 3层隐藏层的梯度

∂Lloss

∂H3
d(k)

= (Wout)
T
(ωerror

2

N
εk + ωphy

2

N
δk). (44)

通过激活函数的梯度

∂Lloss

∂Z3(k)
=

∂Lloss

∂H3
d(k)

⊙ (1− tanh2(Z3(k))). (45)

第 3隐藏层权重矩阵和偏置矩阵的梯度
∂Lloss

∂W3
=

∂Lloss

∂Z3(k)
· (H2

d(k))
T

∂Lloss

∂b3
=

∂Lloss

∂Z3(k)

(46)

(l = 2)2)第 2隐藏层 更新方式如下

第 3隐藏层对第 2隐藏层的梯度

∂Lloss

∂H2
d(k)

= (W3)
T ∂Lloss

∂Z3(k)
. (47)

通过激活函数的梯度

∂Lloss

∂Z2(k)
=

∂Lloss

∂H2
d(k)

⊙ (1− tanh2(Z2(k))). (48)

第 2隐藏层权重矩阵和偏置矩阵的梯度
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
∂Lloss

∂W2
=

∂Lloss

∂Z2(k)
· (H1

d(k))
T

∂Lloss

∂b2
=

∂Lloss

∂Z2(k)

(49)

(l = 1)3)第 1隐藏层 更新方式如下

第 2隐藏层对第 1隐藏层的梯度

∂Lloss

∂H1
d(k)

= (W2)
T ∂Lloss

∂Z2(k)
. (50)

通过激活函数的梯度

∂Lloss

∂Z1(k)
=

∂Lloss

∂H1
d(k)

⊙ (1− tanh2(Z1(k))). (51)

第 1隐藏层权重矩阵和偏置矩阵的梯度
∂Lloss

∂W1
=

∂Lloss

∂Z1(k)
·φ(k)T

∂Lloss

∂b1
=

∂Lloss

∂Z1(k)

(52)

 

3.3.3    Adma 优化器

采用 Adma优化器进行梯度下降算法, 利用反

向传播得到的梯度来调整网络参数.
l Wl通过反向传播得到第 层隐藏层的权重 的梯

度

gl =
∂Lloss

∂Wl
. (53)

gl l Wl其中,  为第 隐藏层权重 的梯度.
ml vl一阶矩估计 、二阶矩估计 更新方式为{

ml = β1 ·ml−1 + (1− β1) · gl

vl = β2 · vl−1 + (1− β2) · g2
l

(54)

β1 β2其中,  为一阶矩衰减率;  为二阶矩衰减率.
m̂l v̂l偏差校正 、 更新方式为

m̂l =
ml

1− βt
1

, v̂l =
vl

1− βt
2

. (55)

1− βt
1 t 1− βt

2 t

Wl

其中,  为 时刻的一阶矩衰减率;  为 时

刻的二阶矩衰减率. 参数 更新方式为

Wl ←Wl − ηl ·
m̂l√
v̂l + ε

. (56)

ε

η0 = 1 ηl = η0 · 0.995l

m0 = 0

β1 = 0.9 v0 = 0

β2 = 0.99 ε = 10−8

其中,  为无限小的正实数, 称为平滑项. 本文选定初

始学习率为 , 并用指数衰减: ;
初始一阶矩 (动量 )为 ; 一阶矩衰减率为

; 二阶矩 (自适应学习率)为 ; 二阶矩

衰减率为,  ; 平滑项为 . 

3.4    PINN 关键结构参数分析

为确定最优网络结构, 与文
[26]

类似, 分别选取隐

藏层为 2、3、4层, 节点数为 50、100、150个的组合

进行对比实验, 实验结果如表 1所示

由表 1可知 ,2层隐藏层 150个节点组合的

MAE值虽低, 但其MAE波动幅度达 12%, 泛化性较

差, 且 2层网络的容量相对有限, 易出现拟合不充分

问题;4层隐藏层结果训练精度最佳, 但网络复杂度

冗余, 存在过拟合风险, 且训练时间相较于 3层隐藏

层 100个节点增加 12%, 实时建模效率过低; 而 3层
隐藏层 100个节点的训练结果不仅其 MAE值满足

建模精度要求, 同时训练时间也符合工业场景的实

时性需求, 能够在拟合能力、泛化性能与计算效率之

间实现平衡, 故本文最终选择 3层隐藏层,100个节

点的网络结构. 

3.5    动态触发式交替辨识策略

e(k) > 10−3
∂Lloss

∂Wout
> 10−4

e(k) < 10−4
∂Lloss

∂Wout

< 10−5

采用交替辨识策略, 所提算法设定基础交替周

期为 5次, 即每完成 5次 FFRLS参数辨识, 触发一

次 PINN训练, 实时计算 FFRLS的参数辨识误差和

PINN损失函数变化率, 以调整交替周期, 实现自适

应优化. 若 或 , 则将交替

周期缩短至 3次 FFRLS迭代, 提升 PINN补偿频率,

快速修正线性模型偏差 ; 若 或

, 则将交替周期延长至 8次 FFRLS迭代, 避
免 PINN过度训练, 提高整体计算效率.

基于 FFRLS-PINN的交替辨识算法步骤如下:
θ(0) = [0, 0, 0, 0]

P(0) = 10I λ

step 1: 初始化FFRLS, 设置初值 、

以及遗忘因子 , 累计迭代次数 0, 输入

初始数据, 初始化 PINN, 搭建 3层隐藏层 100个节

点的网络结构, 初始化网络权重与偏置; 初始化交替

周期为 5.
k

θ̂(k)

step 2: 固定时间步 , 执行单次 FFRLS迭代. 计
算增益矩阵、参数辨识误差, 更新参数向量、协方差

矩阵; 累计 FFRLS迭代次数+1, 存储当前参数估计

值 .

∆v̂[φ(k)]

step 3: 判断累计迭代此时是否满足交替周期要

求, 若满足, 则执行 1 500轮 epoch训练, 输出未建模

动态位置增量估计值 .
step 4: 根据参数辨识误差和 PINN损失函数变

 

表1     不同网络结构性能评价

隐藏层层数 节点数 MAE 训练时间(s)

2 50 0.007 0 44.755 2

2 100 0.005 1 43.435 7

2 150 0.000 4 42.280 2

3 50 0.004 1 41.614 8

3 100 0.001 1 42.071 6

3 150 0.001 0 42.930 6

4 50 0.000 1 43.227 3

4 100 0.000 1 43.383 1

4 150 0.001 2 45.529 2
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化率更新交替周期.

yerror = y(k)− ŷ(k)

step 5: 融合 FFRLS的估计值与 PINN的估计值

得到系统整体输出估计值, 并计算系统整体估计误

差 .

e(k) < 10−3
∂Lloss

∂Wout
< 10−5

yerror <

10−5 k = k + 1

step 6: 若 、 且

, 迭代终止; 否则令 , 返回 Step2, 继续

迭代. 

4    数值仿真实验

为验证所提算法的有效性, 采用如下非线性系

统模型进行仿真实验

y(k) = 0.8y(k − 1)− 0.3y(k − 2) + 1.2u(k)+

0.2u(k − 1) + sin[u(k) + u(k − 1)+

y(k − 1) + y(k − 2)]−
u(k) + u(k − 1) + y(k − 1) + y(k − 2)

1 + u(k)
2
+ u(k − 1)

2
+ y(k − 1)

2
+ y(k − 2)

2+

ξ(k) .

系统高阶非线性项为

v[φ(k)] = sin[u(k) + u(k − 1)+

y(k − 1) + y(k − 2)]−
u(k) + u(k − 1) + y(k − 1) + y(k − 2)

1 + u(k)
2
+ u(k − 1)

2
+ y(k − 1)

2
+ y(k − 2)

2

φ(k) = [y(k), y(k − 1), u(k), u(k − 1)]
T

ξ
(
k
)数据向量为 ,

为白噪声.

θ̂(0) = [0, 0, 0, 0]T y(0) = 0 u(0) =

0 v[φ(k)] = 0 ξ(k) = 10−4

设置初值为 ,  , 

,  , 白噪声 .

λ = 1.0, 0.995, 0.99, 0.95, 0.9

λ = 1.0

为分析不同遗忘因子对估计结果的影响, 分别

选取    进行对比实验 ,
当    时 , 该算法退化为传统 RLS算法 . 以
MAE值作为指标验证算法有效性, 实验结果如图 2-
3及表 2所示
 
 

0

2

4

−2

6

A
m

p
li

tu
d

e

−4

Time Step 

100500 150 200

Input Signal uk

uk

u(k)图2   输入信号
 

u(k)

λ = 1.000

图 2为输入信号   , 实验结果表明 , 当

时 , 算法 MAE为 0.044 5, 旧数据的持续

干扰导致算法无法快速适配系统动态特性 ; 当

λ = 0.995

λ = 0.990

λ = 0.995 λ = 0.950 λ =

0.900

λ = 0.995

时 , 整体 MAE降至 0.049 2, 实现了新数

据动态跟踪能力与旧数据信息利用效率的最优平衡,

能快速响应系统动态变化; 当 时, 辨识精

度较 时略有下降 ; 当 与

时, 遗忘速度过快, 其 MAE进一步升高, 辨识

误差显著增大. 综上, 选取 为最优遗忘因

子进行仿真实验.

图 3为 FFRLS算法对低阶线性模型的参数估

计误差, 误差在 0附近小幅震荡, 表明辨识结果稳定

性较好, 验证了该算法的有效性.

为体现本文算法优势, 分别采用 LSTM、SCNs、
PC-BP、PINN进行仿真对比实验, 实验结果如图 4-
5及表 3所示
  

Estimated Output Comparison of  Four Algorithms
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y图4   采用四种算法估计结果
 

从图 4可以看出,LSTM算法虽能够保证多数时

刻估计方向的准确性, 但由于未建模动态未知增量

 

Iteration(Time Step 2 onwards) 
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图3    系统辨识误差

 

λ表2     不同 值 FFRLS 算法性能评价

λ遗忘因子  整体MAE 稳定后MAE

1.000 0.050 5 0.044 5

0.995 0.049 2 0.039 7

0.990 0.052 6 0.044 2

0.950 0.081 0 0.058 2

0.900 0.108 3 0.078 4
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未在训练数据中出现, 其泛化能力会急剧下降, 对超

出训练数据范围的动态难以准确预测, 在对未建模

动态未知增量进行估计时, 能力稍显逊色; SCNs算

法的估计值与真实值的变化趋势基本一致, 但拟合

效果稍显不足; PC-BP算法的估计方向与真实输出

高度一致, 但由于模型需要对物理约束进行线性化

处理, 对系统动态变化的精准捕捉能力稍显逊色;

PINN对系统整体的估计结果具有较高的精度, 其估

计值与真实值的拟合程度好.

图 5为四种算法的误差对比图, 从图中可以看

出 PINN的辨识结果误差平稳, 无明显震荡; LSTM

虽能捕捉部分系统特征, 但估计稳定性略显逊色;

SCNs的误差则剧烈波动, 且拟合精度不是很高; PC-

BP的估计误差虽无极端异常值, 但波动幅度大于

PINN, 在估计精度上稍显不足. 该结果表明 PINN的

有效性.

表 3通过三项核心误差指标的量化评估, 呈现

了四种算法的性能差异,PINN的综合性能最优, 与
真实值的拟合精度优异且稳定性强 ,  SCNs与 PC-
BP的表现相近, 二者具备一定的建模能力, 但仍然

存在优化空间.
为进一步说明本文所提方法在小样本场景下的

优势, 设置了分别为 100、200、500、1 000的 4组训

练数据量梯度, 测试数据量固定为 500样本, 各训练

数据样本下未建模动态未知增量的MSE与MAE如

表 4所示

由表 4可知, 当训练数据量从 100样本提升至

200样本时, MSE与 MAE出现一定程度的上升, 随
着训练数据量的增加, 拟合精度明显改善, 而当数据

量达到 500样本后, MSE与 MAE变化幅度显著减

小, 表明 PINN在小样本场景下已具备有效建模能

力, 模型已具备充分学习系统非线性动态特性的能

力. 

5    结　论

本文提出了一种 FFRLS与 PINN融合的智能建

模方法. 对低阶线性模型的未知参数采用 FFRLS算

法进行估计, 通过引入遗忘因子, 有效抑制了参数估

计过程中的震荡问题; 通过 PINN对未建模动态未

知增量进行估计, 从而构建了两者融合的智能估计

模型. 通过仿真对比实验, 结果表明了所提算法能够

有效提高对非线性系统的建模精度.
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