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摘　要: 针对不平衡多模态多目标优化的等效  Pareto 最优解集难以找全的问题, 提出一种排斥机制驱动的多阶

段多目标演化算法. 所提出算法将整个演化过程划分为  3个阶段, 并在不同阶段采用不同的环境选择方法, 以实

现在不同的演化阶段搜索不同等效  Pareto 最优解集的优化任务: 第  1阶段的环境选择方法仅考虑个体在目标空

间中的收敛性, 这使得种群能够快速收敛至最易找到的等效  Pareto 最优解集; 第  2阶段的环境选择方法采用基于

排斥机制的搜索策略, 该策略通过对靠近已找到的等效  Pareto 最优解集的个体进行自适应惩罚, 这有利于避免种

群对重复区域进行搜索和降低算法陷入单一等效  Pareto 最优解集的风险; 第  3阶段的环境选择方法通过同时兼

顾个体在目标空间和决策空间中的收敛性和多样性的方式对前两个阶段获得的等效  Pareto 最优解集进行微调,

以进一步提高算法的优化性. 实验研究结果表明: 所提出算法在相同函数评价次数条件下能够找到全部等效

Pareto 最优解集, 且与其他 7个同类算法相比, 其在目标空间和决策空间上的综合性能方面具有一定的优势.
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Abstract: To address the issue that it is difficult to fully find the equivalent Pareto optimal solution sets in imbalanced
multimodal  multi-objective  optimization,  this  paper  proposes  a  multi-stage  multi-objective  evolutionary  algorithm
driven by an exclusion mechanism. The algorithm divides the entire evolutionary process into three stages and adopts
different  environmental  selection  methods  in  each  stage,  thereby  realizing  the  optimization  task  of  searching  for
different  equivalent  Pareto  optimal  solution  sets  in  different  evolutionary  stages.  Specifically,  the  environmental
selection method in  the  first  stage  only  considers  the  convergence of  individuals  in  the  objective  space,  enabling the
population  to  quickly  converge  to  the  most  easily  found  equivalent  Pareto  optimal  solution  set.  The  environmental
selection method in the second stage employs a search strategy based on the exclusion mechanism, which adaptively
penalizes individuals close to the already found equivalent Pareto optimal solution sets. This helps avoid the population
from searching in duplicate regions and reduces the risk of the algorithm getting trapped in a single equivalent Pareto
optimal  solution  set.  The  environmental  selection  method  in  the  third  stage  fine-tunes  the  equivalent  Pareto  optimal
solution sets obtained in the first two stages by simultaneously considering the convergence and diversity of individuals
in both the objective space and decision space, so as to further improve the optimization performance of the algorithm.
Experimental  results  show that  the  proposed  algorithm can  find  all  equivalent  Pareto  optimal  solution  sets  under  the
condition of the same number of function evaluations, and compared with seven other similar algorithms, it has certain
advantages in terms of comprehensive performance in both the objective space and decision space.
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0    引　言

现实生活中经常遇到具有多个等效 Pareto最优

解的多目标问题, 这类问题通常被称为多模态多目

标优化问题 (Multi-modal Multi-objective Optimization
Problems,  MMOPs)[1]. 与传统 MOPs仅关注 Pareto
前沿的收敛性与多样性不同, MMOPs还需找到全部

的等效 Pareto最优解, 这对经典的进化多目标计算

范式提出新的挑战.
为应对这种挑战, 许多学者对 MMOPs展开研

究并提出各种基于小生境策略的多模态多目标进化

算 法 (Multi-modal  Multi-objective  Evolutionary
Algorithms, MMEAs). 例如, Zou等[2]

提出一种基于

动态小生境 Pareto支配的 MMEA, 该算法在进化前

期采用尺度较小的小生境来引导种群进行分散搜索,
而在进化的后期则采用尺度较大的小生境以加速种

群的收敛. Liang等[3]
提出一种基于物种的 MMEA,

该算法借鉴物种形成原理来划分子种群并利用差分

算法实现子种群的协同进化. Lin等[4]
提出一种基于

相似小生境的 MMEA, 该算法将种群划分为若干个

小生境并通过相似小生境之间的知识迁移来提高种

群的搜索能力. Yan等[5]
提出一种基于知识引导的

自适应动态多模态差分进化算法, 利用自组织映射

神经网络形成稳定的小生境. Li等[6]
提出一种结合

层级排序方法的 MMEA, 该算法能够根据决策者的

偏好, 同时找到 MMOPs的全局与局部帕累托前沿.
Qu等[7]

提出一种基于网格引导的粒子群优化器来

求解MMOPs, 该算法利用网格将决策空间划分为若

干个子区域, 以此来实现种群的分散搜索, 同时引入

外部存档策略来保留高质量个体. Yang等[8]
提出一

种带有分解策略的 MMEA, 该算法利用一组分布均

匀的参考向量集将决策空间划分为多个子空间, 并
限制个体仅在其关联的子区域内独立进化, 进而增

强了种群的多样性. Yue等[9]
提出一种基于邻域和

改进特殊拥挤距离的 MMEA, 该算法利用聚类方法

对种群进行划分, 并结合非支配排序和改进的拥挤

距离方法选出多样性较好的个体进入下一代. Liu等[10]

提出一种基于个体质量惩罚的 MMEA, 该算法根据

个体的强度和距离设计一种自适应的适应度调节机

制, 以此来增强种群的多样性. 李等
[11]

提出一种基于

分区搜索的MMEA框架, 该框架通过区间等分方法

将决策空间划分为若干个子区域, 降低算法搜索的

难度. 张等
[12]

提出一种兼顾种群在目标空间收敛性

和在决策空间多样性的 MMEA, 其中非支配解的存

档保留策略和参考向量关联策略分别用于增强目标

k

空间的收敛性和决策空间的多样性. 程等
[13]

提出一

种基于改进头脑风暴的 MMEA, 该算法利用 -均值

聚类和特殊拥挤距离平衡算法的收敛性与多样性.
此外, MMEAs还被应用于各种工程实践问题, 如无

人机三维路径规划
[14], 旅行商问题

[15], 多模态参数优

化
[16], 柔性作业车间调度

[17]
等. MMEAs更全面的描

述可参考文献 [18].
通过对 MMEAs代表性成果的讨论, 不难发现

该领域的研究主要聚焦在如何设计小生境技术来增

强种群在决策空间中的多样性, 而传统的进化多目

标环境选择策略则用来保证种群在目标空间上的收

敛性, 二者的有效结合则是实现算法高效求解的关

键. 目前的 MMEAs框架大多数遵循"收敛性第一、

多样性第二" 或"多样性第一、收敛性第二"的原则进

行设计. 前者的环境选择优先考虑种群在目标空间

上的收敛性, 再关注种群在决策空间上的多样性, 代
表性的算法如文献 [6]. 由于收敛速度过快, 这类算

法在演化的过程中容易丢失某些模态, 特别对于搜

索难度呈现显著差异的不平衡多模态多目标优化问

题. 后者的环境选择优先考虑种群在决策空间上的

多样性, 再关注种群在目标空间上的收敛性, 代表性

算法如文献 [10]. 虽然这类算法较好地解决了模态

容易丢失的问题, 但算法的收敛速度显著降低.
针对 MMEA在决策空间上的多样性和在目标

空间上的收敛性平衡难这一瓶颈, 本文设计一种面

向不平衡多模态多目标优化问题的多阶段 MMEA.
该算法在第一阶段采用个体支配强度的环境选择,
以引导种群快速收敛到某一模态; 在第二阶段设计

一种基于排斥机制的环境选择, 其目的是避免种群

重复搜索同一区域, 进而增加算法找到其它模态的

概率; 在第三阶段则利用双空间近邻的环境选择来

微调种群在决策空间的多样性和在目标空间上的收

敛性. 最后在一组不平衡多模态多目标优化问题测

试平台上验证了算法设计的有效性. 

1    多模态多目标优化问题

M F(x)不失一般性, 最小化 维向量函数 的数学

模型可表示为:

minF(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fM(x)),
s.t. x ∈ S. (1)

S =
D∏
i=1

[xlower
i , xupper

i ] D

xlower
i xupper

i xi

M

其中 : 搜索空间 为 维超矩

形,  和 分别为决策变量 的下界和上界,
为目标个数. 由于子目标之间存在相互冲突的特

性, 因此问题 (1)的最优解被定义成各个目标的折衷
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解, 这类解通常被称为 Pareto最优解. 下面给出相关

概念
[17]:

x∗

x ̸= x∗ ∀i ∈ {1, 2, . . . ,
M} fi(x) ⩽ fi(x∗) ∃j ∈ {1, 2, . . . ,M} fj(x) <

fj(x∗)

(a) Pareto最优解 : 称 是问题 (1)的 Pareto最
优解当且仅当不存在 , 使得

,  且 , 
.

x1, x2

x1, x2 F(x1) =

F(x2)

(b) 等效 Pareto最优解 : 称 为等效 Pareto
最优解当且仅当 为 Pareto最优解且

.
(c) Pareto最优解集与最优前沿: 所有 Pareto最

优解构成 Pareto最优解集 (Pareto-optimal  Set,  PS),
其在目标空间的象称为 Pareto前沿 (Pareto-optimal
Front, PF).

PS1,PS2

PS1,PS2 {F(PS1)}
= {F(PS2)}

(d) 等效 Pareto最优解集 (Equivalent  Pareto-
optimal Set,  EPS): 称 为等效 Pareto最优解

集当且仅当 为 Pareto最优解集且

.
(e) 多模态多目标优化问题: 称问题 (1)为多模态

多目标优化问题当且仅当存在等效 Pareto最优解集.
上述相关概念的可视化可进一步参见图 1.

 
 

�1

�2

0

�2
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EPS1

EPS2

PF

图1   多模态多目标问题示意图
  

2    研究动机

文献 [10]提出一类特殊的 MMOPs: 不平衡多

模态多目标问题, 此类问题最突出的特征是不同等

效 PSs的搜索难度差异显著, 这对MMEA环境选择

的设计提出了新的挑战. 在本文中, 以文献 [10]中
的 IDMPM2T4问题为例来解释这一现象:

f1(x) = min(|x1 − 0.6|+ g1(x),
|x1 − 0.4|+ g2(x))

f2(x) = min(|x1 + 0.4|+ g1(x),
|x1 − 0.6|+ g2(x))

g1(x) = 100((x2 + 0.5)2−
cos(2π(x2 + 0.5)) + 1)

g2(x) = 100((x2 − 0.5)2−
cos(2πα(x2 − 0.5)) + 1)

(2)

α

α

其中: 参数 为困难调节因子. 文献 [10]的研究结果

表明: 当 分别取 1和 4时, IDMPM2T4问题呈现基

本平衡和显著不平衡两种状态. 为可视化这一现象,
图 2给出其热力图. 由图 2(a)可清楚地看到, EPS1
和 EPS2附近的黄色区域面积基本相同, 因此 EPS1
和 EPS2的选择压力几乎一样, 而图 2(b)的 EPS1附
近的黄色区域面积远大于 EPS2附近的黄色区域面

积, 这使得 EPS1的选择压力明显大于 EPS2.
  

(a)   α = 1

(b)   α = 4

α = 1 α = 4图2   IDMPM2T4 问题在参数 和 情况下的热

力图

N = 60 FES = 18000

α = 1

α = 4

不妨假设种群包含 10个个体: a-j, 若采用"收敛

性第一、多样性第二"的环境选择方法, 对于图 2(a)
的情形, 最终存活到下一代的个体为 b, d, f, i, j. 由于

个体 b和 d在 EPS1附近 , 而个体 f,  i和 j在 EPS2
附近, 因此随着搜索的深入, "收敛性第一、多样性第

二 "的 MMOEA能以较大概率同时找到 EPS1和
EPS2; 而对于图 2(b)的情形, 最终存活到下一代的

个体为 a, b, c, d, e. 注意到这些个体均位于 EPS1的
附近, 因此算法很容易找到 EPS1, 而 EPS2将会被丢

弃. 为了进一步验证上述讨论, 图 3给出 DN-NSGAII
算法

[19]
在 IDMPM2T4问题上的模拟实验结果 (种

群规模:  , 终止条件:  ). 不难

看出 , 当 时 ,  DN-NSGAII算法能够同时找到

EPS1和 EPS2, 而当 时, DN-NSGAII算法只能

找到 EPS1.
解决不平衡多模态多目标问题的另一挑战是种

群的多样性需要更好的维护, 其主要原因是种群在

演化的过程中需要逐渐分散到各个 EPSs的周围, 否

第x期 段鑫绘 等: 排斥机制驱动的不平衡多模态多目标进化算法 3



则会引起部分 EPSs的丢失. 下面以"多样性第一、收

敛性第二 "的 EMO-DD算法
[8]
来说明上述现象 .

EMO-DD算法通过计算每个个体与权重向量的相似

性将种群划分成若干个子区域, 并对每一个子区域

进行独立的环境选择. 实验结果表明当种群规模设

置为 800时, 该算法能够较好地解决部分不平衡多

目标多模态问题. 然而我们通过实验发现当种群规

模减少到一定程度时 (例如 60), 该算法将会丢失部

分 EPSs (图 4). 这说明 EMO-DD算法对种群多样性

的维护很大程度上依赖于种群规模的设置, 其中较

大的种群规模增加了子区域的分散程度, 这有利于

提高算法找到全部 EPSs的概率, 反之亦然. 造成这

种现象的主要原因是 EMO-DD算法的子区域划分

方式只能确保子区域中的个体在目标空间中能够形

成小生境, 而在决策空间中这些个体可能位于不同

EPSs的周围 (类似于图 3的情形), 因此无法找到全

部的 EPSs.
为更好地解决上述两个挑战性的问题, 本文提

出一种排斥机制驱动的不平衡多模态多目标进化算

法 (Imbalanced  Multi-modal  Multi-objective
Evolutionary  Algorithm  Driven  by  Exclusion
Mechanism, IMMEA+EM). 与常规的多模态多目标

算法不同, 该算法将不同搜难度的 EPSs分不同阶段

进行求解, 以此避免多个 EPSs同时搜索而导致部分

模态丢失的问题. 

3    IMMEA+EM 算法 

3.1    算法框架

M

算法 1为 IMMEA+EM的总体框架. 该算法将

整个演化过程划分为三个阶段并在不同阶段采用不

同的环境选择方法, 以此实现在不同的演化阶段搜

索不同 EPSs任务. 具体地, 第一阶段首先利用差分

进化 (Differential Evolution, DE)[20] 生成种群 , 并采

用收敛性第一的环境选择方法来引导算法快速收敛

到容易搜索的 EPS. 第二阶段则设计一种基于排斥

机制的环境选择策略, 该策略通过对靠近已找到等

效 Pareto最优解集的个体进行自适应惩罚, 从而将

搜索方向引导至决策空间中未被充分探索的区域,
这将显著提高算法找到困难 EPSs的概率. 第三阶段

的环境选择则考虑同时兼顾收敛性和多样性的双

近邻环境选择策略, 该策略对前两阶段产生的个

体进行微调, 以进一步提升算法在目标空间和决策

空间上的综合性能.

　　Algorithm 1　IMMEA+EM算法

 

(a)   α = 1

(b)   α = 4

α = 1

α = 4

图3    DN-NSGAII 算法对 IDMPM2T4 问题在参数

和  情况下的模拟结果

 

(a)   α = 1

(b)   α = 4

α = 1

α = 4

图4    EMO-DD 算法对 IDMPM2T4 问题在参数

和 情况下的模拟结果
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N M

MaxFEs α β

　　1: 输入: 种群规模 , 目标个数 , 最大函数评估次数

, 参数 和 ;

PS,PF　　2: 输出:  .

P = {x1, x2, . . . , xN}　　3: 随机生成均匀分布的初始种群 ;

F(x1),F(x2), . . . ,

F(xN)

　　 4: 评价每个个体的目标函数值

;

FEs = N　　5: 置 ;

FEs ⩽ MaxFEs　　6: while   do
　　7:　%第一阶段

FEs ⩽ α ∗MaxFEs　　8:　while   do

O← DE_Operator(P)　　9:　　 ; %DE产生子代种群

Fitness← P ∪ O　　10: 　　 利用公式(3)评估 的适应度值;

P← Fitness　　11: 　　 根据 选出较好的一半种群;

FEs = FEs+N　　12: 　　 ;
　　13: 　end while

P1 ← P　　14: 　 ;

P←　　15: 　 重新初始化种群;

FEs = FEs+N　　16: 　 ;
　　17: 　%第二阶段

FEs ⩽ β ∗MaxFEs　　18: 　while   do

i = 1, 2, . . . , N　　19: 　　for   do

oi ← DE_Operator(P)　　20: 　　　 ; %DE产生子代

NM ← P oi M　　21: 　　　 从 中找出距离 的最近 个个体;

yr ← NM　　22: 　　　 从 中随机选择一个个体;

[Fitnessi,Fitnessr]←
oi yr

　　23: 　　　 利用公式(6)评估个体

和 的适应度值;

Fitnessr > Fitnessi　　24: 　　　if   then

yr ← oi　　25: 　　　　

　　26: 　　　end if
　　27: 　　end for

FEs = FEs+N　　28: 　　 ;
　　29: 　end while

P2 ← P　　30: 　 ;

P← P1 ∪ P2　　31: 　 ;

P← EnvironmentalSelection(P1 ∪ P2, N)　　32: 　 ;

FEs ⩽ MaxFEs　　33: 　while   do

O← DE_Operator(P)　　34: 　　 ; %DE产生子代种群

P← EnvironmentalSelection(P ∪ O, N)　　35: 　　 ;

FEs = FEs+N　　36: 　　 ;
　　37: 　end while
　　38: end while

PS← P　　39:  找出 中的非支配解集;

PF← F(PS)　　40:  .
 

3.2    基于个体支配强度的环境选择策略

为引导种群快速逼近易于收敛的 EPS, IMMEA+

EM算法在演化的第一阶段采用基于支配强度的适

应度评估方法:

Fitness(x) =
∑

y∈P1∪O1,y≺x

S(y). (3)

S(y) = |{x ∈ P1|y ≺ x}| y

P1 O1

P1 ∪ O1

其中:  表示个体 在父代种

群 和子代种群 中的支配强度. 该评估方法通过

量化个体的被支配程度, 从复合种群 中选出

收敛性较好的一半个体进入下一代. 与 SPEA2算法
[21]

的适应度评估方法相比, 这里忽略了个体的多样性,
其目的是加快 IMMEA+EM算法收敛到容易探索的

EPS. 图 5(a)的模拟结果进一步证实 IMMEA+
EM算法在第一阶段能快速收敛到 IDMPM2T4问题

左下方的 EPS. 

3.3    基于排斥机制的环境选择策略

P1

EPS1

P1 y

y P1

x ξ = ∥x− y∥ r

ξ ⩽ r y

由于第一阶段的种群 已收敛到容易找到的

附近, 因此算法在第二阶段的主要任务是通过

排斥种群 周围的新个体 来搜索其它区域的

EPSs. 排斥方法是通过计算新个体 与种群 中的

个体 的距离 , 再与排斥半径 进行比较.
若 , 则对个体 进行惩罚, 否则不惩罚. 具体的

惩罚函数描述如下:

ζr(ξ) =

− |erf(
ξ

10
)|−1, ξ ⩽ r;

1, 其它.
. (4)

erf(x) =
2√
π

w x

0
e−t2dt

(−1, 1)

其中:  为误差函数, 其值域为

.
P1

r

r

P1 EPS3

P1 EPS2

r

考虑到需要探索的 EPSs距离种群 各不相同,
这里采用动态调节排斥半径 来控制个体的分布. 结
合图 6可见, 排斥半径 越大, 越有利于个体探索距

离种群 较远的 , 反之有利于个体探索距离种

群 较近的 . 为了能够兼顾各种情形, 这里采

用线性递减的方式来调节排斥半径 :

r = rmin + (1− FEs

MaxFEs
)× (rmax − rmin) (5)

FEs MaxFEs

rmin rmax

其中:  表示当前函数评估次数,  表示

最大函数评估次数,  和 为两个参数, 本文分别

设置为 0.01和 0.5.
通过结合收敛性度量和罚函数, 可定义新的适

应度函数:

Fitness(x) = C(x)× ζr(ξ) (6)

C(x) = −
∑

y∈P2\{x}

e−max1⩽i⩽M{fi(y)−fi(x)}/0.05

x

M

其中 :  为

个体 的收敛性度量
[22]. 在环境选择过程中, 新产生

的个体需要与距离其最近的 个父代个体进行比较

适应度值, 适应度值更优的个体将存活到下一代.
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图 5(b)的模拟结果展示了 IMMEA+EM算法的排斥

过程. 

3.4    基于双近邻拥挤距离的环境选择策略

P1 P2

P2

P1 ∪ P2

P

O P ∪ O

由于前两个阶段的环境选择策略并未考虑种群

的多样性, 因此种群 和 的分布不会非常均匀.
此外, 考虑到 是用于搜索多个模态的种群, 在计算

资源相对有限的情况下, 其中部分个体的收敛性仍

需进一步提高. 有鉴于此, 这里从 中选出一

部分非支配解 , 并对其进行差分进化产生新种群

, 最后利用非支配分层排序方法从 中筛选出

更高质量的后代种群.

x

M

与传统多目标进化算法仅考虑临界层种群在目

标空间上的拥挤距离不同, MMEA需要同时兼顾临

界层种群在目标空间和决策空间上的拥挤距离. 为
此, 临界层的个体 可通过其在目标空间和决策空间

上的 近邻距离之和来表示, 具体描述如下
[23]:

CD(x) =
1

1 +

M∑
i=1

dobj
x,i

dobj
mean

+

M∑
i=1

ddec
x,i

ddec
mean

. (7)

dobj
mean ddec

mean

M

其中:  和 分别表示临界层种群中所有个

体在目标空间和决策空间上 近邻距离的平均值.
算法 2出给了上述环境选择策略的详细过程,

图 5(c)的模拟结果验证了该方法的有效性.

Algorithm 2　环境选择EnvironmentalSelection

P N　　1: 输入: 种群 , 截断参数 ;

P　　2: 输出:  .

F ← non− dominated− sort(P　　3:  );

A = ∅, i = 1　　4:  ;

|A|+ |Fi| < N　　5: while   do

A ← A∪ Fi, i = i+ 1　　6:　 ;

　　7: end while

|Fi| > N − |A|　　8: while   do

Fi　　9:　根据公式(7)计算 中每个个体的拥挤距离;

x←　　10: 　 挑出拥挤距离最小的个体;

Fi = Fi \ {x}　　11: 　 ;

　　12: end while

P← A∪Fi　　13:  ;
 

4    数值实验 

4.1    测试问题和对比算法

为合理评估 IMMEA+EM算法的性能, 本文采

用文献 [10]提出的 12个 IDMP基准测试问题 , 并

 

(a)

(b)

(c)

图5    IMMEA+EM 对 IDMPM2T4 问题的三阶段演化过

程模拟图

 

�2

�1

����

����

EPS2

EPS1

EPS3

图6    排斥半径动态调节示意图.
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与 CPDEA[10],  DNEA[23],  EMO_DD[8],  MMEAWI[24],
TriMoEATAR[25],  DN_NSGAII[19] 和 MMOEACAS[26]

等同类算法对比. 为比较公平, 所有算法公共参数均

与文献 [10]保持一致, 其它参数设置与原文献相同. 

4.2    性能评价指标

IGD+

IGDX

IGDM

为全面评价算法的性能, 本节采用三个常用的

评价指标: 目标空间上的逆世代距离
[27]
、决策

空间上的逆世代距离
[28]

和双空间上的逆世

代距离
[25], 分别来综合评估算法在目标空间

的收敛性与多样性, 在决策空间上的收敛性与多样

性以及双空间上的收敛性与多样性. 具体描述如下:

IGD+(PF, PF ∗) =

(
∑

y∗∈PF∗

d+(y∗, PF )2)1/2

|PF ∗|
. (8)

d+(y∗, PF ) = min
y∈PF

√√√√ M∑
i=1

(max{yi − y∗
i , 0})2

PF PF ∗

其中:  ,

为算法得到的 Pareto前沿 ,  为真实 Pareto
前沿.

IGDX(PS, PS∗) =

∑
x∈PS∗

d(x,PS)

|PS∗|
. (9)

d(x, PS) PS∗其中:  表示问题的真实 Pareto解集 中

x PS的点 到算法得到的 Pareto解集 的欧式距离.
IGDM(PS, PF ∗, PS∗) =∑
f∗
i ∈PF∗

∑
j∈1,.,ai

d(f ∗
i , x

∗
i,j, PS)

|PS∗|
. (10)

PS = {x1, x2, . . . , xN} PS∗ = {x∗
1,1, x

∗
1,2, x

∗
1,a1

,

x∗
2,1, . . . , x

∗
s,as
} ai PF ∗ i

d(f ∗
i , x

∗
i,j, PS) ={

dmax,如果PSi,j = ϕ;

min{dmax, ed(f
∗
i , PSi,j)},其它.

PSi,j = {xk : j

=argminl=1,...,ai
ed(x∗

i,j, xk), xk∈PS} ed(x∗
i,l, xk)

x∗
i,l xk dmax

其中:  , 
 ( 表示 上第 个点对应决策空

间 中 等 效 最 优 解 的 个 数 ), 

 

, 
为 和 之间的欧氏距离,  是用户自定义的参

数. 

4.3    实验结果比较

≈

表 1–表 3分别给出 8个算法的实验结果, 每个

问题的结果通过Wilcoxon秩和检验进行比较, 其中:
记号"+", "–", " "分别表示本文算法优于、劣于、类

似于其它算法且最优结果标黑. 所有问题的整体结

果则通过 Friedman检验进行比较, 表格的最后两行

分别为 Wilcoxon秩和检验的统计结果和 Friedman
检验的排名结果.

IGD+(1)  结果对比 : 根据表 1的 Wilcoxon秩
 

IGD+表1     8 种算法在 12 个 IDMPs 测试函数上运行 21 次得到的 均值 (标准差)

测试问题 DN_NSGAII EMO_DD MMEAWI DNEA TriMoEATAR MMOEACAS CPDEA IMMEA+EM

IDMPM2T1 ≈1.36E−03 ≈1.43E−03 ≈2.04E−03 ≈1.38E−03 1.25E−03+ ≈1.31E−03 ≈1.23E−03 1.10E−03

(6.06E−05) (1.51E−04) (3.18E−04) (8.07E−05) (1.50E−04) (1.65E−04) (1.00E−04) (9.87E−05)

IDMPM2T2 ≈1.32E−03 ≈1.32E−03 ≈2.05E−03 ≈1.33E−03 1.29E−03+ 1.27E−03+ ≈1.10E−03 1.01E−03

(8.05E−05) (1.01E−04) (2.63E−04) (9.28E−05) (1.62E−04) (1.23E−04) (6.36E−05) (8.21E−05)

IDMPM2T3 ≈1.39E−03 1.55E−03+ 1.97E−03+ ≈1.42E−03 1.28E−03+ 1.41E−03+ ≈1.22E−03 9.83E−04

(1.22E−04) (1.55E−04) (1.76E−04) (1.35E−04) (1.13E−04) (1.13E−04) (5.52E−05) (5.38E−05)

IDMPM2T4 ≈1.27E−03 ≈1.25E−03 ≈3.48E−03 ≈1.28E−03 1.26E−03+ 1.12E−03+ ≈1.18E−03 9.66E−04

(7.15E−05) (2.00E−04) (9.79E−04) (7.51E−05) (1.47E−04) (1.37E−04) (7.18E−05) (3.74E−05)

IDMPM3T1 ≈6.26E−03 ≈6.05E−03 ≈6.25E−03 ≈5.40E−03 8.83E−03+ 7.33E−03+ ≈4.84E−03 5.14E−03

(4.32E−04) (4.36E−04) (5.90E−04) (2.39E−04) (5.15E−04) (7.91E−04) (2.02E−04) (2.48E−04)

IDMPM3T2 ≈5.93E−03 ≈5.44E−03 6.04E−03+ ≈5.06E−03 8.74E−03+ 7.02E−03+ 4.49E−03– 4.62E−03

(3.24E−04) (2.19E−04) (4.59E−04) (2.05E−04) (5.42E−04) (8.36E−04) (1.21E−04) (1.75E−04)

IDMPM3T3 ≈6.11E−03 ≈6.14E−03 ≈6.71E−03 ≈5.21E−03 8.62E−03+ 8.13E−03+ ≈5.04E−03 4.87E−03

(3.20E−04) (9.14E−04) (8.69E−04) (1.69E−04) (7.07E−04) (7.26E−04) (1.30E−04) (1.36E−04)

IDMPM3T4 ≈5.93E−03 ≈5.85E−03 ≈5.72E−03 ≈4.72E−03 8.81E−03+ 6.43E−03+ ≈4.56E−03 4.50E−03

(3.21E−04) (6.01E−04) (3.99E−04) (1.92E−04) (5.29E−04) (1.34E−03) (1.68E−04) (1.34E−04)

IDMPM4T1 ≈7.20E−03 ≈7.52E−03 ≈7.17E−03 ≈5.58E−03 2.26E−02+ 1.44E−02+ ≈4.94E−03 7.18E−03

(2.00E−04) (9.54E−04) (6.62E−04) (1.64E−04) (1.16E−03) (3.67E−03) (3.92E−04) (3.28E−04)

IDMPM4T2 ≈5.93E−03 ≈7.03E−03 7.79E−03+ ≈5.16E−03 2.27E−02+ 1.22E−02+ ≈4.32E−03 5.01E−03

(4.25E−04) (9.91E−04) (1.05E−03) (5.63E−04) (1.34E−03) (5.40E−03) (1.46E−04) (4.47E−04)

IDMPM4T3 ≈6.05E−03 ≈8.96E−03 7.48E−03+ ≈5.86E−03 2.17E−02+ ≈1.02E−02 ≈4.69E−03 5.15E−03

(3.47E−04) (1.58E−03) (8.20E−04) (3.34E−04) (2.06E−03) (2.95E−03) (1.51E−04) (3.12E−04)

IDMPM4T4 ≈5.96E−03 ≈7.73E−03 7.13E−03+ ≈5.17E−03 2.25E−02+ 1.01E−02+ ≈4.19E−03 4.51E−03

(3.36E−04) (1.17E−03) (6.32E−04) (4.74E−04) (1.25E−03) (3.69E−03) (1.74E−04) (2.10E−04)

≈+ / – /  0 / 0 / 12 1 / 0 / 11 5 / 0 / 7 0 / 0 / 12 12 / 0 / 0 10 / 0 / 2 0 / 1 / 11 Base

Friedman排名 4.88 5.38 6.00 4.08 6.58 5.83 1.58 1.67
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IGDX表2     8 种算法在 12 个 IDMPs 测试函数上运行 21 次得到的 均值 (标准差)

测试问题 DN_NSGAII EMO_DD MMEAWI DNEA TriMoEATAR MMOEACAS CPDEA IMMEA+EM

IDMPM2T1 5.46E−01+ 2.27E−01+ 1.06E−01+ 4.82E−01+ 6.74E−01+ 1.85E−01+ 2.01E−03– 2.06E−03

(2.70E−01) (3.24E−01) (2.38E−01) (3.11E−01) (8.13E−05) (2.97E−01) (6.93E−05) (7.19E−04)

IDMPM2T2 5.14E−01+ 2.90E−01+ 1.40E−01+ 2.26E−01+ 6.74E−01+ 3.51E−01+ 2.08E−03+ 2.02E−03

(2.93E−01) (3.40E−01) (2.66E−01) (3.24E−01) (1.18E−04) (3.41E−01) (1.20E−04) (7.63E−05)

IDMPM2T3 3.54E−01+ 3.54E−02+ 1.39E−01+ 1.32E−01+ 6.75E−01+ 2.21E−01+ 2.96E−03– 4.54E−03

(3.44E−01) (1.46E−01) (2.66E−01) (2.73E−01) (3.24E−03) (3.16E−01) (2.34E−04) (6.06E−03)

IDMPM2T4 6.74E−01+ 5.14E−01+ 6.44E−01+ 5.78E−01+ 6.74E−01+ 5.40E−01+ 1.99E−03+ 1.91E−03

(3.38E−05) (2.92E−01) (1.40E−01) (2.41E−01) (7.53E−05) (2.67E−01) (7.53E−05) (1.08E−04)

IDMPM3T1 7.29E−01+ 1.43E−01+ 6.28E−02+ ≈5.12E−01 8.94E−01+ 2.62E−01+ 1.13E−02+ 1.12E−02

(2.55E−01) (1.46E−01) (9.85E−02) (3.08E−01) (2.16E−01) (2.22E−01) (1.66E−04) (1.62E−04)

IDMPM3T2 6.68E−01+ 1.91E−01+ 1.46E−01+ 3.46E−01+ 8.54E−01+ 2.15E−01+ ≈1.12E−02 1.11E−02

(2.47E−01) (1.37E−01) (1.96E−01) (1.62E−01) (2.27E−01) (1.90E−01) (1.94E−04) (2.26E−04)

IDMPM3T3 4.55E−01+ 1.64E−01+ 3.52E−01+ 1.06E−01+ 6.31E−01+ 1.68E−01+ 1.21E−02+ 1.16E−02

(2.88E−01) (2.27E−01) (2.07E−01) (1.23E−01) (2.80E−01) (2.51E−01) (2.11E−04) (2.10E−04)

IDMPM3T4 7.01E−01+ 3.48E−01+ 2.15E−01+ ≈3.23E−01 9.03E−01+ 4.78E−01+ ≈1.13E−02 1.10E−02

(2.86E−01) (1.94E−01) (2.76E−01) (2.72E−01) (1.60E−01) (3.07E−01) (1.74E−04) (1.71E−04)

IDMPM4T1 1.19E+00+ 4.40E−01+ 2.39E−01+ 1.09E+00+ 1.19E+00+ 1.02E+00+ 8.66E−03– 2.43E−02

(1.10E−03) (2.93E−01) (1.96E−01) (1.92E−01) (5.70E−04) (2.86E−01) (1.11E−04) (5.79E−02)

IDMPM4T2 9.86E−01+ 4.09E−01+ 6.16E−01+ 7.15E−01+ 1.13E+00+ 7.68E−01+ 3.40E−02+ 9.62E−03

(2.17E−01) (2.50E−01) (2.76E−01) (2.49E−01) (9.83E−02) (4.19E−01) (8.03E−02) (6.04E−04)

IDMPM4T3 7.48E−01+ 4.87E−01+ 6.31E−01+ 9.85E−02+ 9.76E−01+ 4.15E−01+ 9.89E−03+ 9.74E−03

(3.44E−01) (2.98E−01) (2.93E−01) (1.29E−01) (2.40E−01) (3.38E−01) (6.40E−04) (2.13E−04)

IDMPM4T4 1.09E+00+ 5.70E−01+ 3.42E−01+ ≈5.12E−01 1.13E+00+ 8.38E−01+ 2.15E−02+ 9.10E−03

(2.15E−01) (2.11E−01) (1.65E−01) (2.82E−01) (9.83E−02) (3.24E−01) (5.86E−02) (1.16E−04)

≈+ / – /  12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 9 / 0 / 3 12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 7 / 3 / 2 Base

Friedman排名 7.08 4.17 4.00 4.67 7.92 5.17 1.75 1.25

 

IGDM表3     8 种算法在 12 个 IDMPs 测试函数上运行 21 次得到的 均值 (标准差)

测试问题 DN_NSGAII EMO_DD MMEAWI DNEA TriMoEATAR MMOEACAS CPDEA IMMEA+EM
IDMPM2T1 4.11E−01+ 1.85E−01+ 1.44E−01+ 3.65E−01+ 5.04E−01+ 1.56E−01+ 1.43E−02– 1.47E−02

(1.97E−01) (2.31E−01) (1.61E−01) (2.26E−01) (5.45E−04) (2.26E−01) (5.48E−04) (5.12E−03)
IDMPM2T2 3.88E−01+ 2.25E−01+ 1.76E−01+ 1.79E−01+ 5.05E−01+ 2.71E−01+ 1.42E−02+ 1.33E−02

(2.14E−01) (2.48E−01) (1.81E−01) (2.36E−01) (5.69E−04) (2.50E−01) (7.65E−04) (2.88E−04)
IDMPM2T3 2.72E−01+ 4.34E−02+ 1.65E−01+ ≈1.10E−01 5.04E−01+ 1.80E−01+ ≈1.76E−02 2.93E−02

(2.49E−01) (1.06E−01) (1.74E−01) (1.96E−01) (3.66E−04) (2.35E−01) (1.70E−03) (3.94E−02)
IDMPM2T4 5.04E−01+ 3.90E−01+ 4.96E−01+ 4.34E−01+ 5.04E−01+ 4.11E−01+ 1.42E−02+ 1.35E−02

(2.27E−04) (2.09E−01) (6.18E−02) (1.75E−01) (5.15E−04) (1.96E−01) (5.46E−04) (7.52E−04)
IDMPM3T1 6.02E−01+ 2.27E−01+ 1.55E−01+ 4.55E−01+ 7.16E−01+ 3.44E−01+ ≈8.03E−02 8.06E−02

(1.43E−01) (1.22E−01) (8.22E−02) (2.08E−01) (1.18E−01) (1.49E−01) (1.29E−03) (1.27E−03)
IDMPM3T2 5.74E−01+ 2.66E−01+ 2.22E−01+ 3.55E−01+ 7.00E−01+ 3.02E−01+ 7.93E−02+ 7.86E−02

(1.39E−01) (1.14E−01) (1.41E−01) (1.01E−01) (1.16E−01) (1.48E−01) (1.30E−03) (1.78E−03)
IDMPM3T3 4.34E−01+ 2.74E−01+ 4.05E−01+ 1.64E−01+ 5.92E−01+ 2.72E−01+ 8.32E−02+ 7.97E−02

(1.91E−01) (1.44E−01) (1.14E−01) (1.10E−01) (1.79E−01) (1.90E−01) (1.44E−03) (1.52E−03)
IDMPM3T4 6.08E−01+ 3.77E−01+ 2.68E−01+ 3.23E−01+ 7.22E−01+ 4.87E−01+ 8.01E−02+ 7.82E−02

(1.66E−01) (1.32E−01) (1.90E−01) (1.89E−01) (9.18E−02) (1.70E−01) (1.48E−03) (1.13E−03)
IDMPM4T1 7.61E−01+ 4.46E−01+ 2.97E−01+ 7.14E−01+ 7.86E−01+ 7.06E−01+ 6.30E−02– 9.96E−02

(2.55E−04) (1.89E−01) (1.38E−01) (9.41E−02) (1.36E−03) (1.30E−01) (1.37E−03) (5.05E−02)
IDMPM4T2 6.83E−01+ 4.25E−01+ 5.14E−01+ 5.26E−01+ 7.86E−01+ 5.95E−01+ 8.34E−02+ 6.89E−02

(1.12E−01) (1.42E−01) (1.24E−01) (1.27E−01) (1.62E−03) (1.94E−01) (6.86E−02) (4.52E−03)
IDMPM4T3 5.53E−01+ 4.93E−01+ 5.47E−01+ 1.42E−01+ 7.48E−01+ 4.25E−01+ ≈6.74E−02 6.62E−02

(1.74E−01) (1.82E−01) (1.11E−01) (1.11E−01) (7.28E−02) (2.04E−01) (4.49E−03) (1.40E−03)
IDMPM4T4 7.27E−01+ 5.17E−01+ 3.85E−01+ 4.15E−01+ 7.85E−01+ 6.25E−01+ 7.23E−02+ 6.41E−02

(8.35E−02) (1.25E−01) (1.28E−01) (1.57E−01) (1.41E−03) (1.55E−01) (4.95E−02) (7.54E−04)

≈+ / – /  12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 11 / 0 / 1 12 / 0 / 0 12 / 0 / 0 7 / 2 / 3 Base

Friedman排名 7.04 4.25 4.00 4.67 7.96 5.08 1.67 1.33
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和检验统计结果可知 IMMEA+EM的整体表现显著

优于 MMEAWI, TriMoEATAR和 MMOEACAS, 与

DN_NSGAII,  EMO_DD,  DNEA和 CPDEA基本相

当. Friedman检验结果为 CPDEA排名第一, IMMEA+

EM排名第二.

IGDX

IGDX

(2)  结果对比: 根据表 2的 Wilcoxon秩

和检验统计结果可知 IMMEA+EM的整体表现显著

优于其它 7个算法, 其中: 本文算法全部优于 DN_

NSGAII,  EMO_DD,  MMEAWI,  TriMoEATAR和

MMOEACAS, 对于 DNEA和 CPDEA, IMMEA+EM

分别有 9个和 7个指标明显占优. Friedman检验结

果显示 IMMEA+EM排名第一 ,  CPDEA排名第二 .

值得关注的是 IMMEA+EM和 CPDEA的大多数

结果的数量级相同且至少优于其它算法一

个数量级 , 这说明传统 MMEAs在求解不平衡的

MMOPs方面出现模态丢失的现象.

IGDM(3)  结果对比: 根据表 3的秩和检验统

计结果可知, IMMEA+EM的整体表现显著优于其

它 7个算法 , 其中 :  IMMEA+EM全部优于 DN_

NSGAII,  EMO_DD,  MMEAWI,  TriMoEATAR和

IGDX

IGDM

IGDM

MMOEACAS, 对于 DNEA和 CPDEA, IMMEA+EM
分别有 11个和 7个指标明显占优. Friedman检验结

果为 IMMEA+EM排名第一, CPDEA排名第二. 与
类似 ,  IMMEA+EM和 CPDEA的大多数

结果的数量级相同且至少优于其它算法一

个数量级, 这说明 IMMEA+EM和 CPDEA对种群在

决策空间和目标空间上的收敛性与多样性实现了更

好的平衡, 如图 7所示. 此外, 从图 8的 指标

收敛曲线图可观测到 IMMEA+EM呈现明显的抖动

过程, 这是由于 IMMEA+EM在第二阶段采用了种

群重启机制.
 

4.4    讨　论

IGDM IGDX

IGDX

(1) 种群多样性 : 上一节的实验结果证实

IMMEA+EM和 CPDEA在评估 MMOPs的核心指

标 上要显著优于其它算法且其 的提

升起着关键作用.  的提升意味着 IMMEA+EM
和 CPDEA得到的种群在决策空间上的收敛性与分

布性要优于其它算法, 这与种群多样性的控制密切

相关. 为直观展示种群多样性的变化过程, 本节采用

下面的多样性指标对每个算法的种群变化进行追踪.
 

图7    8 种算法在 IDMPM4T4 基准测试函数上的 PS 模拟图

第x期 段鑫绘 等: 排斥机制驱动的不平衡多模态多目标进化算法 9



DI =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

D∑
j=1

(xi,j − xj)
2
. (11)

xi,j i j xj

j DI

其中:  表示第 个个体在第 维度上的取值,  为

其在第 维上的平均值.  值越大, 种群多样性越好;
反之亦然.

DI图 9的 变化曲线显示 CPDEA的种群多样

性在整个演化过程中一直维持最好 , 这是由于

CPDEA采用稳态演化机制, 即每一次仅更新一个个

体, 因此种群在演化过程中不会出现剧烈变化. 而
IMMEA+EM在演化的第一阶段多样性迅速下降, 在
第二阶段种群重启后, 种群多样性的维护要优于其

它 6个算法.
(2) 算法运行效率: IMMEA+EM算法的主要操

O(N) O(N)

O(MN 2)

O(N 2)

O(N 2(M + logN))

O(N 2 logN)

O(N) O(N)

O(N 2(M + logN))

O(N 3 logN)

O(N 3 logN)

作步骤包括: 种群初始化 、DE算子 、第

一阶段的支配强度计算 , 第二阶段的个体

之间的距离计算 以及第三阶段的快速非支配

排序和双空间拥挤距离计算 . 因

此 ,  IMMEA+EM算 法 的 最 坏 时 间 复 杂 度 为

. CPDEA算法的主要操作步骤包括: 种

群初始化 、遗传算子 、快速非支配排序

和双空间拥挤距离计算 以及存

档更新操作 . 因此, CPDEA算法的最坏

时间复杂度为 . 与 CPDEA算法相比 ,

IMMEA+EM算法的复杂度要低一个数量级.

为进一步验证算法的实际运行效率, 图 10给出

 

IGDM图8    8 种算法在 IDMPs 基准测试函数上的平均 指标
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DI图9    8 种算法在 IDMPs 基准测试函数上的平均 指标
 

图10    CPDEA 与 IMMEA+EM 在 IDMP 测试问题上的运行时间对比情况
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两者的运行时间对比图. 结果显示 IMMEA+EM算

法的运行效率显著高于 CPDEA算法.

α = 0.1

β 0.2, 0.3, . . . ,

0.9

β = 0.6

(3) 算法阶段划分: 考虑到这些测试问题均能快

速找到 PF, 因此在第一阶段无需设置过多的计算资

源. 经实验测试 均能保证算法收敛. 而第二

阶段的资源分配将是算法成功的关键, 过多地分配

计算资源将会影响第三阶段的微调效果, 过少地分

配计算资源可能会导致某些 PSs的丢失. 为实现算

法的有效搜索 , 这里将 分别设置为

并进行实验对比 . 图 11的实验结果表明

较为合理.
 
 

β图11   参数 的敏感性分析.
 

(4) 排斥机制局限性: 为更深入探索算法在平衡

连续型多模态问题中的表现局限, 下面以 MMF1问
题为例进行进一步讨论. 图 12和图 13分别展示了

MMF1问题的决策空间热力图和算法的仿真模拟

图, 显然该问题的 Pareto解集具有显著的平衡与连

续分布特征. 这一性质使本文采用的排斥机制面临

一定的制约: 在第一阶段收敛过程中, 由于各 PS的

收敛难度较为接近, 算法在不同 PS上发现解的概率

趋于均衡, 导致存档中容易同时包含来自不同解集

的个体. 而排斥机制最初的设计意图是通过抑制对

已覆盖区域的重复探索来引导算法挖掘新的独立

PS, 在此类"各 PS平衡"场景下, 该机制难以发挥有

针对性的引导作用 . 此外 ,  PS的连续拓扑结构导

致"已覆盖个体"与"未探索个体"的边界趋于模糊, 进
而难以通过"搜索禁忌域"对邻域个体进行二次探索,
从而削弱了该机制的有效性. 这一现象进一步表明,
本文算法更适用于 PS分布相对独立、且各 PS间收

敛难度存在显著差异的问题场景. 后续算法将在平

衡连续的多模态多目标优化问题中进行进一步研究.
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