
 

基于控制障碍函数的机器人有限时间预设性能

安全跟踪控制

彭金柱，荣誉铭，王海静†

(郑州大学 电气与信息工程学院，郑州 450001)

摘　要: 提出一种基于控制障碍函数 (CBF)的机器人有限时间预设性能安全轨迹跟踪控制方法. 针对机器人系

统在笛卡尔空间下的位置安全约束问题, 构造笛卡尔空间有限时间控制障碍函数 (CFCBF). 该函数基于笛卡尔空

间动力学构建, 将系统动能与安全约束结合, 通过引入与系统动能相关的障碍函数构造方式, 对相对阶为 2的位

置约束进行能量型重构, 实现向相对阶为 1的约束条件的等价映射. 在此基础上, 为解决障碍物环境下的机器人

安全跟踪问题, 设计一种具有有限时间预设性能的安全轨迹跟踪控制器. 通过将 CFCBF与预设性能约束融合到

二次规划优化框架, 实现对具有预设性能约束的机器人系统在障碍物环境中的安全跟踪与避障控制. 基于

Lyapunov稳定性理论, 证明所设计控制器能够保证系统跟踪误差在预定性能边界内的有限时间收敛. 仿真验证

表明, 该方法在保证机器人系统避障安全的同时, 能够实现轨迹跟踪误差有限时间收敛, 提升系统的控制精度和

动态性能.
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Finite-time  prescribed  performance  safe  tracking  control  for  robotic

策.

systems based on control barrier function
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(School of Electrical and Information Engineering，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China)

Abstract: This paper proposes a finite-time prescribed performance safe tracking control (FPPSTC) method for robotic
systems  based  on  the  control  barrier  function  (CBF).  To  address  the  position  safety  constraint  problem  of  robotic
systems  in  Cartesian  space,  a  Cartesian-space  finite-time  CBF  (CFCBF)  is  constructed,  which  combines  the  system
kinetic energy with the safety constraints by directly established based on the dynamic characteristics of the task space.
By leveraging the kinetic energy of the system, the position safety constraint with a relative degree of 2 is reformulated
into  an  equivalent  barrier  function  condition  with  a  relative  degree  of  1.  On  this  basis,  to  deal  with  the  trajectory
tracking and obstacle avoidance problem of robotic system in an obstacle environment, a FPPSTC scheme is designed
by  integrating  the  CFCBF  and  prescribed  performance  constraints  into  a  quadratic  program  (QP)  optimization
framework.  Based  on  Lyapunov  stability  theory,  it  is  further  proved  that  the  designed  controller  can  guarantee  the
finite-time  convergence  of  the  tracking  error  within  the  predefined  performance  boundaries.  Simulation  results  show
that the proposed method can ensure safe tracking for the robotic systems while achieving finite-time convergence of
trajectory tracking error, thereby improving the control accuracy and dynamic performance of the system.
Keywords: control  barrier  function； robotic  systems； finite-time  control； prescribed  performance  constraints；
quadratic program；safe tracking

 

0    引　言

在机器人、自动驾驶与工业自动化等场景中, 高
精度轨迹跟踪控制的重要性日益凸显

[1-4]. 尤其在复

杂障碍物环境下, 如何在严格保证安全的前提下, 实
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现高精度且满足实时要求的轨迹跟踪, 仍是一项亟

待解决的关键挑战
[5]. 在工程实践中, 传统 PID控制

[1]

虽然结构简单, 易于实现, 但无法处理各类约束, 在
复杂环境下往往难以满足严格的安全性要求. 面对

障碍物或多状态约束时, 易因缺乏约束处理能力而

导致系统失稳或避障失败. 相比之下, 模型预测控

制
[6](MPC)虽能有效处理多约束, 但其计算复杂度随

约束数量及系统非线性程度指数增长, 严重限制实

时性. 在同时追求轨迹跟踪精度与避障安全的场景

下, 现有 MPC方法难以兼顾计算效率与安全, 其收

敛性能与实时性之间存在显著矛盾, 这些问题制约

了MPC在复杂环境下机器人系统中的应用效果
[7].

近年来, 控制障碍函数 (CBF)因其能提供严格

安全性保证, 在机器人运动控制中受到广泛关注与

应用
[8-11]. 其核心思想是通过构造合适的障碍函数条

件, 将系统状态约束转化为对控制输入的约束, 从而

在控制器设计中提供严格的安全性保证
[10]. 传统

CBF方法仅需结合一阶导数条件, 并嵌入二次规划

(QP)框架即可实现有效安全控制. 然而, 对于具有二

相对阶位置约束的机器人系统, 仅依赖一阶 CBF条

件无法实现安全保证, 亟需设计控制结构以应对更

高阶次的安全约束.
针对这一问题, 研究者提出了高阶控制障碍函

数 (HoCBF)方法, 通过在障碍函数条件中引入高阶

导数约束来处理具有较高相对阶的安全问题, 并在

多个工作中得到深入发展
[12-14]. Wang等[13]

提出了一

种基于 HoCBF的安全控制方法, 可有效处理机器人

系统中的位置约束. Kong等[14]
进一步将 HoCBF与

迭代线性二次调节器相结合, 提出一种基于自适应

HoCBF算法, 从而在系统轨迹规划过程中实现对安

全约束的有效保障. 此外, 利用机器人系统的物理特

性简化高阶约束处理也成为了近年来的研究热点
[15].

Kolathaya等[16]
提出了基于动能增强的能量型控制

障碍函数方法 , 利用系统动能的物理意义保证了

CBF方法仅需一阶导数条件; 随后, Choudhary等[17]

将该思想扩展至大规模约束场景, 证明了能量结构

在提升处理效率方面的潜力 . 然而 , 现有能量型

CBF方法侧重于系统能量或者关节空间的安全分

析, 为面向任务空间的机器人安全控制提供了新的

研究方向.
最新研究表明, 通过运动学层面设计结合系统

能量特性的混合控制策略, 能够兼顾安全性与实时

性. 例如, 利用拉格朗日动力学中的惯性矩阵构造新

型障碍函数, 可避免显式计算高阶导数, 从而提升执

行效率. 这一方向为复杂环境下的机器人控制提供

了新的研究路径.

与此同时, 在时效性关键领域, 如人机交互、自

动驾驶系统、机器人辅助手术等
[18-21], 系统响应速度

直接关系到操作安全和任务完成质量. 基于传统控

制方法的渐进收敛特性, 难以满足这些场景中对控

制安全性的严格要求. 为此, 有限时间控制障碍函数

(FCBF)应运而生并取得重要进展. Li等 [18]
提出了

FCBF, 有效缩短了多机器人协作任务中的任务切换

时间, 提高了多机器人协作任务的安全效率. Srinivasan
等

[19]
针对随机动态系统提出了随机 CBF框架, 设计

了有限时间收敛的安全自适应鲁棒控制策略 .
Zhang等[21]

进一步提出了预设时间控制障碍函数方

法, 通过引入预设时间 HoCBF与滑模扰动观测器的

控制框架, 确保系统状态在预定时间内进入安全集

合的同时, 显著增强了不确定系统下的安全性与收

敛性能.
在确保系统安全的前提下, 为进一步提升机器

人系统的跟踪性能, 研究者将有限时间控制理论引

入控制器设计框架
[22-24], 并在此基础上融合预设性能

控制 (PPC), 提出了有限时间预设性能控制 (FPPC)
方法

[25-27]. 该方法通过构造满足有限时间收敛特性的

性能函数, 对系统误差进行规范化约束, 确保系统在

预设时间内完成高精度轨迹跟踪
[28]. Li等[25]

基于误

差变换与有限时间稳定性理论设计了 FPPC控制器,
保证系统误差在预设性能边界内于限定时间内稳定

收敛至指定精度区域; Zhao等[26]
提出基于自适应滑

模的有限时间控制方法, 实现多机器人系统的快速

编队稳定. 尽管 FPPC在提升系统动态响应速度和

跟踪精度方面展现出显著优势, 但现有研究对安全

约束的处理仍存在局限性, 导致其在安全关键任务

中的适用性受到一定限制.
基于以上分析, 本文针对机器人系统提出了一

种有限时间预设性能安全跟踪控制 (FPPSTC)方法.
本文的主要贡献如下:

(1) 为处理机器人系统在笛卡尔空间下的位置

安全约束, 本文提出一种基于笛卡尔空间动力学构

造的有限时间控制障碍函数 (CFCBF). 该方法利用

基于笛卡尔空间动力学惯性矩阵的物理特性, 通过

能量重构实现相对阶降阶处理. 相较于传统 HoCBF,
该方案仅需对重构后函数进行一阶微分即可获取安

全判据, 显著降低算法的计算复杂度与解析难度. 其
次, 借鉴 FCBF [18] 的构造思想, 引入有限时间控制理

论, 在障碍条件中加入具有有限时间收敛特性的动

态项, 保证系统状态在有限时间内严格收敛至安全

集合. 因此, 相比传统 CBF, CFCBF兼具计算高效性

和有限时间收敛特性, 特别适用于需要实时安全保

证的机器人动态控制场景, 如高速避障和人机协作
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等任务.
(2) 提出一种基于 FPPSTC的机器人 QP优化框

架, 解决具有预设性能约束的机器人系统在障碍物

环境中的轨迹跟踪与避障问题. 该方法首先设计满

足预设性能要求的标称跟踪控制器 , 随后通过

QP将 CFCBF障碍条件与性能约束集成到统一优化

框架, 实现有限时间避障与高精度轨迹跟踪的统一

目标. 理论分析及仿真验证表明, 在存在障碍物的场

景中, 所提控制框架实现了系统状态有限时间内收

敛至安全区域, 进入安全区域后, 状态轨迹严格满足

安全约束并有限时间收敛至平衡点, 从而显著提升

瞬态收敛速率、稳态精度及操作安全.

符号说明　

R 全体实数集

R+ 正实数集

Rn n维实向量集合

Rn×m n×m全体 实矩阵集合

U ⊂ Rm 控制输入集合

Lfh(x)
h(x) : Rn → R f(x) : Rn →

Rn

标量函数 沿向量场

的李导数

sig(·) 符号函数

∥ · ∥

ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]
T

∈ Rn ∥ξ∥ =√
n∑

i=1

ξ2
i

欧几里得范数, 对于向量

,  其 欧 几 里 得 范 数 定 义 为

 
 

1    预备知识

本节首先建立机器人系统的动力学模型, 随后

阐述 CBF的理论框架, 并进一步讨论预设性能约束

与有限时间稳定的数学基础, 为后续具有约束的机

器人系统控制器设计及稳定性分析提供理论依据. 

1.1    系统描述

n考虑一个具有 自由度的刚性连杆机器人系统,
其关节空间动力学模型可表述为:

B(q)q̈ +H(q, q̇)q̇ + P (q) = τ. (1)

q, q̇, q̈ ∈ Rn

B(q) ∈ Rn×n H(q, q̇) ∈ Rn×n P (q) ∈
Rn

τ ∈ Rn

其中,  分别代表机器人关节位置、速度和

加速度向量,  、 、

分别为正定惯性矩阵、哥氏力和离心力相关矩

阵、重力向量;  代表机器人的关节控制输入

力矩.
x ∈ Rm

q̇

记 为笛卡尔空间中机器人末端位置. 根
据机器人的逆运动学理论, 给定关节空间中的关节

速度 , 则末端执行器的速度由以下关系给出:

ẋ = J(q)q̇. (2)

J(q) ∈ Rm×n其中 为雅可比矩阵.
为利用关节空间下的机器人的动力学模型获得

J †(q)

笛卡尔空间下机器人的动力学模型, 引入伪逆矩阵

:

J †(q) = (JT (q)J(q))−1JT (q). (3)

根据方程 (1)-(3), 机器人的动力学模型 (1)在笛

卡尔空间中可表述为:

Bx(x)ẍ+Hx(x, ẋ)ẋ+ Px(x) = u (4)

Bx(x) = J †T(q)B(q)J †(q) Hx(x, ẋ) =

J †T(q)(H(q, q̇)−B(q)J †(q)J̇(q))J †(q) Px(x) =

J †T(q)P (q) u = J †T(q)τ ẍ = J(q)q̈+

J̇(q)q̇

其 中 ,  , 
, 

, 控制输入 , 
表示机械臂末端执行器的加速度. 对于机器人

的动力学模型, 满足如下性质:
Ḃx(x)− 2Hx(x, ẋ)

ξ ξT(Ḃx(x)− 2Hx(x, ẋ))ξ = 0

性质 1　矩阵 是反对称矩阵,

对于任意向量 满足 .
 

1.2    控制障碍函数

CBF方法通过定义障碍函数来限制系统控制输

入, 确保系统状态的安全集始终为正不变集, 有效保

障非线性控制系统的安全.
为保证系统安全, 将机器人系统 (4)表示为如下

一般形式的仿射非线性系统:

Ẋ = f(X ) + g(X )u. (5)

X = [xT, ẋT]T f(X ) = [ẋT,

−Bx(x)
−1(Hx(x, ẋ)ẋ+ Px(x))] g(X ) = [0,

Bx(x)
−1]

u ∈ U

其 中 ,  为 系 统 状 态 , 
和

是局部 Lipschitz连续函数 , 控制输入

.

h(X ) : R2m → R AX

h(X )

给定与系统状态安全相关的连续可微函数

, 并进一步定义集合 为函数

的零超水平集:

AX = {X ∈ R2m | h(X ) ⩾ 0}. (6)

AX

CBF的设计是通过将系统安全要求转化为类

Lyapunov不等式约束, 找到控制输入满足该不等式

条件, 进而保证集合 的前向不变性.
K

ϵ : [0, a) → [0,∞) a > 0

ϵ(0) = 0 ϵ K

定义 1 ( 类函数
[10])　 若存在一个 Lipschitz连

续函数 , 其中 , 且该函数严

格递增并满足 , 则称 为 类函数.

X (0) AX ∈ R2m X (t) ∈
A, ∀t ⩾ 0 AX

定义 2 (前向不变集
[10])　对于系统 (5), 若状态

从安全集合 出发, 并始终满足

, 则称安全集合 是系统 (5)的前向不变

集.
6

AX K ϵ(·)
∀X ∈ R2m h(X )

定义 3 (CBF[10])　对于系统 (5), 给定如 ( ) 所定

义的安全集合 , 如果存在 类函数 , 使得

, 连续可微函数 满足以下条件:

sup
u∈U

[Lfh(X ) + Lgh(X )u+ ϵ(h(X ))] ⩾ 0,
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h(X )则称函数 为系统 (5)的 CBF. 

1.3    预设性能约束

为确保机器人在轨迹跟踪中动态误差满足预设

的瞬态性能和稳态性能指标, 闭环系统误差从初始

状态到收敛至平衡点的整个过程中, 需要严格处于

预先指定的时变性能边界函数的区域内, 即:

e(t) = −δµ(t) < e(t) < δµ(t) = e(t). (7)

e(t) e(t) e(t)

µ(t) : R+ → R+

δ δ µ(t)

其中,  表示跟踪误差状态,  和 分别是跟

踪误差下和上超调的边界,  为性能

函数,  和 为正的可调参数. 性能函数 的常用形

式如下:

µ(t) = (µ0 − µ∞)e−σt + µ∞. (8)

µ0 µ∞ σ ∈ R

µ0 >

µ∞ > 0 σ > 0 limt→0 µ(t) = µ0 limt→∞ µ(t)

= µ∞

其中,  、 、 为待设计的参数, 分别表示误

差初始边界、稳态边界和收敛速度 , 其中

、 , 且 , 
.

基于所采用的性能函数进一步定义预设性能转

换误差如下:

z(t) =
1

2
ln(

e(t) + e(t)

γp(e(t)− e(t))
). (9)

z(t) γp =
e(t)

e(t)
其中,  表示转换误差状态,  , 表示预设

性能转换误差的比例参数.
z(t) |z(t)| ⩽

zm zm > 0

e(t)

引理 1[29]
　若转换误差 是有界的, 即

, 其中 , 并且初始误差满足性能约束条件,
则原始跟踪误差 始终满足不等式 (7), 从而收敛

到指定区域内. 

1.4    有限时间稳定

有限时间稳定是指设计一种控制器, 在有限的

时间内将系统状态控制到并保持在平衡状态, 具有

较好的跟踪精度、能快速实现暂态性能等优点.
D

Vs(x)

引理 2 (有限时间稳定
[23])　若系统在区域 上

存在一个连续可微的正定函数 , 使得沿系统轨

迹有

V̇s(x) + cV γ
s (x) ⩽ 0.

c > 0 0 < γ < 1

0

其中, 常数 ,  , 则系统状态能够在有

限时间内收敛至平衡点 , 且收敛时间满足:

T ⩽ V 1−γ
s (x0)

c(1− γ)
.

x0 Vs(x)

∥x∥ → ∞ Vs(x) → ∞ x = 0

其中,  为初始状态. 若函数 是径向无界的, 即
当 时有 , 则原点 是有限

时间稳定的.
本文的控制目标是设计控制器, 确保机器人系

统不但能够安全跟踪期望轨迹, 还使得跟踪误差满

足指定时间收敛的预设性能指标. 通过以上理论框

架的介绍可知, 定义 3中的 CBF仅适用于相对阶为

1的约束, 然而在机器人避障过程中, 其安全约束通

常具有二相对阶特性. 为解决这一问题, 本文首先提

出构建一种新型 CBF, 基于笛卡尔空间机器人的动

力学特性重构障碍条件, 兼容相对度为 2的约束; 进
一步结合有限时间预设性能约束, 设计具有瞬态性

能保证的安全跟踪控制器, 确保系统在有限时间内

满足系统安全、跟踪精度及收敛速率要求. 

2    笛卡尔空间有限时间控制障碍函数

针对机器人在笛卡尔空间中的安全问题, 本节

提出一种 CFCBF设计框架. 首先, 基于笛卡尔空间

下的机器人动力学模型构造 CCBF; 进一步引入有

限时间稳定理论 , 设计具有有限时间收敛特性的

CFCBF, 确保系统状态在有限时间内收敛至安全集

合, 从而实现快速避障与安全保证.
针对机器人系统 (4), 定义安全约束函数:

h(x) = (x− xo)
T(x− xo)− d2. (10)

xo d > 0

A h(x)

其中,  为障碍物的中心,  为安全阈值参数. 则
定义安全集合 为 的零超水平集如下:

A = {x ∈ Rm : h(x) ⩾ 0}. (11)

h(x)

Bx(x)

由于函数 的相对阶为 2, 结合笛卡尔空间

机器人动力学中的正定惯性矩阵 , 定义如下:

he(X ) := −1

2
ẋTBx(x)ẋ+ αeh(x) (12)

αe > 0其中,  . 可得对应的安全集合为:

Ae = {X ∈ R2m : he(X ) ⩾ 0}. (13)

A Ae显然, 安全集合 和 二者满足如下关系:

(i) Ae ⊂ A, (ii) Int(A) ⊂ lim
αe→∞

Ae ⊂ A. (14)

he(X )

Ae

Ae A

根据以上分析, 通过设计函数 的障碍条

件, 使得系统状态保持在安全集合 内, 从而保证

的前向不变性. 进而得到原始安全集合 的前向

不变性.

h(x) A

he(X )

Ae

X (0) ∈ Ae K ϵ(·)

定义 4 (CCBF)　考虑机器人系统 (4), 给定安全

约束函数 如式 (10)及安全集合 如式 (11), 结
合笛卡尔空间机器人动力学定义函数 如式

(12), 并给定其对应的安全集合 如式 (13), 对于任

意初始值 , 如果存在 类函数 , 满足:

sup
u∈U

[−ẋTu+ Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ︸ ︷︷ ︸
ḣe(X )

] ⩾

− ϵ(he(X )). (15)

he(X )则称函数 为系统 (4)的 CCBF.
根据 CCBF的障碍条件式 (15), 定义如下控制

集合:
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KCCBF = {u ∈ U : −ẋTu+ Px(x)
Tẋ+

αe(x− xo)
Tẋ+ ϵ(he(X )) ⩾ 0}.

h(x) A

he(X )

Ae he(X )

u ∈ KCCBF Ae

引理 3　考虑机器人系统 (4), 给定安全约束函

数 如式 (10)及安全集合 如式 (11), 结合笛卡

尔空间机器人动力学定义函数 如式 (12), 并给

定其对应的安全集合 如式 (13), 如果函数

是系统的 CCBF, 总存在 Lipschitz连续的控制输入

, 使得集合 相对于机器人系统 (4)具有

前向不变性, 进而系统是安全的.

he(X )

证明　结合机器人系统动力学方程 (4), 对函数

求导可得:

ḣe(X ) = −ẋTBx(x)ẍ− 1

2
ẋTḂx(x)ẋ+

αe(x− xo)
Tẋ =

ẋT(Hx(x, ẋ)ẋ+ Px(x)− u)−
1

2
ẋTḂx(x)ẋ+ αe(x− xo)

Tẋ =

1

2
ẋT(−Ḃx(x) + 2Hx(x, ẋ))ẋ− ẋTu+

Px(x)
T
ẋ+ αe(x− xo)

Tẋ. (16)

根据性质 1可将上式化简为:

ḣe(X ) = −ẋTu+ Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ.

则障碍条件 (15)可转化为:

Lfhe(X ) + Lghe(X )u ⩾ −ϵ(he(X )). (17)

Lfhe(X )=(Px(x)
T+αe(x− xo)

T)ẋ Lghe(X )

= −ẋT

其中,  , 
.

Ae

X (0) ∈ Ae ∀t ⩾ 0 he(X ) ⩾ 0

x(t) ∈ A t ⩾ 0 A

由文献 [8]中 CBF保证集合前向不变性的定

理 1可知, 集合 相对于系统 (4)是前向不变的, 即
当 时 ,  有 . 结合式 (14)
进一步得到 ,  成立, 因此集合 相对于

系统 (4)也是前向不变的, 进而系统 (4)是安全的,
证明完毕. □

he(X )

u

综上, 利用机器人动力学中的动能项对原始位

置约束进行能量型重构, 其意义在于将系统的物理

惯性与几何约束相耦合. 由式 (17)的推导可知, 重构

后的 成功将原始位置约束的相对阶从 2降至

1, 使得控制输入 能够直接在障碍函数的一阶李导

数项中显式出现. 这种降阶处理不仅简化了控制律

的设计, 还确保了在标准 CBF框架下求解的严谨性.

A

A

值得注意的是, CCBF的设计保证了安全集合

相对于机器人系统 (4)的前向不变性. 当系统状态

初始于安全集合 外时, 其返回安全集合的收敛时

间无法保证. 为实现系统状态能在有限时间内收敛

至安全集合, 为此, 基于有限时间稳定理论, 给出如

下定义和定理.

h(x) A

he(X )

Ae

0 < γ < 1 α > 0 X (0) ∈ Ae

定义 5 (CFCBF)　 考虑机器人系统 (4), 给定安

全约束函数 如式 (10)及安全集合 如式 (11),

结合笛卡尔空间动力学定义函数 如式 (12), 并

给定其对应的安全集合 如式 (13), 若存在常数

以及 , 对任意初始状态 ,

满足:

sup
u∈U

[−ẋTu+ Px(x)
T
ẋ+ αe(x− xo)

Tẋ+

α · sig(he(X )) · |he(X )|γ] ⩾ 0. (18)

he(X )则称函数 为系统 (4)的 CFCBF.

根据定义 5中 CFCBF的障碍条件式 (18), 定义

如下控制集合:

KCFCBF = {u ∈ U : −ẋTu+ Px(x)
Tẋ+

αe(x− xo)
Tẋ+ α · sig(he(X )) · |he(X )|γ ⩾ 0}.

(19)

h(x) A

he(X )

Ae he(X )

u ∈ KCFCBF Ae

X (0) /∈

Ae T =
|he(X (0))| 1−γ

α(1− γ)

Ae

定理 1　考虑机器人系统 (4), 给定安全约束函

数 如式 (10)及安全集合 如式 (11), 结合笛卡

尔空间机器人动力学定义函数 如式 (12), 并给

定其对应的安全集合 如式 (13), 如果函数

是系统的 CFCBF, 对于任意 Lipschitz连续的控制输

入 , 则集合 相对于机器人系统 (4)具
有前向不变性, 进而系统是安全的. 此外, 如果

, 系统状态会在时间 内收敛

至安全集合 .
he(X )

X ∈ Ae he(X ) ⩾ 0 X /∈ Ae

he(X ) < 0

证明　由于函数 是 CFCBF, 因此当系统

状态 时, 则有 ; 当 时, 则有

. 因此, 考虑如下标量函数

Vs =

{
0, if X ∈ Ae

−he(X ), if X /∈ Ae

X ∈ Ae Vs = 0 X /∈ Ae Vs > 0

Vs x /∈ Ae

显而易见 , 当 ,  ; 当 ,  .

因此 在其定义域上连续, 并在 上连续可微.
X ∈ Ae ḣe(X ) =

Lfhe(X ) + Lghe(X )u

Ae he(X ) = 0

Lfhe + Lghe u ⩾ 0 Ae

ḣe(X ) ⩾ 0

Ae

A

当 时, 由式 (16) 及式 (17) 可知

. 根据 CFCBF障碍条件 (18),
在安全集合 边界上有 , 进而可得

, 从而在安全集合 的边界上得

到 , 则系统状态会进入安全集合内, 因此,

安全集合 具有前向不变性. 结合式 (14), 可进一步

得到系统状态保持在安全集合 中, 从而保证系统

安全.
X /∈ Ae Vs当 时, 此时 的导数可计算为:

V̇s = −ḣe(X ) =

ẋTBx(x)ẍ+
1

2
ẋTḂx(x)ẋ− αe(x− xo)

Tẋ =
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ẋT(Hx(x, ẋ)ẋ+ Px(x) + u)− 1

2
ẋTḂx(x)ẋ−

αe(x− xo)
Tẋ =

1

2
ẋT(Ḃx(x)− 2Hx(x, ẋ))ẋ+ ẋTu−

Px(x)
T
ẋ− αe(x− xo)

Tẋ.

由性质 1可将上式转化为:

V̇s = ẋTu− Px(x)
T
ẋ− αe(x− xo)

Tẋ.

u ∈ KCFCBF由于 , 可进一步由上式得到:

V̇s ⩽ α · sig(he(X )) · |he(X )|γ =

− α|he(X )|γ = −αV γ
s .

Vs

T =
|he(X (0))| 1−γ

α(1− γ)

Ae

Ae

因此,  是一个有效的 Lyapunov函数. 由引理

2可知, 系统状态会在时间 内收

敛到安全集合 . 由此可得, 系统状态在有限时间收

敛并保持在安全集合 中, 证明完毕. □ 

3    有限时间预设性能安全跟踪控制器设计

基于上述设计的 CFCBF, 本节进一步针对机器

人系统提出一种 FPPSTC方法. 该方法主要分为两

步: 1)设计一个满足预设性能指标的标称跟踪控制

器; 2)利用 QP将 CFCBF与跟踪性能要求统一整合,
此框架不仅能够保证机器人系统安全, 同时实现高

精度的轨迹跟踪. 

3.1    有限时间预设性能跟踪控制器设计

为确保机器人系统轨迹跟踪过程中兼具良好的

稳态与瞬态性能, 本小节基于预设性能和有限时间

稳定理论, 设计一种具有严格性能保障的跟踪控制

器. 该控制器通过预设性能约束方法将跟踪误差限

制在预先定义的边界内, 并借助有限时间收敛的虚

拟控制律与期望速度指令, 在保证系统全程不违反

预设性能约束的前提下, 实现跟踪误差在有限时间

内快速收敛.
首先, 定义笛卡尔空间轨迹跟踪误差如下:

ex = [ex1, . . . , exm]
T = x− xd. (20)

跟踪误差需限制在如下预设边界内:

e1i(t) = −δiµi(t) < e1i(t) < δiµi(t) = e1i(t) (21)

exi(t) ex i exi(t) exi(t)

µi(t) : R+ → R+

δi δi

其中,  表示 的第 个分量,  和 分别

表示跟踪误差下上界,  为预设性能

函数,  和 均为可调的正常数, 可通过该值调节边

界收敛特性.
µi(t)其次, 基于所选性能函数 , 根据 (9)可得:

z1i =
1

2
ln(

exi(t) + exi(t)

ri(exi(t)− exi(t))
). (22)

ri =
exi(t)

exi(t)
z1i其中,  ,  为转换误差状态, 对该式求导

可得:

ż1i = ϑiėxi(t) + ϕiżi = θiėi(t) + ϕi. (23)

其中

ϑi =
1

2
(

1

exi(t) + exi(t)
+

1

exi(t)− exi(t)
),

ϕi =
1

2
(

ėxi(t)

exi(t) + exi(t)
− ėxi(t)

exi(t)− exi(t)
− ṙi

ri
).

根据式 (23) 可进一步得到:

ż1 = ϑėx + ϕ = ϑ(ẋ− ẋd) + ϕ. (24)

ϑ = diag(ϑ1, . . . , ϑm) ϕ = [ϕ1, . . . , ϕm]
T z1

= [z11, . . . , z1m]
T

其中 ,  ,  , 

.

为确保系统在有限时间内收敛, 选取如下:

ż1 = −K1z1 − L1sig(z1)|z1|γ. (25)

K1=diag(k11, . . . , k1m) L1=diag(l11, . . . , l1m)其中,  和

为待设计的正定参数矩阵.
结合式 (24)和 (25), 可以得到:

ėx = −ϑ−1(K1z1 + L1sig(z1)|z1|γ)− ϑ−1ϕ. (26)

根据上式定义参考速度为:

ẋref = ẋd + ėx =

ẋd − ϑ−1(K1z1 + L1sig(z1)|z1|γ)− ϑ−1ϕ. (27)

定义速度跟踪误差如下:

ev = [ev1, . . . , evm]
T = ẋ− ẋref. (28)

将式 (28) 代入式 (27), 并结合式 (24)可得:

ż1 = −K1z1 − L1sig(z1)|z1|γ + ϑev. (29)

ẋ

ẋref

为确保实际速度 能够准确跟踪上所设计的期

望速度 , 需要进一步设计动力学层面的控制器.
根据系统动力学模型 (4) 可得:

ėv = Bx(x)
−1(u−Hx(x, ẋ)ẋ−Px(x))− ẍref. (30)

进一步, 可设计控制输入如下:

udes = Hx(x, ẋ)ẋ+ Px(x) +Bx(x)ẍref−
Bx(x)(K2ev + L2sig(ev)|ev|γ + ϑz1). (31)

K2 = diag(k21, . . . , k2m) L2 = diag(l21, . . . ,

l2m)

其中,  和

为待设定的正定参数矩阵.

将所设计控制器 (31)代入式 (28) 可以得到:

ėv = −K2ev − L2sig(ev)|ev|γ − ϑz1. (32)

x

xd

(21)

引理 4　考虑机器人系统 (4), 在控制输入 (31)
的作用下, 系统状态 将在有限时间内收敛到期望轨

迹 , 且若初始跟踪误差满足预设性能边界条件如

式 , 则在整个控制过程中跟踪误差将始终保持

在该约束范围之内.
证明　考虑如下 Lyapunov函数:
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V =
1

2
zT
1 z1 +

1

2
eTvev.

对其沿时间轨线求导可得:

V̇ = zT
1 ż1 + eTv ėv..

进一步, 考虑式 (29)和式 (32), 可得:

V̇ = zT
1 (−K1z1 − L1sig(z1)|z1|γ + ϑev)+

eTv(−K2ev − L2 sig(ev) |ev|γ − ϑz1) =

− zT
1K1z1 − eTvK2ev − zT

1L1 sig(z1) |z1|γ−
eTvL2 sig(ev) |ev|γ ⩽
− 2µ1V − zT

1L1 sig(z1) |z1|γ−
eTvL2 sig(ev) |ev|γ.
µ1 = min{λmin(K1), λmin(K2)} λmin(·)其中,  ,  表示矩

阵的最小特征值.
yi∈R, i = 1, . . . ,m ς∈(0, 1]

(
m∑
i=1

|yi|)ς ⩽
m∑
i=1

|yi|ς
注意到对任意 , 和 ,

有不等式关系 成立, 可进一步

得到:

V̇ ⩽ −2µ1V − z⊤
1 L1 sig(z1) |z1|γ−

e⊤v L2 sig(ev) |ev|γ =

− 2µ1V −
m∑
i=1

l1i |z1i|γ+1 −
m∑
i=1

l2i |evi|γ+1 ⩽

− 2µ1V − µ2(
m∑
i=1

(z2
1i + e2vi))

ρ =

− 2µ1V − 2µ2V
ρ.

µ2 = min{l1i, l2i}, i = 1, . . . ,m ρ =
γ + 1

2
∈

( 1

2
, 1) evi ev i

其中,  , 

,  为式 (28) 中 的第 个分量.

z1

z1

由引理 2可知, 该闭环系统是有限时间稳定的.
因此, 性能变换误差 会在有限时间内收敛至零, 表
明机器人系统能够在有限时间内跟踪期望轨迹. 同
时, 由引理 1可知, 当系统初始跟踪误差处于预设边

界内时,  的有界性保证了跟踪误差在整个控制过

程中始终满足性能约束 (21), 证明完毕. □ 

3.2    有限时间预设性能安全跟踪控制设计

为解决存在障碍物环境下的机器人系统轨迹跟

踪问题, 本小节引入 CFCBF以处理状态约束, 并将

其与上小节设计的有限时间预设性能跟踪控制输入

(31)共同集成于 QP框架中. 通过求解该 QP问题,
最终给出具有明确形式的最优安全控制律.

u

为实现机器人系统的跟踪, 将 (31)作为标称控

制器, 且由于 CFCBF的障碍条件 (18) 是关于控制输

入 仿射约束, 则可通过求解如下 QP问题获得最优

安全控制律, 其形式为:
u∗ = argmin

u∈U
∥u− udes∥2

s.t. u ∈ KCFCBF. (33)

给出 QP问题的闭式解如下:

u∗ =

udes +
ẋ

||ẋ||2
Ψ(X ), Ψ(X ) < 0

udes, Ψ(X ) ⩾ 0

(34)

其中

Ψ(X ) = −ẋTudes + Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ+

α · sig(he(X )) · |he(X )|γ. (35)

u

udes

u∗ ζ

注意到式 (33)的约束条件是关于控制输入 的

仿射不等式, 其可行域定义了一个凸半空间. 由于目

标函数为二次型且其 Hessian矩阵为正定阵, 该 QP
问题在几何上等价于将标称控制 投影至 CFCBF
障碍条件定义的半空间内. 根据 Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) 条件

[10], 最优解 与对应的拉格朗日乘子 必

须满足如下条件:
∇uL = (u∗ − udes)− ζ·

(−ẋ) = 0 ⇒ u∗ = udes − ζẋ

(i)  平 稳 性 条 件 : 
;

ζΨ(X ) = 0 ζ ⩾ 0(ii) 互补松弛性:  且 .
Ψ(X ) ⩾ 0

ζ = 0 u∗ = udes Ψ(X ) < 0

ζ > 0 Ψ(X ) = 0

当 时, 标称控制已满足安全约束, 此
时 , 则 . 当 时, 安全约束激

活 (处于边界上), 此时 且 . 将平稳性

条件代入激活的边界方程

− ẋTu∗ + Px(x)
T ẋ+ αe(x− xo)

T ẋ+

α · sig(he(X )) · |he(X )|γ = 0.

ζ =
Ψ(X )

∥ẋ∥2

ζ β = −ζ

中 , 可解析地解得拉格朗日乘子 :  将此

带回平稳性条件, 并令 , 即可导出如式 (34)
所示的闭式解.

h(x) A

he(X )

Ae u∗

定理 2　考虑机器人系统 (4), 给定安全约束函

数 如式 (10) 及安全集合 如式 (11), 结合笛卡

尔空间机器人动力学定义函数 如式 (12), 并给

定其对应的安全集合 如式 (13), 令实际控制 为

QP问题的解析解如式 (34), 则闭环机器人系统满足:
u∗ Ae

X (0) /∈ Ae

T =
|he(X (0))| 1−γ

α(1− γ)

Ae

(i). 在控制输入 作用下, 安全集合 具有前

向不变性, 进而系统是安全的; 若 , 系统

状态会在有限时间 内收敛至安

全集合 ;

(21)

x xd

(ii). 如果初始跟踪误差满足预设性能边界如式

, 则跟踪误差对所有时刻始终满足该预设性能

约束, 且状态 有限时间内收敛至期望轨迹 .
Ψ(X ) ⩾ 0 −ẋTudes+

Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ+ α sig(he(X ))|he(X )|γ ⩾ 0

u∗ = udes ∈ KCFCBF Ae

A

证明　  (i). 当 时 , 则有

,
故 , 根据定理 1可得 具有前向

不变性, 进一步结合式 (14),  也具有前向不变性, 因
此系统是安全的.
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Ψ(X ) < 0当 时, 由闭式解 (34)可得:

ẋTu∗ = ẋTudes +Ψ(X ).

u∗将闭式解 带入障碍条件式 (20), 可得:

− ẋTu∗ + Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ+

α · sig(he(X )) · |he(X )|γ =

− ẋTudes −Ψ(X ) + Px(x)
Tẋ+

αe(x− xo)
Tẋ+ α sig(he(X ))|he(X )|γ =

− ẋTudes + Px(x)
Tẋ+ αe(x− xo)

Tẋ+

α sig(he(X ))|he(X )|γ −Ψ(X ) = 0.

KCFCBF u∗ ∈ KCFCBF

X (0) /∈

Ae T =
|he(X (0))| 1−γ

α(1− γ)

Ae

根据控制集合 如式 (19), 仍有 , 根
据定理 1可知 , 系统是安全的 . 此外 , 如果

, 系统状态会在时间 内收敛

至安全集合 .

A Ψ(X ) ⩾ 0

u∗ = udes

(21)

(21)

limt→T ex = 0 x

xd

(ii). 由 (i)可得系统是安全的, 即系统状态在安

全集合 中 , 则有 , 根据闭式解 (34), 有
. 根据引理 4, 当初始跟踪误差满足预设性

能边界如式 时, 跟踪误差对所有时刻始终满足

该约束 , 且跟踪误差能在有限时间内收敛至平

衡点, 即 . 也就是说, 状态 有限时间内

收敛至期望轨迹 , 证明完毕. □ 

4    仿真验证

为了验证本文所提的 FPPSTC方法的控制效果,
本节在二自由度机器人系统上进行了数值仿真验证.
该系统的动力学参数分别表述如下:

B(q) =

[
a1 + a2 + 2a3c2 a2 + a3c2

a2 + a3c2 a2

]
,

H(q, q̇) =

[
a3q̇2 a2(q̇1 + q̇2)
a3q̇1 0

]
,

P (q) =

[
a4c1 + a5c12

a5c12

]
,

a1 = m1l
2
1 +m2l

2
1 a2 = m2l

2
2 a3 = −m2l1l2s2

a4 = (m1l1 +m2l1)g a5 = m2l2g m1 m2

l1 l2

g g = 9.8 m/s2 si

ci sij cij cos(qi) sin(qi) sin(qi + qj)

cos(qi + qj) i, j = 1, 2

其中,  ,  ,  ,
,  ,  和 分别表

示连杆 1和连杆 2的质量,  和 分别表示连杆 1和
连杆 2的长度 ,  是重力加速度 ,  ;  、
、 和 分别表示 、 、 和

,  .
机器人系统的雅可比矩阵可以描述为:

J(q) =

[
−l1s1 − l2s12 −l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12

]
,

l1 = 1 m l2 = 1 m m1 = 8 kg m2 = 4 kg

xd = [xdx, xdy]
T = [1.2 sin(0.4t− π

6
),

1.2 sin(0.4t+
π

3
)]T xdx xdy x y

根据文献 [11], 二自由度机器人系统参数为

,  ,  ,  . 期望的

轨迹设定为

, 其中 和 分别表示 和 方

µ0 = [3, 3]T µ∞ = [0.1, 0.1]T σ = [0.1, 0.1]T

K1 = 2I2×2 K2 =

2I2×2 L1 = 2I2×2 L2 = 0.1I2×2

xo = [1.19593, 0.09876]T d = 0.05m

αe = 300 α =

500 γ = 0.5 x(0) = [−0.73,

1.60]Tm 40s 0.001s

向上的期望值. 跟踪误差的预设性能参数根据实际

情况设定, 本仿真的性能函数如式 (8) 中的参数设置

为 ,  ,  . 标
称控制器如式 (31) 中参数设为 , 

,  ,  . 障碍物中心设定

为 , 安全距离 ,
障碍条件如式 (18) 中的参数设为 , 

,  . 机器人初始状态为

, 仿真时间设置为 , 采样时间为 .

L2
fh(x) + LgLfh(x)u+ k1Lfh(x)+

k2h(x) ⩾ 0

k1 k2

ex = [exx, exy]
T

为充分验证本文所设计控制方法的优越性, 将
其与传统的 HoCBF方法进行了对比实验. 在保持系

统动力学参数一致的前提下, 将本文控制策略中的

CFCBF障碍条件退化为标准的 HoCBF形式, 其障

碍条件表达式为

. 考虑到 HoCBF方法对参数的敏感性 ,
本文对 HoCBF的线性增益 和 进行了调优实验.
表   1展示了不同参数组合下任务空间跟踪误差

的均方根值 (RMS)对比结果 . 由实

验数据可见, HoCBF的性能对参数设置具有较强的

依赖性; 经过综合权衡收敛速度与平稳性, 本文选取

表现最优的第 3组参数作为对比基准 , 确保

HoCBF处于最佳工作状态下进行公平对比.
 
 

表1     HoCBF 方法在不同参数设置下的 RMS 误差对比

组别 k1 k2 exx的RMS (m) exy的RMS (m)

组1 150 300 0.098 6 0.303 1

组2 300 450 0.109 1 0.240 1

组3 350 500 0.079 6 0.212 2

组4 450 600 0.114 0 0.271 3

组5 550 650 0.088 4 0.247 8
 

udes = Hx(x, ẋ) + Px(x) +Bxv̇ −BxK2e2

v = −K1(x− xd) + ẋd e2 = ẋ− v

Kd = 2I2×2

Kp = 2I2×2

同时 , 将标称控制器替换为 PD控制器
[13]

,  其 中 ,
,  . 为确保对比实

验的公平性 ,  PD控制器参数设定为 ,
. 仿真实验结果如图 1-图 6所示.

 
 

-1.5

x / m

-0.5

0.5

1.5

-1.5 -0.5 0.5 1.5

y 
/ m

xd

HoCBF
本文方法

图1   机器人系统末端位置的运动轨迹
 

图 1展示了两种控制方法下机器人系统末端位

置运动曲线. 可以看出, 在障碍物附近区域, 两种方

8 控 制 与 决 策 第x卷



xd

法均能保证轨迹不越过安全边界, 满足基本安全约

束, 并实现对期望轨迹 的有效跟踪, 使机器人位置

状态始终维持在设定范围内. 然而, HoCBF方法在

接近障碍物时出现了明显的向外偏移, 且在避障完

成后回归期望轨迹的过程中仍存在较大偏差; 相比

之下, 本文方法在运动初始阶段及整个避障过程中,
其轨迹相对于期望轨迹的偏差均保持较小, 在避障

成功的同时, 表现出更优的轨迹跟踪性能.
x = [xx, xy]

T图 2为机器人系统末端位置状态

x− y−

y−

在 和 方向的跟踪轨迹曲线. 由图 2可见, 在非

避障区域, 两种控制方法均能实现对期望轨迹的跟

踪. 然而, 在相同的初始条件下, 本文方法能更快地

收敛至期望轨迹 (在 轴方向上尤为明显); 在接近

障碍物的阶段 (见局部放大区域), 本文方法在满足

安全的前提下, 与期望轨迹之间的偏差更小; 并且在

避障完成后, 能够更快地恢复对期望轨迹的跟踪.
x− y−

ex = [exx, exy]
T

图 3展示了机器人系统在 ,  方向上的跟

踪误差 轨迹曲线. 从图中可以看出,
本文方法在运动初始阶段和避障阶段的跟踪误差幅

值均明显小于 HoCBF方法, 且曲线更为平滑, 抖振

现象显著减轻. 在避障结束后, 本文方法的跟踪误差

能够迅速收敛并维持在较低水平, 整体表现出更优

越的误差收敛性能和控制稳定性.
图 4对比了两种控制方法下 CFCBF与 HoCBF

的函数值. 结果显示, 两种 CBF函数值在整个过程

中均保持大于零, 表明对应的安全集合对机器人系

统均具有前向不变性, 从而保证了系统的安全性能.
值得注意的是, 本文所提 CFCBF的函数值在整体上
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x x− y−图2    机器人系统位置状态 在 、 轴上的曲线

 

t / s

t / s

(a)   x 轴方向跟踪误差曲线

0 10 20 30 40
-1.0

0

0.5

1.0

-0.5

e
 / 

m
x
y

HoCBF本文方法

0 10 20 30 40

-0.2

0

0.2

e
 / 

m
x
x

HoCBF本文方法

(b)   y 轴方向跟踪误差曲线

ex图3    机器人系统跟踪误差 轨迹
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图4    不同控制方法下的 CBF 函数值
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ex图6    标称控制器下机器人系统跟踪误差 轨迹
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小于 HoCBF(在初始阶段尤为明显), 说明 CFCBF能

够在不过度增加保守性的前提下, 实现与 HoCBF相

当的安全保障水平.

u = [ux, uy]
T

图 5展示了两种控制方法下机器人系统的控制

输入 的变化曲线. 可以看出, 两种控制

方法所产生的控制信号均是有界的. 相比之下, 本文

所提控制策略下的输入信号波动显著减小. 这表明

该方法在保证机器人系统跟踪与安全性能的同时,
有效提升了状态变化的平滑性, 并降低了控制输入

的抖振.

udes

x− y− ex

为验证本文方法在提升机器人跟踪任务暂态性

能方面的有效性, 即确保跟踪误差满足预设性能约

束, 仿真实验进一步对比了两种方法中标称控制器

的控制效果. 针对标称控制器的表现, 图 6展示

了其在 ,  方向上的跟踪误差 的轨迹. 结果显

示, 本文方法的跟踪误差具有更快的收敛速度, 且其

收敛曲线始终被约束在预设性能函数边界内; 而基

于 PD的标称控制器对应的跟踪误差曲线则无法满

足预设性能约束要求.
为更直观对比两种方法的性能, 表 2列出了跟

踪误差的均方根和收敛时间等量化指标. 由表中数

据可知, 与 HoCBF方法相比, 本文方法在跟踪误差

的均方根和收敛时间上均更小, 表明其在跟踪过程

中具有更短的暂态过程与更优越的跟踪性能.
  

表2     两种控制方法下性能指标比较

控制方法 ex的RMS (m) ey的RMS (m) 收敛时间

本文所提方法 0.068 8 0.197 3 0.742 0
HoCBF 0.079 6 0.212 2 1.481 0

 

O(MrN)

O(MN) r M

N

另外, 为定量评估算法的实时性能, 本文对比了

HoCBF与 CFCBF在求解阶段的计算开销. 如表 3
所示, CFCBF的平均求解耗时较 HoCBF缩短了约

91%. 这主要是因为所提方法利用动力学特性实现

了相对阶降阶 , 将计算复杂度由 降至

, 其中 表示安全约束相对阶数,  表示安

全约束数量,  为系统状态维度; 另一方面, 推导出

的解析闭式解消除了在线迭代过程. 仿真结果表明,
该算法具很高的计算效率与确定的执行周期, 能够

满足嵌入式平台对实时安全控制的严苛要求.
  

表3     两种控制方法的求解时间对比

控制方法 平均求解时间(ms) 最大求解时间(ms)

本文所提方法 0.000 639 0.006 0
HoCBF 0.007 400 0.072 9

 

综上, 仿真有效验证了本文所提 FPPSTC方法

不仅成功实现了机器人的安全避障, 同时降低了安

全保证的保守性; 该方法还使得跟踪误差在预设性

能约束内实现了有限时间收敛, 提高了暂态性能和

轨迹跟踪精度. 

5    结　论

本文针对具有预设性能约束和避障需求的机器

人系统, 提出了一种基于 CFCBF的安全跟踪控制策

略. 该方法通过构造 CFCBF简化机器人系统避障的

处理, 在确保系统始终处于安全区域的同时, 还能保

证非安全状态能在有限时间内收敛至安全区域, 提
升了系统安全性能. 进一步地, 结合 FPPC与 CFCBF
理论, 构建了基于 QP的 FPPSTC控制器. 理论分析

和仿真结果均表明, 所提方法在系统安全、动态性能

和跟踪精度方面均由于传统方法. 未来的研究将致

力于引入自适应参数辨识机制与深度强化学习算法,
以提升控制器在复杂不确定动态环境下的鲁棒性、

适应能力与智能化水平.
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