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摘　要: 针对目标函数梯度信息难以获取或计算成本高昂的双目标优化问题, 采用非交换映射设计一种不依赖梯

度信息的双目标无导数优化算法. 该算法仅利用目标函数值信息, 基于非交换映射估计双目标优化问题的综合梯

度下降方向. 此外, 为解决目标间的冲突权衡问题, 并避免过度优化单一目标, 通过最小化包含惩罚函数与正则项

的修正代价函数, 提出一种冲突校正的双目标无导数优化算法. 基于  Lyapunov函数证明了所提出算法对一类强

凸目标函数的稳定性. 数值仿真结果表明, 与其他双目标无导数优化算法相比, 所提出算法在目标冲突权衡方面

具有更好的性能, 能有效避免收敛至  Pareto前沿端点, 为梯度信息难以获取的双目标优化问题提供了一种有效的

无导数优化方案.
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Bi-objective  derivative-free  optimization  based  on  noncommutative
maps
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Abstract: Aiming  at  bi-objective  optimization  problems  where  gradient  information  is  difficult  to  obtain  or
computationally  expensive,  this  paper  proposes  a  bi-objective  derivative-free  optimization  algorithm  based  on
noncommutative maps. The comprehensive gradient descent is approximated only using objective function values in the
bi-objective  optimization  problems.  Furthermore,  to  balance  the  trade-off  between  conflicting  objectives  and  prevent
over-optimizing some objective, a conflict-corrected bi-objective derivative-free optimization algorithm is proposed by
minimizing  a  modified  cost  function  that  incorporates  a  penalty  term  and  a  regularization  term.  The  stability  of  the
proposed algorithm for a class of strongly convex objective functions is proven using Lyapunov functions. Numerical
simulations  demonstrate  that  compared  to  other  bi-objective  derivative-free  optimization  algorithms,  the  proposed
algorithm  exhibits  superior  performance  in  handling  conflicting  trade-off  between  objectives.  It  effectively  prevents
converging to endpoints of the Pareto front, providing an efficient derivative-free scheme for bi-objective optimization
problems when gradient information is unavailable.
Keywords: derivative-free  optimization； noncommutative  maps； conflict-correction； bi-objective  optimization；
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0    引　言

优化问题广泛存在于控制系统设计、参数整定、

机器学习等科学研究和工程领域. 当目标函数的梯

度信息因计算成本高昂、存在噪声或无法解析求取

而难以获取或不可靠时, 传统的基于梯度的优化算

法 (如梯度下降法、牛顿法等)在此情况下便难以直

接应用. 无导数优化是一种在梯度信息无法获取时

强大的优化方法, 近年来受到广泛关注
[1,2]. 例如, 为

了提高数值预报准确率, 文献 [1]利用历史观测资料

实现时空演变的模式误差的估计问题, 给出了一个

解决最优控制问题的无导数优化方法. 针对带一般

约束的无导数优化问题, 文献 [2]通过建立约束违和

函数提出了一种改进的无导数信赖域算法并证明算

法的收敛性. 文献 [3]和文献 [4]分别提出了加速无
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导数优化算法以提高收敛速度. 文献 [5]提出了基于

非交换映射的无导数优化方法, 该方法通过梯度生

成函数和非交换映射近似估计梯度信息.

以上研究主要侧重于解决单目标优化问题, 近

年来许多学者针对多目标优化算法开展了广泛研究.

例如基于梯度的确定性方法 , 以多梯度下降算法

(MGDA)及其变体为代表
[6-7], 其优势在于收敛速度

快、具有严格的数学理论推导. 然而, 该方法对梯度

信息的依赖也使其难以应用于梯度信息难以获取或

不存在的优化问题. 基于群体智能的随机方法以多

目标进化算法为主流
[8-9], 这类方法无需梯度信息, 因

此对问题模型的依赖性低, 在复杂系统优化中鲁棒

性强、应用广泛. 但通常需要大量的函数评估, 计算

成本较高. 文献 [10]提出了一种基于信赖域的无导

数优化算法, 该方法能有效地生成分布均匀的 Pareto

最优解集. 然而, 该方案需要在信赖域内构建精确的

完全二次模型带来了巨大的计算负担. 文献 [11]提

出了一种基于海森矩阵的多目标无导数优化算法.

利用高斯平滑技术同时估计梯度和海森矩阵, 尽管

二阶信息的引入提升了收敛性能, 但该方法需要估

计海森矩阵, 这导致了昂贵的计算成本. 然而上述方

案没有对目标冲突进行校正, 在一些初始点可能会

导致过度优化某个目标.
据我们所知, 目前尚未有基于非交换映射的双

目标优化研究, 受多目标优化算法的启发
[12-13], 本文

针对文献 [5]这一类无导数优化算法, 将基于非交换

映射的单目标优化扩展到双目标优化, 构造适用于

双目标优化的探索序列, 提出了一种基于非交换映

射的双目标无导数优化方法. 针对现有方法容易收

敛至 Pareto前沿端点的问题, 通过最小化修正后的

代价函数估计综合梯度下降方向, 同时完全避免了

构建二次模型以及海森矩阵求逆计算, 提升了计算

效率, 并从理论上证明了所提出的双目标无导数优

化算法的稳定性. 最后, 通过数值仿真证明相较于其

他双目标无导数优化算法, 所提出的算法可以更好

地权衡双目标优化问题之间的冲突. 

1    预备知识 

1.1    无导数优化

当目标函数的梯度无法解析获得或计算代价过

高时, 经典的梯度下降方法面临局限性. 无导数优化

作为一种零阶方法, 为求解此类复杂优化问题提供

了有效途径. 本文在文献 [5]所提出的无导数优化框

架下展开研究, 具体形式为:

xk+1 = M
√
h

k (xk, J1(xk)), (1)

x ∈ Rn M
√
h

k (xk, J1(xk))

M
√
h

k

k ∈ N0 h ∈ R>0 m

其中 ,  表示转移映射. 梯度

下降算法通过设计转移映射 , 使得对任意

与步长 , 式 (1)的 次复合映射为:

xk+m = (M
√
h

k+m−1 ◦ . . . ◦M
√
h

k )(xk, J1(xk)), (2)

从而实现对梯度下降方向的估计:

xk+m = xk − h∇J1(xk) +O(h3/2), (3)

∇J1(xk) J1 xk此处 表示目标函数 在点 处的近似梯

度.
转移映射定义为:

M
√
h

k (xk, J1(xk)) =

xk +
√
hα1sk(J1(xk))+√

hα2sk(J1(xk +
√
hsk(J1(xk)))), (4)

且

sℓ(J1(xk)) = f(J1(xk))uℓ + g(J1(xk))vℓ, (5)

sℓ : R → Rn uℓ,vℓ ∈ Rn

m f, g : R → R
其中 为评估映射,  是周期为

的探索序列,  为梯度生成函数.

α1 = α2 =
1

2
m

= 4n

结合式 (2)和 (4)-(5), 并取 , 

, 可得:

xk+m = xk + h{[f, g](J1(xk))}∇J1(xk) +O(h3/2),
(6)

[f, g] :=
∂g

∂J1

f − ∂f

∂J1

g f g

f(J1(x)) = sin(J1(x)) g(J1(x)) = cos(J1(x))

−1

uℓ vℓ

此处 表示 与 的李括号. 例

如当 , 

时, 式 (6)中花括号项为 , 由此可得式 (3). 探索序

列 ,  和非交换映射的示意图如图 1所示.
 
 

(a)   由式 (5) 定义的探索序列
3 3        {u }  和  {v }k k=0 k k=0

(b)   由式 (4) 描述的
        非交换映射

0 1

2 3

k

u , vk k

x0
√hM 0

x1

x2x3

x4

√hM 1

√hM 2

√hM 3

≈   J(x )0

∆3{u }k k=0

3{v }k k=0

图1   探索序列和非交换映射示意图
  

1.2    多目标优化

本研究主要考虑双目标情形. 无约束双目标优

化问题旨在最小化目标函数:

min
x

J(x), (7)

其中

J(x) = [J1(x), J2(x)]
⊤

x ∈ Rn为目标函数向量,  为决策向量.
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针对双目标优化问题, 给出如下假设.

Ji

C2(Rn;R) µi > 0 LH

x,y ∈ Rn i = 1, 2

假设 1　式 (7)中每个目标函数 均满足

和强凸性, 即存在参数 与 , 使得

对所有 及 下式成立:

Ji(y) ⩾ Ji(x)+∇Ji(x)
⊤(y−x)+

µi

2
∥y−x∥2, (8)

x ∈ Rn且对所有 满足:

∥ ∂2Ji

∂x∂x⊤
∥ ⩽ LH . (9)

αg

x ∈ Rn v

引理 1[14]
　若假设 1成立, 则存在正常数 , 使

得对所有 及 满足

v ∈ χ = {v ∈ R2|
2∑

i=1

vi = 1, vi ⩾ 0}, (10)

下式均成立:

g⊤
v (x)x̃ ⩾ αg∥x̃∥2, (11)

x̃ = x− x∗ x∗

g⊤
v (x) = v⊤∂J(x)

∂x

其中 ,  为 Pareto前沿上的某一点, 且

.
 

2    双目标优化问题描述

针对双目标优化问题, 通常可将其转化为最小

化目标函数加权和的形式:

v̂(x, k) = argmin
v∈χ

∥v⊤∇J(xk)∥2, (12)

其中约束条件为:

v ∈ χ = {v ∈ R2 |
2∑

i=1

vi = 1}. (13)

我们定义函数:

L(v̂1,xk) = ∥v̂1∇J1(xk) + (1− v̂1)∇J2(xk)∥2.
(14)

令其偏导数为零:

∂L(v̂1,xk)

∂v̂1

=

2(∇J1(xk)−∇J2(xk))
⊤·

(v̂1(∇J1(xk)−∇J2(xk)) +∇J2(xk)) = 0, (15)

则可推导出:

v̂1(xk) =

∇J2(xk)
⊤(∇J2(xk)−∇J1(xk))

∥∇J1(xk)−∇J2(xk)∥2
=

∥∇J2(xk)∥2 −∇J2(xk)
⊤∇J1(xk)

∥∇J1(xk)∥2 − 2∇J1(xk)⊤∇J2(xk) + ∥∇J2(xk)∥2
.

(16)

∇J1(xk) ̸= ∇J2(xk) 0 < v̂1 < 1若 , 则由于 , 可

得下式 (17):

v1 =



0, 若 J1(xk)
⊤∇J2(xk) ⩾ ∥∇J2(xk)∥2

∇J2(xk)
⊤(∇J2(xk)−∇J1(xk))

∥∇J1(xk)−∇J2(xk)∥2
,

若∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) < ∥∇J1(xk)∥2,

且∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) < ∥∇J2(xk)∥2

1, 若 J1(xk)
⊤∇J2(xk) ⩾ ∥∇J1(xk)∥2

(17)

∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) ⩾

∥∇J2(xk)∥2 ∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) ⩾ ∥∇J1(xk)∥2

∇J1(xk) ∇J2(xk)

∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) <

∥∇J1(xk)∥2 ∇J1(xk)
⊤∇J2(xk) < ∥∇J2(xk)∥2

∇J1(xk) ∇J2(xk)

π ∥∇J1(xk)∥ ≫
∥∇J2(xk)∥ ∥∇J2(xk)∥ ≫ ∥∇J1(xk)∥

π

注 1　对 于 式 (17), 若
或 ,

这意味着 与 之间的夹角为锐角 ,
则综合梯度倾向于收敛至 Pareto前沿端点, 且该处

梯 度 范 数 较 小 . 相 反 , 若
且 ,

则说明 与 之间的夹角为钝角 . 在
此 情 况 下 , 当 夹 角 趋 近 时 , 若

或 , 则综合梯

度亦将趋于收敛至 Pareto前沿的端点 (即梯度范数

较小的位置). 因此, 权重系数受梯度间夹角和梯度

范数共同影响. 在此机制下, 若梯度夹角趋近于 0或
且范数差异显著, 则易导致算法收敛至梯度范数较

小的 Pareto前沿端点.
定义最大冲突为

C = max
i∈Φ

⟨1
h
(Ji(x+ hd)− Ji(x)),d⟩ =

max
i∈Φ

⟨∂Ji(x)

∂x
,d⟩+O(h) =

−min
i∈Φ

⟨∂Ji(x)

∂x
,d⟩+O(h), (18)

Φ = {1, 2} d
∂Ji(x)

∂x

Ji x

其中 ,  表示梯度搜索方向,  表示

目标函数 在点 处的梯度.
具有最大冲突的目标函数索引为

i∗(x) = argmax
i∈Φ

{⟨∇Ji(x),d(x)⟩+O(h)}, (19)

其中

d(xk) = gv̂(xk) = ∇J(xk)
⊤v̂(k), (20)

v̂(k)由式 (12)定义.
为了最小化最大冲突或最大化最小下降方向,

优化目标为搜索如下梯度下降方向:

d∗(x) = max
d∈Rm

min
i∈Φ

⟨∂Ji(x)

∂x
,d⟩. (21)

 

3    主要结果 

3.1    冲突校正算法

在本研究中, 设计一种冲突校正的正则化方法,
以权衡双目标间的冲突. 基于冲突校正的正则化方

法, 式 (21)的修正形式为:
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d∗(xk) = max
d(xk)∈Rm

min
i∈Φ

⟨∂Ji(xk)

∂xk

,d(xk)⟩−

1

2
d(xk)

⊤d(xk) + P (xk,d(xk)) (22)

或

d∗(xk) = max
d(xk)∈Rm

min
v̂∈χ

g⊤
v̂ d(xk)−

1

2
d(xk)

⊤d(xk) + P (xk,d(xk)), (23)

其中

g⊤
v̂ (xk) = v̂(k)⊤∇J(xk), (24)

v̂(k) ∈ χ式中 由式 (12)定义.

−1

2
d⊤d L2

d

P (xk,d(xk))

此外, 式 (22)中的二次项 是一个 正

则 化 项 以 防 止 搜 索 方 向 过 大 .  惩 罚 项

被设计用于调整冲突目标的权重, 定
义如下:

P (xk,d(xk)) = λ|ρ(J1(xk), J2(xk))|×

(
2

1 + e−κ(∥∇J1(xk)∥−∥∇J2(xk)∥)
− 1)×

(∇J1(xk)−∇J2(xk))
⊤d(xk), (25)

λ κ

ρ(Ji(x), Jj(x))

其中 为正则化参数,  为超参数. 式 (25)使用余弦

相似度 用于评估目标函数间的相关

性, 其定义为:

ρ(J1(x), J2(x)) =
∇J1(x) · ∇J2(x)

∥∇J1(x)∥∥∇J2(x)∥
, (26)

∇J1(x) ∇J2(x) J1 J2

x

∥∇J1(x)∥ ∥∇J2(x)∥ ρ ≈ 1

ρ ≈ 0 ρ ≈ −1

其中 和 分别表示目标函数 和 在

点 处的梯度, 这些梯度的欧几里得范数分别记为

和 . 当 时, 目标函数呈正

相关; 当 时, 目标函数不相关; 当 时, 目
标函数呈负相关, 表明二者存在冲突关系.

λ|ρ(J1(xk), J2(xk))|

(
2

1 + e−κ(∥∇J1(xk)∥−∥∇J2(xk)∥)
− 1)

|∥∇J1(xk)∥ − ∥∇J2(xk)∥|

(∇J1(xk)−∇J2(xk))
⊤d(xk)

J1(xk) J2(xk) d(xk)

λ

0 < λ ⩽ 1

2

注 2　根据注 1可知, 权重系数同时受梯度间夹

角 和 梯 度 范 数 共 同 影 响 .  式 (25)通 过 引 入

项, 当目标函数呈负相关或正

相 关 时 ,  可 增 强 惩 罚 强 度 .  式 (25)中 的 项

用于调节梯度搜

索方向. 若 增大, 则惩罚

项 将 施 加 更 强 的 惩 罚 作 用 .  式 (25)中 的 项

用于衡量目标函数

与 的梯度沿搜索方向 的差异程

度. 由于本文是双目标无导数优化, 正则化参数 的

范围应满足 .

d v̂由于式 (23)关于 呈凸性, 关于 呈线性, 故式

(23)可改写为:

d∗(xk) = min
v̂∈χ

max
d(xk)∈Rm

L(v̂,d, λ), (27)

其中

L(v̂,d, λ) = g⊤
v̂ d(xk)−

1

2
d(xk)

⊤d(xk)+

P (xk,d(xk)) (28)

由此可得

∂L(v̂,d, λ)

∂d
= gv̂(x)− d(xk) +R(xk) = 0, (29)

R(xk) = λ|ρ(J1(xk), J2(xk))|×

(
2

1 + e−κ(∥∇J1(xk)∥−∥∇J2(xk)∥)
− 1)×

(∇J1(xk)−∇J2(xk)). (30)

由式 (29)可得

d∗(xk) = gv̂(xk) +R(xk). (31)

因此, 提出的双目标冲突校正算法为

xk+1 = xk − hd∗(xk). (32)
 

3.2    无导数冲突校正算法

针对目标函数的梯度不可导问题, 本文采用式

(3)的无导数优化算法, 以近似估计综合梯度. 单目

标优化问题的探索序列已在文献 [5]第三节的 B和

C详细介绍. 限于篇幅, 此处不再赘述.

f1 f2 g1 g2

a1b1 ̸= a2b2

{wℓ,1}m1−1
ℓ=0 {wℓ,2}m2−1

ℓ=0 m1 ̸= m2

mmax = max(m1,m2)

mmax {wℓ,1}mmax−1
ℓ=0

{wℓ,2}mmax−1
ℓ=0

本研究将文献 [5]中的无导数优化算法推广至

双目标优化问题. 具体而言, 首先选取梯度生成函数

、 、 和 (其定义见式 (38)和 (39)), 参数满足

. 对于双目标优化问题的探索序列

和 ,  若 ,  则 令

以确保探索序列长度的一致

性 . 最后 , 重构 -周期探索序列 和

.
以下引理给出了探索序列构建过程中的相关条

件
[5].

k +m

引理 2[5]
　若假设 1成立 , 则带有转移映射

(4)的复合映射 (2)其第 步的演化由下式给出:

xk+m = xk +
√
h(α1 + α2)Y (f(J(xk)),

g(J(xk)))×W1+

hỸ (f(J(xk)), g(J(xk)))T (W )×
Y (f(J(xk)), g(J(xk)))

⊤∇J(xk) +O(h3/2),
(33)

W = [w0 w1 . . . wm−1] ∈ R2n×m wi =

[u⊤
i v⊤

i ]
⊤ T (W ) ∈ R2n×2n

其 中 , 
, 是探索序列矩阵 .  定义

为

T (W ) :=
m−1∑
i=0

(α2wiw
⊤
i + (α1 + α2)

2

i−1∑
j=0

wiw
⊤
j ). (34)

Y (f(z), g(z)) := [f(z)I g(z)I]此外 , 定义
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∈ Rn×2n Ỹ (f(z), g(z)) := [
∂f

∂z
(z)I

∂g

∂z
(z)I] =

∂

∂z
Y (f(z), g(z)) ∈ Rn×2n

, 

.

W

f g

如果存在探索序列矩阵 , 和梯度生成函数

和 , 使得下式满足

Ỹ (f(J(xk)), g(J(xk)))T (W )×
Y (f(J(xk)), g(J(xk)))

⊤ = −I, (35)

W1 = 0, (36)

则式 (3)成立.
2α2 − (α1 + α2)

2 = 0 Td

(Td, f, g)

引理 3[5]
　令 ,  是反对

称矩阵, 则使用以下 可以使得式 (35)成立:

Td = [
aQ −I
I bQ

], Q = −Q⊤, (37)

f(z) = a−1/2 sin(
√
abz + ϕ), (38)

g(z) = b−1/2 cos(
√
abz + ϕ), (39)

a, b ∈ R>0 ϕ ∈ R其中 ,  .
T (W ) T (W )

T (W )

此外 ,  定义如式  (34), 如果 满足

(36), 则 可以写作

T (W ) = WPW ⊤, (40)

其中

P =


c1 c2 . . . c2 0

α2

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . c2
...

α2 . . . α2 c1 0
0 . . . . . . 0 0

 ∈ Rm×m, (41)

c1 = 2α2 − (α1 + α2)
2, c2 = α2 − (α1 + α2)

2其中 .
引理的证明和更多细节见文献 [5].

根据式 (3), 我们获得近似估计梯度:

∇Ĵ1(xk) =
xk+m − xk

h
= ∇J1(xk) +O(h1/2),

(42)

及

∇Ĵ2(xk) =
xk+m − xk

h
= ∇J2(xk) +O(h1/2).

(43)

结合式 (30)、(42)和 (43), 可得:

R̂(xk) = R(xk) +O(h1/2). (44)

结合式 (32)、(42)和 (44), 提出一种不依赖精确

梯度信息的双目标无导数优化算法:

xk+m = xk − hd̂∗(xk), (45)

其中

d̂∗(xk) = ĝv̂(xk) + R̂(xk), (46)

ĝ⊤
v̂ (xk) = v̂(x, k)⊤∇Ĵ(xk), (47)

v̂(x, k) R̂

k = rm, r ∈ N+

式中 与 分别由式 (12)与 (44)定义 , 且
.

注 3　针对目标函数的梯度不可导问题, 传统的

梯度下降算法理论上不再适用. 本文采用式 (45)的
无导数优化算法, 以近似估计综合梯度. 这种方法适

用于解决梯度缺失或计算量巨大的复杂优化问题. 

3.3    稳定性证明

下面定理给出了算法 (45)的稳定性条件.

0 < δ2 < δ1 ∈ R κ > 0 h∗ ∈ R>0 λ∗ ∈
R>0 N ∈ N0 > 0 h ∈ (0, h∗) λ ∈
(0, λ∗) x0 ∈ Uδ1(x

∗) x∗

k ⩾ N

xk ∈ Uδ2(x
∗)

定理 1　考虑算法 (45), 若假设 1成立, 则对任

意 和 , 存在 , 
与 , 使得对于所有 , 

以 及 初 始 点 (其 中 为

Pareto前沿上的某一点), 算法对所有 均满足

.
证明

d̂∗ = v̄(k)⊤∇Ĵ(xk) v̄(k)步骤 1) 令 , 其中 定义

如下.

v̄ ∈ χ = {v̄ ∈ R2|
2∑

i=1

v̄i = 1, v̄i ⩾ 0}, (48)

δ0, . . . , δ3

∈ R⩾0 0 ⩽ δ3 ⩽ δ2 ⩽ δ1 ⩽ δ0 Uδ0(x
∗),

Uδ1(x
∗),Uδ2(x

∗),Uδ3(x
∗) ⊆ Rn x∗

以 下 给 出 证 明 的 后 续 部 分 .  令
满 足 ,  定 义

是以 为中心的紧

凸集. 考虑李雅普诺夫函数

V (xk) =
1

2
(xk − x∗)⊤(xk − x∗) =

1

2
(xk − x∗)2.

(49)

详细推导如下所示.

V h1 h ∈ (0, h1)

xk ∈ Uδ0(x
∗) \ Uδ3(x

∗) V (xk+m)− V (xk)

< −ϵ

步骤 2) 定义如式 (49)所示的李雅普诺夫函数

, 则存在充分小的 , 使得对所有 , 当
时 , 均有

成立. 具体推导如下:
x∗由引理 1可知, 存在 Pareto前沿上的某点 , 使

得

d∗(x)⊤x̃ = g⊤
v̄ x̃ ⩾ αg∥x̃∥2, (50)

x̃ = x− x∗其中 .
结合式 (49)与 (50)可得

V (xk+m)− V (xk) ⩽ −hαg∥xk − x∗∥2 +O(h3/2).
(51)

h1 h ∈ (0, h1)则存在充分小的 , 使得对所有 , 均
有

V (xk+m)− V (xk) ⩽ −ε. on L = L0\L3 (52)

Uδ0(x
∗)\Uδ3(x

∗) ⊇ L Uδ3(x
∗) ⊇ L3

V (x,y)

其 中 ,  且 为

的子集. 由此得证.
xk ∈ Uδ1(x

∗) k ⩾ 0步骤 3) 对任意 , (其中 )及任

第x期 褚明慧 等: 基于非交换映射的双目标无导数优化 5



ℓ ∈ [0,m) Mk+ℓ−1 ∈ R意 , 存在 使得

xk,xk+1, . . . ,xk+m ∈ Uδ0(x
∗) (53)

具体推导如下.
xk ℓ ∈ [0,m] Mk+ℓ−1 ∈ R⩾0对任意 和 , 存在 满足

Vk+ℓ ⩽ Vk(xk) +Mk+ℓ−1h
3/2, (54)

J1(xk, k) := v̄(xk)
⊤J(xk) v̄(xk)

Mk+ℓ−1h
3/2 = O(h3/2) Mk+ℓ−1

h2 > 0

xk ∈ Uδ1(x
∗) xk,xk+1, . . . ,xk+m ∈ Uδ0(x

∗)

其中 ,  由式 (48)定

义,  , ( 定义见文献 [5]

式 (48)). 因此 , 存在充分小的 , 使得对任意

,  均 有

成立.
0 < δ2 < δ1 ∈ R h3 ∈ R>0

N ∈ N0 h ∈ (0, h3) x0 ∈ Uδ1

xk ∈ Uδ2 k ⩾ N

步骤 4) 对任意 , 存在 ,
和 , 使得对所有 , 及 , 均

有 ( )成立. 具体论证如下.
h ∈ R>0

N ∈ N h ∈
(0,min{h1, h2}) x0 ∈ Uδ1(x

∗) xN ∈
Uδ3(x

∗)

基于式 (52)及步骤 3的结论 , 存在 和

最 大 迭 代 次 数 ,  使 得 对 所 有

和 ,  均 有

.

h3 ∈ R>0

h ∈ (0, h3) x0 ∈ Uδ3(x
∗) xk ∈ Uδ2(x

∗)

k ⩾ 0

类比步骤 3的论证, 存在 , 使得对所有

,  ,  均 有

( )成立.
h ∈ R>0 N ∈ N0

h ∈ (0,min{h1, h2, h3}) x0 ∈ Uδ1(x
∗) xk

N Uδ2(x
∗)

综上 , 存在 和 , 使得对所有

和 , 满足 在

次迭代内收敛至 .

证明成立. □
注 4　本文的收敛性证明要求目标函数是强凸

的. 然而, 算法的实际实现并不依赖于这些假设. 在
不满足上述假设的部分应用场景中, 例如非凸和非

光滑函数, 该算法依然表现出良好的性能, 这一点已

在后续仿真研究中得到验证. 在更宽松的条件下建

立收敛保证是一个有意义且具有挑战性的课题, 但
超出了本文的研究范畴. 

3.4    收敛上界分析

为了进一步体现算法精度, 本文对算法 (45)收
敛上界给出如下分析. 由公式 (49)和 (51)可得

∥xk+m − x∗∥2 ⩽ (1− 2hαg)∥xk − x∗∥2 +O(h3/2).
(55)

则

∥xk − x∗∥2 ≤(1− 2hαg)
k/m∥x0 − x∗∥2+

k/m−1∑
i=0

(1− 2hαg)
i O(h3/2), (56)

k = rm, r ∈ N+式中 .

0 < h <
1

2αg

limk→∞(1− 2hαg)
k/m = 0取 , 则 ,

k/m−1∑
i=0

(1− 2hαg)
i O(h3/2) = O(h1/2).

结合式 (56)可得

lim
k→∞

sup ∥xk − x∗∥2 = O(h1/2). (57)

O(h1/2)因此, 所提出算法的收敛误差上界为 . 

4    数值仿真

本节通过数值仿真, 将所提出的基于冲突校正

的双目标无导数优化算法与其他双目标无导数优化

算法进行对比, 以验证所提出算法的性能. 

4.1    例 1

针对光滑双目标优化问题, 目标函数为{
J1(x1, x2) = (x1 + 5)2 + (x2 + 10)2,

J2(x1, x2) = (x1 − 2)2 + (x2 + 2)2.
(58)

a1 = b1 =
1

10
a2 = b2 =

√
2

10
ϕ = 0

Td

梯度生成函数 (38)与 (39)中的参数设置为

,  ,  , 探索序列矩

阵 设置为

Td =

 0 −0.1 −1 0
0.1 0 0 −1
1 0 0 −0.1
0 1 0.1 0

 .

h = 0.01 λ = 0.5 κ = 100

m = 13 α1 α2

α1 = α2 =
1

2

算法参数设置为 ,  ,  . 探索

序 列 长 度 为 .  式 (4)中 和 取 值 为

. 然而在权衡性能方面如图 2所示, 可

以看出所提出的算法可以有效权衡目标之间的冲突,
而基于 MGDA的双目标无导数优化算法和双目标

无导数优化算法
[11]

收敛至离初始位置较近的

Pareto最优点, 导致对某一目标过度优化. 

4.2    例 2

针对非光滑双目标优化问题, 目标函数为{
J1(x1, x2) = 2x2

1 + |x2 − 5|+ 1,

J2(x1, x2) = 3x2
2 + |x1 + 10|+ 2.

(59)

{(x1, x2) | x2 = 5

或x1 = −10}

(x1, x2) = (−10, 0)

(x1, x2) = (0, 5)

目标函数不可导点的集合为

. 算法的参数, 包括梯度生成函数、步

长和探索序列等, 均与例 1中的设置相同. 仿真结果

如图 3所示, 其中灰色区域代表双目标优化问题的

Pareto最优解集 . 可以看出 , 尽管目标函数在某些

Pareto最优点上不可导, 例如点

和 . 基于MGDA的双目标无导数优

化算法仍然可以收敛至这些 Pareto最优点, 这是由

于无导数优化方法是采用数值积分而非数值微分的

方法. 然而, 基于 MGDA的双目标无导数优化算法

和双目标无导数优化算法
[11]

会因为初始条件过度优

化某个目标, 导致收敛到 Pareto最优解集的端点. 所
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提出的算法可以避免收敛至 Pareto前沿的端点, 较
好地权衡目标之间的冲突. 

4.3    例 3

J2针对非凸双目标优化问题, 目标函数 是非凸

的, 且包含多个局部极值点. 目标函数为
J1(x1, x2) = (x1 + 5)2 + (x2 + 10)2,

J2(x1, x2) = (x1 − 2)2 + (x2 + 2)2+

0.5 sin(3x1) cos(3x2).

(60)

算法的参数, 包括梯度生成函数、步长和探索序

列等, 均与例 1中的设置相同. 仿真结果如图 4所示,

灰色的区域代表 Pareto最优解集, Pareto最优解集

的形状是非凸的. 可以看出, 所提出的算法可以防止

过度优化某个目标, 更好地权衡目标之间的冲突. 然

而, 当初始位置离某目标函数的中心点很近时, 基于

MGDA的双目标无导数优化算法和双目标无导数

优化算法
[11]

会收敛到 Pareto最优解集的端点. 
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(b)   基于 MGDA 的双目标
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(c)   文献 [11] 算法
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初始点 x0 Pareto 前沿上的某点 x* 目标函数的中心点

图2    例 1 仿真结果.
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(a)   本文算法 (b)   基于 MGDA 的双目标
        无导数优化算法

(c)   文献 [11] 算法

初始点 x0 Pareto 前沿上的某点 x* 目标函数的中心点

图3    例 2 仿真结果.
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(a)   本文算法 (b)   基于 MGDA 的双目标
        无导数优化算法

(c)   文献 [11] 算法

初始点 x0 Pareto 前沿上的某点 x* 目标函数的中心点

图4    例 3 仿真结果.
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4.4    例 4

针对更高维度的双目标优化问题, 目标函数为
J1(x) = (x1 − 5)2 + (x2 − 10)2+

(x3 − 5)2 + (x4 − 10)2,

J2(x) = (x1 + 2)2 + (x2 − 2)2+

(x3 + 2)2 + (x4 − 2)2.

(61)

Td Q探索序列矩阵 如式 (37)所示, 式中 取

Q =


0 0 0 −0.1

0 0 −0.1 0

0 0.1 0 0

0.1 0 0 0

 .

m = 48则探索序列长度为 . 算法的所有其他参

数均与例 1中的设置相同. Pareto前沿满足

J2 = (
√
226−

√
J1)

2, J1 ∈ [0, 226].

仿真结果如图 5所示, 其中包含了不同的初始

值, 灰色的线代表 Pareto前沿. 本文将所提出的双目

标无导数优化算法与其他双目标无导数优化算法进

行对比. 可以观察到, 所提出的算法可以有效权衡目

标之间的冲突, 而基于MGDA的双目标无导数优化

算法和双目标无导数优化算法
[11]

存在优化结果对初

始点依赖性强的问题, 导致在某些初始点对某一目

标过度优化.
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(a)   本文算法 (b)   基于 MGDA 的双目标
        无导数优化算法

(c)   文献 [11] 算法

初始点 x0 Pareto 前沿上的某点 x* 目标函数的中心点

图5   例 4 仿真结果.
 

λ

λ 0.3 ⩽ λ ⩽ 0.5

κ 1 ⩽ κ ⩽ 100

注 5　以上各算例中若 的取值过小, 则本文所

提冲突校正算法的冲突校正力度减弱, 因此各算例

中参数 的取值范围为 . 此外, 各算例

中参数 的取值范围为 , 以保证算法可

靠的性能表现.
 

5    结　论

本文提出了一种基于非交换映射的双目标无导

数优化算法, 该算法克服了传统多梯度下降算法对

精确梯度信息的依赖, 为梯度缺失场景下的优化提

供了新的技术路径. 针对双目标间的冲突问题, 设计

了一种基于修正代价函数的动态冲突校正策略, 自

适应地平衡目标间的冲突. 数值仿真结果表明, 所提

出的算法在目标权衡性能方面优于其他双目标无导

数优化算法, 验证了其处理梯度缺失问题的有效性

与优越性. 本研究的理论贡献在于严格证明了算法

的稳定性, 在无导数优化领域具有一定理论研究价

值. 未来的研究工作将从以下方面展开: 将本算法的

理论框架推广到多目标优化问题和非凸、非光滑目

标函数, 结合具体的工程应用场景开展实证研究.
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