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摘　要: 本文基于策略迭代的数据驱动方法研究多目标动态优化中合作线性二次差分博弈的  Pareto最优性. 与
目前已有的完全依赖于动态系统精确模型的多目标优化不同, 系统参数完全未知的合作线性二次差分博弈被深

入研究. 首先, 提出一种新型无模型强化学习迭代算法求解合作线性二次差分博弈对应的N个代数  Riccati方程.

其次, 当状态和控制输入的数据收集充分满足秩判据时, 利用差分方程的性质证明算法的收敛性. 然后, 利用加权

方法结合  off-policy迭代算法得到合作线性二次差分博弈的  Pareto最优策略和  Pareto最优解. 最后, 提出多目标

合作线性二次差分博弈的 off-policy迭代算法, 并通过仿真算例验证该算法的有效性.
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Abstract: Pareto optimality of cooperative linear-quadratic difference games in multiobjective dynamic optimization is
investigated  using  a  policy  iteration  based  data-driven  approach.  Different  from  the  existing  literature  on  the
multiobjective  optimization  that  heavily  depends  on  the  exact  model  of  the  dynamic  system,  the  cooperative  linear-
quadratic  difference  game  with  the  completely  unknown  system  parameters  is  well  characterized.  Firstly,  a  novel
model-free  reinforcement  learning  iterative  algorithm  is  proposed  to  solve  the    algebraic  Riccati  equations
corresponding  to  the  cooperative  difference  game.  Secondly,  the  convergence  of  such  a  model-free  algorithm  is
rigorously  guaranteed  if  the  data  of  the  state  and  the  control  input  is  collected  enough  satisfying  the  rank  criterion.
Moreover, Pareto optimal strategies and Pareto optimal solutions are derived via the weighting method combined with
an  off-policy  iterative  algorithm.  Finally,  an  off-policy  iteration  algorithm  for  the  multiobjective  cooperative  linear-
quadratic difference game is presented, where the effectiveness is verified by a numerical example.
Keywords: Pareto  optimality；cooperative  game  theory； reinforcement  learning； linear-quadratic  optimal  control；
Riccati equation；policy iteration

0    引　言

当两个或以上的玩家决定合作或竞争以获得最

优目标函数时, 博弈就会自发产生, 其中每个玩家必

须谨慎平衡对方的决策
[1]. 博弈理论研究相互作用环

境中的决策行为, 需要解决的问题是确定每个个体

的最优决策, 并研究这些决策如何相互作用使个体

之间产生均衡, 以及解释这些结果的性质. 博弈理论

的成果广泛应用于市场合作、竞争政策、宏观经济、

环境规划以及投资管理等领域.
作为一种多目标优化问题, 合作博弈的最终结

果将不再由单个玩家决定, 而是受到每个玩家决策

的影响, 那么搜寻一个使所有目标函数同时最优的
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解并不简单. 此外, 由于目标函数组成的向量空间只

是部分有序的, 因此不能直观地比较其大小. 基于此,
1881年 Edgeworth提出支配解/非支配解的概念

[2],
并由 Pareto进一步发展为 Pareto最优性

[3,4]. 本文考

虑一类多目标优化问题, 当某个玩家的目标函数变

小, 必然有其余玩家的目标函数变大, 反之亦然, 即
Pareto最优性.

线性二次最优控制作为现代控制理论的重要组

成部分, 其在生产过程、城市规划以及国防安全等领

域发挥重要作用. 在线性二次最优控制中, 如果目标

函数的状态权重矩阵半正定并且控制输入权重矩阵

正定, 则称这类问题为正则线性二次最优控制, 其与

合作博弈的结合被称为正则合作线性二次博弈
[5,6].

离散系统作为动态系统的重要分支, 广泛存在于工

程控制、经济管理、生态建模等领域, 其特点是系统

状态在离散时间点上演化, 通常由差分方程描述. 与
微分方程相比, 差分方程的数值解更容易获得, 部分

实际问题由差分方程描述更加准确, 适用于数字化

控制、计算机仿真等场景, 其在多目标优化问题中展

现出独特优势.

H

随着离散系统理论的不断发展, 其在博弈论中

的应用逐渐成为研究热点. 文献
[7]
将确定性非线性

合作微分博弈的结果
[8]
推广到了无限时域非线性合

作差分博弈, 并得到了差分博弈 Pareto最优解的充

要条件. 对于随机合作差分博弈, 通过求解加权的差

分 Riccati方程和加权的差分 Lyapunov方程, 获得

了有限时域正则和不定号随机合作线性二次差分博

弈的 Pareto最优性
[9]. 无限时域随机合作线性二次差

分博弈的结果通过两种方式获得: 对于正则合作博

弈, 加权方法和 Pareto最优策略等价, 在精确能观/
能检的条件下通过求解加权的代数 Riccati方程和

加权的代数 Lyapunov方程获得; 对于不定号合作博

弈, 给出目标函数凸性的充要条件, 基于半正定规划

求解广义代数 Riccati方程用以确定 Pareto最优决

策向量
[10]. 通过求解交叉耦合的差分 Riccati方程,

确定有限时域不定号平均场随机合作线性二次差分

博弈的 Pareto最优策略, 并合理地应用到网络安全

博弈
[11]. 利用 -表示技术, 在精确能观/能检测的条

件下, 通过求解加权的交叉耦合的代数 Riccati方程,
确定无限时域正则平均场随机合作线性二次差分博

弈的 Pareto最优策略, 并合理地应用到 5G边缘网络

的计算
[12]. 进一步, 基于随机不定号理论, 获得了无

限时域不定号随机合作线性二次差分博弈的 Pareto
最优性

[13]. 需要指出, 上述求解多目标合作差分博弈

Pareto最优性的结果
[7-13]

均需要基于精确的数学模

型, 并没有考虑系统参数部分未知或完全未知的情

形.
另一方面, Riccati方程理论在研究线性二次最

优控制问题中发挥重要作用. 对于离散线性二次最

优控制, Hewer提出了一种迭代算法
[14]

确定相应离

散代数 Riccati方程的解, 其与牛顿方法类似. 然而,
这一迭代算法严格依赖系统的参数矩阵, 难以获得

部分无模型或完全无模型离散优化问题对应 Riccati
方程的解. 随着计算机算力的不断发展, 基于机器学

习的算法可有效求解无模型优化问题; 例如, 自适应

动态规划算法
[15,16]

和强化学习算法
[17,18].

确切地说, 自适应动态规划算法是动态规划方

法与强化学习方法的有效结合
[19]. 通过设计一种 off-

policy策略迭代算法获得连续时间线性二次优化问

题对应代数 Riccati方程的近似解, 不需要任何动力

学系统的先验信息
[20]. 该算法通过对初始控制输入

加入探索噪声用以获得系统状态向量以及过程中的

控制输入向量, 结合矩阵重构实现数据收集和迭代

算法的分离. 随后, 连续时间无限时域无模型线性二

次策略迭代算法的结果被推广到离散时间有限时域

时变线性二次优化问题
[21]. 通过定义加权 Bellman

算子和复合 Bellman算子设计策略迭代算法, 求解

无模型离散线性二次最优控制问题相应的代数

Riccati方程
[22]. 此外, 当扰动输入可控时, 无模型离

散
[23]

和连续
[24]

线性二次优化问题对应策略迭代算

法的鲁棒性被严格证明. 文献
[25]

基于策略迭代方法

研究了无模型合作线性二次微分博弈.
合作差分博弈是合作博弈理论在离散系统中的

延伸, 其核心是研究多个玩家在时序演化中的策略

交互与优化. 传统的合作差分博弈研究大多依赖精

确的系统模型来描述系统的演化规律和玩家的动态

行为. 然而, 在许多实际应用中, 系统的动态模型往

往难以获取或难以准确构建, 这限制了合作差分博

弈的有效应用. 因此, 如何在不依赖于精确数学模型

的情况下, 获得有效的 Pareto最优策略, 成为目前合

作博弈研究的一大挑战.
强化学习作为一种基于经验的学习方法, 在解

决动态决策问题中表现出强大潜力. 与传统方法需

要动态系统精确数学模型不同, 基于强化学习的算

法通过与环境交互, 逐步优化策略, 无需事先了解系

统的准确模型. 特别地, 强化学习能够帮助博弈中多

个玩家在缺乏系统信息的情况下, 基于彼此之间的

互动和奖励信号获得最优策略. 此外, 无模型强化学

习为多目标优化的策略设计提供一个新的研究方向,
尤其是在合作博弈, 能够使玩家在互动中自适应地
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调整策略, 基于环境反馈进行学习实现合作最优解.
虽然无模型强化学习在单目标优化中已取得了

显著进展, 但对于多目标合作博弈, 问题的复杂性和

挑战性将大大增加. 首先, 多个玩家之间的相互作用

扩展了系统的控制策略空间, 增加了策略优化的难

度. 其次, 合作博弈不仅需要考虑单个玩家的策略优

化, 还要兼顾群体合作与协调性, 确保所有玩家能够

实现整体最优目标. 这对无模型强化学习算法的设

计提出了更高要求.
本文研究基于强化学习的无模型合作线性二次

差分博弈的 Pareto最优性, 旨在提出一种新的强化

学习算法, 研究如何通过玩家与环境间的交互和学

习, 获得多目标合作差分博弈的近似最优解. 具体而

言, 本文将连续时间无模型线性二次优化的策略迭

代算法
[20]

扩展到无模型合作线性二次差分博弈, 基
于策略迭代的强化学习算法迭代求解确定性合作线

性二次差分博弈对应的代数 Riccati方程.

N

主要创新如下: (1) 提出数据驱动的策略迭代方

法研究无限时域多目标合作线性二次差分博弈的

Pareto最优性, 该多目标优化问题中的动态系统受

多个玩家控制策略的影响, 且系统中的参数矩阵完

全未知. (2) 基于无限时域合作线性二次差分博弈对

应的 个代数 Lyapunov方程给出策略迭代的具体

表达式, 通过收集每个玩家足够的状态和控制输入

数据严格证明算法的收敛性. (3) 基于加权方法, 提
出一类策略迭代算法分别求解无限时域合作线性二

次差分博弈的 Pareto最优策略和 Pareto最优解. 此
外, 通过仿真算例验证了算法的正确性和有效性.

Sn n

Rn×m n×m Sn
+

Sn
++

Γ := {α := (α1, α2, . . . , αN)|αi ⩾ 0且∑N

i=1
αi = 1} N := {0, 1, 2, . . .} N̄ := {1, 2, . . . ,

N} ⊗ vec(M) M

vec = [mT
1 ,m

T
2 , . . . ,m

T
n ] mi

M ∈ Rn×m i

符号说明 .  表示所有 维对称矩阵的集合 ;
表示所有 矩阵的集合;  表示所有对

称半正定矩阵的集合;  表示所有对称正定矩阵

的 集 合 ; 

;  ; 

;  表示克罗内克积;  表示对矩阵 进行

列重构 , 即 ;  表示矩阵

的第 列.
 

1    问题描述

考虑如下由多个玩家组成的合作线性二次差分

博弈的多目标优化问题:

Minimize

Ji(x0;u) =
∞∑

k=0

(xT
kQixk +

N∑
j=1

uT
j,kRijuj,k), (1)

subject to

xk+1 = Axk +
N∑
i=1

Biui,k, x0 = ξ ∈ Rn, (2)

u =
(
u1,k, . . . , uN,k

)
N ⩾ 2 N

xk ∈ Rn k ∈ N
ui,k ∈ Rmi i ∈ N̄ i k

A ∈ Rn×n Bi ∈ Rn×mi

Qi ∈ Sn
+ Rij ∈ Smi

++

其中:  表示所有玩家的联合控

制策略,  且 为正整数表示合作博弈中玩家

的个数 ;  ( )表示系统的状态向量 ;
( )表示玩家 在 时刻的控制策略;
与 为离散系统的参数矩阵 ;

目标函数中的权重矩阵满足 ,  .
为简化表达形式, 令

B = [B1, B2, . . . , BN ],

Ri = diag{Ri1, Ri2, . . . , RiN}
uk = [uT

1,k, u
T
2,k, . . . , u

T
N,k]

T
.

那么, 合作博弈问题 (1)-(2)被等价地转化为如下具

有标准形式的无限时域线性二次多目标优化问题

Problem (P (i)
∞ -LQ).

Minimize

Ji(ξ;u) =
∞∑

k=0

(xT
kQixk + uT

kRiuk), (3)

subject to

xk+1 = Axk +Buk, ξ ∈ Rn. (4)

为了更好地理解合作博弈中 Pareto最优性的定

义, 给出 Pareto最优决策向量和 Pareto最优解的定

义.
u∗ = (u∗

1,k, u
∗
2,k, . . . , u

∗
N,k)

û = (û1,k, û2,k, . . . , ûN,k)

定义 1　控制策略 被

称为 Pareto最优控制策略如果不存在另外一个控制

策略 使得下列不等式{
Ji(ξ; û) ⩽ Ji(ξ;u

∗),

Ji(ξ; û) < Ji(ξ;u
∗),

i ∈ N̄

(J1(ξ;u
∗), J2(ξ;u

∗), . . . , JN(ξ;u
∗))

至少有一个严格成立 , 对所有的 . 此时 ,
为 Pareto最 优

解, 所有 Pareto最优解组成的集合称为 Pareto边界.
为了使正则合作线性二次差分博弈的多目标优

化问题 (3)-(4)有意义, 提出如下两个基本假设.
(A;Q

1
2
i ) ∀i ∈ N̄假设 1　 ,  完全能观.

假设 2　系统 (4)可镇定.
接下来, 引入平方可和函数空间

l2(Rmi) = {ui,k |
∞∑

k=0

uT
i,kui,k <∞}.

定义容许控制集

U i,ξ
ad = {ui,k ∈ l2(Rmi) | Ji(x0;u) <∞,

且u使系统(4)镇定}.
那么, 联合控制策略定义为
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u ∈ U 1,ξ
ad × . . .× UN,ξ

ad = U ξ
ad.

加权方法可有效求解合作博弈的 Pareto最优策

略以及 Pareto最优解, 该方法利用权重参数与目标

函数的线性组合获得 Pareto最优策略
[26]. 具体来说,

根据各玩家在博弈中的重要性不同, 为其分配不同

的权重参数, 并将所有玩家目标函数与权重参数的

线性组合称为权和目标函数, 能够最小化权和目标

函数的控制策略即为 Pareto最优控制策略.
α ∈ Γ u∗ ∈ U ξ

ad引理 1　对一个固定的 , 如果 使

得

u∗ = argminu∈U
ξ
ad

N∑
i=1

αiJi(ξ;u), (5)

u∗

U ξ
ad Ji(ξ;u) ∀i ∈ N̄

u u∗

α ∈ Γ

那么,  为 Pareto最优策略. 此外, 假设容许控制集

和目标函数 ,  关于联合控制策略

为凸集和凸函数, 如果 为 Pareto最优决策向量,
那么存在 , 满足式 (5).

注 1　由引理 1可知, 加权方法只是求解 Pareto
最优策略的充分条件. 然而, 如果容许控制集和目标

函数关于联合控制策略均为凸的, 此时, 加权方法为

求解 Pareto最优策略的充要条件.

N

根据经典的线性二次优化理论, 多目标合作线

性二次差分博弈的可解性可以通过如下 个代数

Riccati方程的解刻画

−ATP (i)B(Ri +BTP (i)B)−1BTP (i)A−
P (i) +ATP (i)A+Qi = 0, i ∈ N̄ . (6)

P ∗,(i) ∈ Sn
++ i ∈ N̄

在假设 1的条件下, 代数 Riccati方程 (6)存在唯一

解 ,  使得基于 Riccati方程解的联

合策略

u∗,(i)
k = −K∗,(i)xk =

− (Ri +BTP ∗,(i)B)−1BTP ∗,(i)A (7)

i可以最小化玩家 的目标函数, 且控制输入 (7)使系

统 (2)镇定. 此时, 对应的代数 Lyapunov方程为

(A−
N∑

j=1

BjK
(i)
j )TP (i)(A−

N∑
j=1

BjK
(i)
j )−

P (i) +Qi +
N∑

j=1

K(i)T

j RijK
(i)
j = 0, i ∈ N̄ .

(8)

P ∗,(i)

显然, 代数 Riccati方程 (6)为非线性方程, 通常很难

直接确定其最优解 . 为有效确定代数 Riccati方
程 (6)的最优解, 很多学者提出一些近似算法, 其中

一个比较有效的为 Hewer算法
[14]. 对于代数 Riccati

方程 (6), 基于 Hewer算法, 可得如下结果.
K(i)

0 ∈ Rm×n引理 2　令 为任意稳定的初始反

P (i)
l ∈ Sn

++馈增益矩阵, 且 为代数 Lyapunov方程

(A−
N∑

j=1

BjK
(i)
j,l )

TP (i)
l (A−

N∑
j=1

BjK
(i)
j,l )−

P (i)
l +Qi +

N∑
j=1

K(i)T

j,l RijK
(i)
j,l = 0, i ∈ N̄ (9)

K(i)
j,l j ∈ N̄ l = 1, 2, . . .的解. 其中,  ,  ,  的迭代公式为

K(i)
l+1 = (Ri +BTP (i)

l B)−1BTP (i)
l A. (10)

那么, 如下结果成立:
A−BK(i)

l(1)  为 Schur矩阵;

P ∗,(i) ≤ P (i)
l+1 ≤ P (i)

l(2)  ;

liml→∞K(i)
l = K∗,(i) liml→∞P (i)

l = P ∗,(i)(3)  ,  .

P (i)
l

K(i)
l

根据 Hewer迭代算法 , 通过迭代求解关于

为线性的代数 Lyapunov方程 (9)并通过 (10)迭

代求解 , 可以确定非线性代数 Riccati方程 (6)

的解.
u∗,(i)

k

i i

注 2　由 (7)式确定的 表示所有玩家最小

化玩家 目标函数的联合控制策略, 而不是玩家 的

最优策略, 这是单目标优化和多目标合作博弈的主

要不同点之一.

A Bi Problem (P (i)
∞ -LQ)

i ∈ N̄ N

注 3　一般来说, 如果动态系统 (2)中的参数矩

阵 和 已知 , 合作差分博弈 ,
可以通过 Hewer迭代算法

[14]
求解 个代数

Riccati方程的解获得. 但是, 如果系统中的参数矩阵

部分或者完全未知, 此算法不能确定多目标合作差

分博弈的 Pareto最优性. 为了解决这一问题, 提出基

于强化学习的策略迭代算法. 

2    无模型合作差分博弈

A Bi

i ∈ N̄

4

本节研究当动态系统 (2)中的参数矩阵 和 ,
完全未知时的合作差分博弈. 根据引理 2, 离

散系统 ( )可等价地转化为

xk+1 = A(i)
l xk +B(K(i)

l xk + uk), (11)

其中

A(i)
l = A−BK(i)

l .

引理 3　引理 2中的 (9)和 (10)等价于如下公

式

T∑
k=t

[xT
k (Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l )xk] =

T∑
k=t

[2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk+

u(i)T

k BTP (i)
l Bu(i)

k − xT
kK

(i)T

l BTP (i)
l BK(i)

l xk]+

xT
t P

(i)
l xt − xT

T+1P
(i)
l xT+1. (12)

证明　由公式 (11)可得
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xT
k+1P

(i)
l xk+1 − xT

kP
(i)
l xk =

[(K(i)
l xk + u(i)

k )TBT + xT
kA

(i)T

l ]P (i)
l ×

[A(i)
l xk +B(K(i)

l xk + u(i)
k )]− xT

kP
(i)
l xk =

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l B(K(i)

l xk + u(i)
k )+

xT
kA

(i)T

l P (i)
l A(i)

l xk − xT
kP

(i)
l xk+

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l A(i)

l xk+

[(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l A(i)

l xk]
T .

根据公式 (9), 可得

xT
k+1P

(i)
l xk+1 − xT

kP
(i)
l xk =

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l B(K(i)

l xk + u(i)
k )−

xT
k (Qi +

N∑
j=1

K(i)T

j,l RijK
(i)
j,l )xk+

2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l A(i)

l xk =

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l B(K(i)

l xk + u(i)
k )−

xT
k (Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l )xk+

2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk−

2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l BK(i)

l xk =

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l B(−K(i)

l xk + u(i)
k )−

xT
k (Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l )xk+

2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk.

因此,

xT
k (Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l )xk =

2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk+

u(i)T

k BTP (i)
l Bu(i)

k − xT
kK

(i)T

l BTP (i)
l BK(i)

l xk−
xT

k+1P
(i)
l xk+1 + xT

kP
(i)
l xk. (13)

k = t k = T对 (13)式从 至 求和, 可得

T∑
k=t

[xT
k (Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l )xk] =

T∑
k=t

[2(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk+

u(i)T

k BTP (i)
l Bu(i)

k − xT
kK

(i)T

l BTP (i)
l BK(i)

l xk−
xT

k+1P
(i)
l xk+1 + xT

kP
(i)
l xk].

经过简单变形, 即可得到 (12)式, 引理得证. □
A Bi

i ∈ N̄

K(i)
l A Bi i ∈ N̄

P (i)
l

K(i)
l+1 xk

BTP (i)
l A

u(i)
k K(i)

l xk

BTP (i)
l B

注 4　显然 , 公式 (12)仍然显含矩阵 和 ,
的信息. 然而, 对于一个给定的初始反馈增益

矩阵 , 当系统参数矩阵 和 ,  未知时, 可

以由公式 (12)确定公式 (9)和 (10)中的参数 和

: (1) 公式 (12)等号左边为已知项,  可在线收

集; (2) 把公式 (12)等号右边第一项中 整体

当作未知量 ,  和 可在线收集 ; (3) 把公式

(12)等号右边第二、三项中 整体当作未知

u(i)
k K(i)

l xk

P (i)
l

量,  和 可通过在线收集; (4) 把公式 (12)等

号右边第四、五项中 为未知项, 状态可在线收集.

P (i)
l

K(i)
l+1

P (i)
l K(i)

l

通过在线数据收集和迭代 ,  可直接求解 ,

通过公式 (10)确定. 公式 (12)在通过迭代过程

分离系统动态发挥重要作用, 公式 (9)和 (10)中的

未知参数 和 可通过在线收集状态和输入信

息确定.

接下来 , 以引理 3中公式 (12)等号右边第一、

二和三项为例, 详述注 4中的求解过程.

(K(i)
l xk + u(i)

k )TBTP (i)
l Axk =

(K(i)
l xk)

TBTP (i)
l Axk + u(i)T

k BTP (i)
l Axk =

N∑
j=1

(xT ⊗ uT
j,k)vec(B

TP (i)
l A)+

(xT ⊗ xT )vec(K(i)T
l BTP (i)

l A) = (xT ⊗ uT
1,k)

T

(xT ⊗ uT
2,k)

T

. . .
(xT ⊗ uT

N,k)
T


T 

vec(BT
1 P

(i)
l A)

vec(BT
2 P

(i)
l A)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l A)

+

 (xT ⊗ xT )T

(xT ⊗ xT )T

. . .
(xT ⊗ xT )T


T


vec(KT
l,1B

T
1 P

(i)
l AIn)

vec(KT
l,2B

T
2 P

(i)
l AIn)

. . .
vec(KT

l,NB
T
NP

(i)
l AIn)

 =

 (xT ⊗ uT
1,k)

T

(xT ⊗ uT
2,k)

T

. . .
(xT ⊗ uT

N,k)
T


T 

vec(BT
1 P

(i)
l A)

vec(BT
2 P

(i)
l A)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l A)

+

 (xT ⊗ xT )T

(xT ⊗ xT )T

. . .
(xT ⊗ xT )T


T

×

 In ⊗KT
l,1

In ⊗KT
l,2

. . .
In ⊗KT

l,N

×


vec(BT
1 P

(i)
l A)

vec(BT
2 P

(i)
l A)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l A)

 . (14)

同理, 由公式 (12)可得

u(i)T

k BTP (i)
l Bu(i)

k − xT
kK

(i)T

l BTP (i)
l BK(i)

l xk =
N∑

j=1

(uT
j,k ⊗ uT

j,k)vec(B
TP (i)

l B)−

xT ⊗ xTvec(K(i)T

l BTP (i)
l BK(i)

l ) = (uT
1,k ⊗ uT

1,k)
T

(uT
2,k ⊗ uT

2,k)
T

. . .
(uT

N,k ⊗ uT
N,k)

T


T 

vec(BT
1 P

(i)
l B1)

vec(BT
2 P

(i)
l B2)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l BN)

−
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 (xT ⊗ xT )T

(xT ⊗ xT )T

. . .
(xT ⊗ xT )T


T

×


vec(KT

l,1B
T
1 P

(i)
l B1Kl,1)

vec(KT
l,2B

T
2 P

(i)
l B2Kl,2)

. . .
vec(KT

l,NB
T
NP

(i)
l BNKl,N)

 =

 (uT
1,k ⊗ uT

1,k)
T

(uT
2,k ⊗ uT

2,k)
T

. . .
(uT

N,k ⊗ uT
N,k)

T


T 

vec(BT
1 P

(i)
l B1)

vec(BT
2 P

(i)
l B2)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l BN)

−
 (xT ⊗ xT )T

(xT ⊗ xT )T

. . .
(xT ⊗ xT )T


T

×


KT

l,1 ⊗KT
l,1

KT
l,2 ⊗KT

l,2

. . .
KT

l,N ⊗KT
l,N

×


vec(BT
1 P

(i)
l B1)

vec(BT
2 P

(i)
l B2)

. . .
vec(BT

NP
(i)
l BN)

 . (15)

定义如下算子:

P (i) ∈ Sn
++ → P̂ (i) ∈ R 1

2
n(n+1),

x ∈ Rn → x̄ ∈ R 1
2
n(n+1),

其中:

P̂ (i) = [P (i)
11 , 2P

(i)
12 , . . . , 2P

(i)
1n , P

(i)
22 , 2P

(i)
23 , . . . ,

2P (i)
n−1,n, P

(i)
nn ]

T ,

x̄ = [x2
1, x1x2, . . . , x1x

2
n, x2x3, . . . , xn−1xn, x

2
n].

此外, 为简化公式化描述, 定义如下符号:

XX =

 (xT ⊗ xT )T

(xT ⊗ xT )T

. . .
(xT ⊗ xT )T

 ,

XUk =

 (xT ⊗ uT
1,k)

T

(xT ⊗ uT
2,k)

T

. . .
(xT ⊗ uT

N,k)
T

 ,

UkUk =

 (uT
1,k ⊗ uT

1,k)
T

(uT
2,k ⊗ uT

2,k)
T

. . .
(uT

N,k ⊗ uT
N,k)

T

 ,

IXX =

[
t+1∑
k=t

XX,
t+2∑

k=t+1

XX, . . . ,
T∑

k=T−1

XX

]
,

δxx = [x̄t − x̄t+1, x̄t+1 − x̄t+2, . . . , x̄T−1 − x̄T ] ,

IXUk
=

[
t+1∑
k=t

XUk,
t+2∑

k=t+1

XUk, . . . ,
T∑

k=T−1

XUk

]
,

IUkUk
=

[
t+1∑
k=t

UkUk,
t+2∑

k=t+1

UkUk, . . . ,
T∑

k=T−1

UkUk

]
,

IK = diag
[
In ⊗KT

l,1, In ⊗KT
l,2, . . . , In ⊗KT

l,N

]
,

KK = diag
[
KT

l,1 ⊗KT
l,1, . . . ,K

T
l,N ⊗KT

l,N

]
.

K(i)
l

根据上述定义, 对于任意选择的初始稳定增益

矩阵 , 迭代公式 (12)可以简化为

Ψl

 P̂ (i)
l

vec(BTP (i)
l B)

vec(BTP (i)
l A)

 = Φl, (16)

其中:

Ψl = [δxx, IUkUk
− IXX ·KK,

2(IXUk
+ IXX · IK)],

Φl = IXXvec(Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l ).

Ψl显然, 如果 列满秩, 那么 (16)式可以通过如下公

式求解: P̂ (i)
l

vec(BTP (i)
l B)

vec(BP (i)
l A)

 = (ΨT
l Ψl)

−1ΨlΦl. (17)

Ψl接下来, 给出 列满秩的充分条件.
l0 > 0

l > l0

引理 4　如果存在一个整数 使得对于所

有的 有

rank([δxx, IXX , IXUk
, IUkUk

]) =

n(n+ 1)

2
+ n2 + nm+m2, (18)

Ψl那么 列满秩.
Ψl证明 列满秩等价于证明方程

ΨlX = 0 (19)

X = 0 X =

[XT
1 , X

T
2 , X

T
3 ]

T ∈ Rn2+nm+m2

只存在解 . 下面 , 用反证法证明 . 假设

为方程 (19)的一个非

零解. 那么, 根据方程 (12)可以得到

[δxx, IXX , IXUk
, IUkUk

]


X̂1

vec(Ω)
vec(X2)
vec(X3)

 = 0, (20)

Ω = Qi +K(i)T

l RiK
(i)
l +K(i)T

l X3K
(i)
l −

2K(i)T

l X2

X̂1 = 0 vec(X2) = 0 vec(X3) = 0

X1 = 0 X2 = 0 X3 = 0 X = 0

X ̸= 0 Ψl

其 中 : 

. 如果条件 (18)成立, 那么方程 (20)存在

唯一解 ,  且 . 因此 ,

可以得到 ,  且 , 即 . 显
然, 这与 的假设不一致. 因此,  列满秩. □

K(i)
0 ∈ Rm×n

{P (i)
l }∞l=0 {K(i)

l }∞l=1

定理 1　给定一个初始的稳定增益矩阵

, 当引理 4中的秩条件满足, 那么可以

通过求解 (17)式使序列 和 分别收
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P ∗,(i) K∗,(i)敛到最优值 和 .
K(i)

l

P (i)
l = P (i)T

l K(i)
l+1

P (i)
l

BTP (i)
l A BTP (i)

l B

P (i) = P (i)T ∈ Sn
++

证明 对于一个给定的镇定反馈增益矩阵 ,

如果 为方程 (9)的解, 那么 可以通

过 (10)式 唯 一 确 定 . 根 据 公 式 (12)可 得 ,

和 满足公式 (17). 另一方面 , 令

满足

Ψl

 P̂ (i)

vec(BTP (i)B)
vec(BTP (i)A)

 = Φl.

P̂ (i) = P̂ (i)
l vec(BTP (i)B) =

vec(BTP (i)
l B) vec(BTP (i)A) = vec(BTP (i)

l A)

P (i) vec(BTP (i)B) vec(BTP (i)A)

P̂ (i) P (i) = P (i)
l

K(i)
l+1 = K(i)

显然 , 可以直接得到 , 

和 . 由

引理 4可得,  ,  和 唯

一. 此外, 根据 的定义,  可以被唯一确

定. 另一方面, 通过公式 (10),  也可以被

唯一确定. 因此, 策略迭代 (17)等价于 (9)和 (10). 根
据引理 2, 收敛性得证. □

u∗,(i)
k =

−K∗,(i)xk i

注 5　基于数据收集得到的最优策略

表示所有玩家最小化玩家 的联合控制策

略, 但该联合策略不一定使所有玩家的目标函数最

小或者能达到 Pareto最优策略. 因此, 接下来考虑基

于加权方法求解 Pareto最优性. 

3    基于策略迭代的 Pareto 最优性

U ξ
ad

Ji(ξ;u) ∀i ∈ N̄ u

U ξ
ad Qi ∈ Sn

+

Rij ∈ Smi
++ ∀i ∈ N̄ Ji(ξ;u) ∀i ∈

N̄

根据引理 1, 当容许控制空间 和目标函数

,  关于联合策略 分别为凸集和凸函

数时, 加权方法为求解 Pareto最优策略的充要条件.
显然, 容许控制空间 为凸集. 此外, 如果 ,

,  , 那么目标函数 , 
也为凸函数 . 因此 , 加权方法可直接用来求解

Pareto最优策略. 接下来, 考虑权和优化问题.
Problem (P α

∞-LQ).

Minimize

Jα(ξ;u) =
∞∑

k=0

(xT
kQαxk + uT

kRαuk),

subject to (4), ξ ∈ Rn. (21)

Qα =
N∑
i=1

αiQi Rα =
N∑
i=1

αiRi Jα(ξ;u) =

N∑
i=1

Ji(ξ;u) Problem (P α
∞-LQ)

其中 :  ,  和

. 显然, 权和优化问题

可以通过如下加权代数 Riccati方程的解获得

−ATP (α)B(Rα +BTP (α)B)
−1
BTP (α)A−

P (α) +ATP (α)A+Qα = 0. (22)

Problem (P (i)
∞ -LQ) (A;Q

1
2
i ) ∀i ∈ N̄

α ∈ Γ

注 6　根据文献
[12]

中的引理 5可知, 如果多目标

优化问题 对应的 , 

完全能观, 那么对一个固定的 , 权和优化问题

Problem (P α
∞-LQ) (A;Q

1
2
α )对应的 也完全能观.

Problem (P (i)
∞ -LQ)

i ∈ N̄

Problem (P α
∞-LQ)

注 7　显然, 多目标优化问题 ,

对应的结果, 即引理 2-4和定理 1也可以平凡

推广至权和最小化问题 . 由于证

明过程类似, 此处省略.
下面, 为更好研究合作差分博弈的 Pareto最优

性, 分别给出 Pareto最优策略和 Pareto最优解的求

解过程.

Problem (P (i)
∞ -LQ) i ∈ N̄ α ∈ Γ

定理 2　考虑多目标合作线性二次差分博弈

,  . 对于一个固定的 ,

Pareto最优策略可以通过 off-policy迭代获得

u∗
α,k = argminu∈U

ξ
ad

N∑
i=1

αiJi(ξ;u) =

[uT
1α,k, u

T
2α,k, . . . , u

T
Nα,k]

T =

−K∗
αxk =

− [(K∗
1αxk)

T , (K∗
2αxk)

T , . . . ,

(K∗
iαxk)

T , . . . , (K∗
Nαxk)

T ]T . (23)

Problem (P (i)
∞ -LQ) i ∈ N̄

N P (i) Ji(ξ;u)

i ∈ N̄

Problem (P (i)
∞ -LQ) i ∈ N̄ Ji(ξ;u)

∀i ∈ N̄ u

Jα(ξ;u)

α ∈ Γ Jα(ξ;u)

K∗
α Problem (P α

∞-LQ)

证明　如果假设 1成立, 那么动态系统 (2)可镇定,
多目标合作差分博弈 ,  对

应的 个代数 Riccati方程有唯一解 , 且 ,
有最小值. 此外, 对于正则合作线性二次差分

博弈 ,  , 目标函数 ,

关于联合控制策略 为凸函数. 那么权和最

小化问题 也为凸函数 (见文献
[11]

中的引理

3), 并且对一个固定的 ,  有最小值. 因
此, 根据引理 2, 所有的 Pareto最优策略均可通过加

权方法获得. 综上所述,  可通过对

重复引理 2-4和定理 1的过程获得. □

Problem (P (i)
∞ -LQ) i ∈ N̄ α ∈ Γ

定理 3　考虑多目标合作线性二次差分博弈

,  . 对于一个固定的 ,
Pareto最优解可以通过 off-policy迭代获得

(J1(ξ;u
∗), J2(ξ;u

∗), . . . , JN(ξ;u
∗)), (24)

其中:

Ji(ξ;u
∗) = xT

0 P
∗
iαx0. (25)

i证明 根据定理 2, 将玩家 的最优镇定反馈策略

u∗
iα,k = K∗

iαxk (26)

代入 (1)和 (2)可得

Ji(ξ;u) =
∞∑

k=0

xT
k (Qi +

N∑
j=1

(K∗T
jα )RijK

∗
jα)xk,(27)

和

xk+1 = (A−
N∑
i=1

BiK
∗
iα)xk. (28)
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接下来, 把公式

∞∑
k=0

(xT
k+1P

∗
iαxk+1 − xT

kP
∗
iαxk) =

∞∑
k=0

xT
k [(A−

N∑
j=1

BjK
∗
jα)

TP ∗
iα(A−

N∑
j=1

BjK
∗
jα)− P ∗

iα]xk =

lim
k→∞

xT
kP

∗
iαxk − xT

0 P
∗
iαx0

带入目标函数 (27)可得

Ji(ξ;u) =
∞∑

k=0

xT
k (Qi +

N∑
j=1

K∗T
jα RijK

∗
jα)xk+

∞∑
k=0

xT
k [(A−

N∑
j=1

BjK
∗
jα)

TP ∗
iα×

(A−
N∑

j=1

BjK
∗
jα)− P ∗

iα]xk−

lim
k→∞

xT
kP

∗
iαxk + xT

0 P
∗
iαx0. (29)

对于方程 (29), 令

(A−
N∑

j=1

BjK
∗
jα)

TP ∗
iα(A−

N∑
j=1

BjK
∗
jα)−

P ∗
iα +Qi +

N∑
j=1

K∗T
jα RijK

∗
jα = 0, (30)

P ∗
iα

Problem (P α
∞-LQ)

其显然与 Lyapunov方程 (8)一致. 综上所述,  可通

过对 重复引理 2-4和定理 1获得. □

A Bi i ∈ N̄

注 8　由定理 2和 3求解 Pareto最优性不需要

动态系统参数矩阵 和 ,  的信息.

　　算法1　基于off-policy迭代的多目标合作线性二次差分

博弈求解算法.

α ∈ [0, 1]　　1: for 每个  do

l = 0 K0,α

u = −K0,α + e δxx IXX IXUk
IUkUk

　　2: 　令 . 选取稳定的初始反馈增益矩阵 , 把

作为输入, 计算 ,  ,  和 直至

引理4中的秩判据条件满足;
　　3: 　repeat

Pl,α,Kl+1,α　　4: 　　基于公式(17)更新 ;

l← l + 1　　5: 　　

|Pl+1,α − Pl,α| < ε ε　　6: 　until  , 其中 表示一个充分小的

正数;
　　7: end for
　　8: 分别根据公式(23)和公式(25)计算Pareto最优策略和

Pareto最优解.
 

4    仿真算例

考虑由两位玩家组成的合作线性二次差分博弈,

其动力学方程为

xk+1 = Axk +
N∑
i=1

Biui,k, k ∈ N , i = 1, 2,

ui,k, i = 1, 2 xk

k

其中 表示每个玩家控制输入,  表示系

统在 时的状态向量. 虽然算法 1在求解 Pareto最优

性时不需要知道系统参数矩阵的任何信息, 但是为

了理论的完整性仍需提供以下矩阵信息

A =

−0.1 0 0
−0.2 −1 1
0 0 −1

 ,

B1 =

0.1 0 0
1 1 0
0 0 1

 , B2 =

0.1 0 0
0.5 1 0
0 0 0.1

 .

此外, 每个玩家的目标函数定义为

Ji(x0;u) =
∞∑

k=0

(xT
kQixk+

N∑
j=1

uT
j,kRijuj,k), i = 1, 2.

Rij

Qi

设置控制权重矩阵 为单位矩阵, 状态权重参数矩

阵 为

Q1 =

0.5 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Q2 =

1 0 0
0 0.4 0
0 0 1

 .

α1 = 0.3, α2 = 0.7

x0 = [5,−20, 10]
设置权重参数 , 初始反馈增益矩

阵为零矩阵, 状态初值 . 利用算法

1可得如下最优反馈增益矩阵

K∗
1α =

−0.0506 −0.2192 0.2433
−0.0424 −0.2209 0.2441
0.0057 0.0232 −0.6692

 ,

K∗
2α =

−0.0294 −0.1087 0.1213
−0.0424 −0.2209 0.2441
0.0006 0.0023 −0.0669

 .

α ∈ Γ

在这种情况下, Pareto最优策略以及对应的最优状

态分别如图 1和 2所示. 此外, 加权代数 Riccati方
程的解和反馈增益矩阵的收敛性随迭代次数的变化

如图 3和 4所示. 另外, 通过变换不同的权值 ,
可得到不同的 Pareto最优解, 对应 Pareto边界如图 5
所示. 

5    结　论
 

4 6 100
-8

-4

0

4

8

控
制
输
入

2 8

k

u11,k

u23,k

u22,k

u21,k

u13,k

u12,k

0 0.05 0.10
-6.5

-6.0

-5.5 u11,k

u12,k

k

图1    Pareto 最优控制策略轨迹
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本文针对无模型合作线性二次差分博弈提出了

一种基于强化学习的策略迭代算法, 有效获得了无

模型合作线性二次差分博弈的 Pareto最优性. 提出

了一种基于离散代数 Riccati方程的策略迭代算法,
并通过加权方法, 推导了 Pareto最优控制问题的解

法. 该算法在策略评估和策略改进之间交替进行, 当
数据收集足够充分能确定加权代数 Riccati方程的

解和反馈增益矩阵 , 即可获得 Pareto最优策略和

Pareto最优解, 避免了求解基于精确数学模型的复

杂合作线性二次差分博弈对应的代数 Riccati方程.
通过数值算例验证了该算法的正确性和有效性.
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