
 

基于自然边界的严格反馈非线性系统约束控制策略
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摘　要: 针对一类严格反馈非线性系统的状态约束控制问题展开研究. 现有预设性能等约束控制方法通常需要预

先设定约束边界, 这可能造成因边界设置远宽于系统实际动态范围而导致控制冗余. 为克服此问题, 提出一种先

评估、后约束的切换控制新思路. 首先, 在假设系统非线性项及其偏导有界的条件下, 通过结合反步法与李雅普

诺夫稳定性理论, 解析推导系统在无约束控制器作用下的状态轨迹上界. 该上界表征无约束控制时状态的潜在最

大幅值. 然后, 设计一种切换控制策略: 仅当预设边界小于自然边界时, 才启用约束控制器以保证状态不越界; 反
之, 则采用无约束控制器, 在保证相同闭环性能的同时, 避免因引入额外项而产生的控制冗余与复杂度. 在满足状

态约束的前提下, 相较于约束控制方法, 所提出控制策略能够在较小的控制力度下能够实现期望的跟踪控制. 仿
真结果验证了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract: This paper investigates the state-constrained control problem for a class of strict-feedback nonlinear systems.
Existing  constraint-handling  approaches,  such  as  prescribed  performance  control,  generally  require  the  constraint
boundaries  to  be  specified  a  priori,  which  may  lead  to  control  redundancy  when  the  prescribed  boundaries  are
considerably wider than the actual dynamic range of the system states. To address this issue, a novel switching control
framework  based  on  the  principle  of  “ evaluation  before  constraint  enforcement”   is  proposed.  First,  under  the
assumption that the system nonlinearities and their partial derivatives are bounded, an explicit upper bound of the state
trajectories  under  an  unconstrained  controller  is  analytically  derived  by  combining  the  backstepping  technique  with
Lyapunov stability theory. The obtained bound characterizes the maximum attainable state magnitude in the absence of
constraint enforcement. Subsequently, a switching control strategy is developed. Specifically, the constrained controller
is  activated  only  when  the  prescribed  boundary  is  smaller  than  the  estimated  natural  boundary;  otherwise,  the
unconstrained  controller  is  employed.  In  this  way,  state  constraints  are  guaranteed  while  avoiding  the  control
redundancy and increased complexity caused by unnecessary constraint-enforcing terms. Compared with conventional
constrained  control  methods,  the  proposed  strategy  achieves  the  desired  tracking  performance  with  reduced  control
effort while satisfying state constraints. Simulation results demonstrate the effectiveness and feasibility of the proposed
method.
Keywords: backstepping；control redundancy；barrier Lyapunov function；strict-feedback nonlinear systems；full-
state constraints；natural boundary

 

0    引　言

非线性系统的状态约束控制一直是控制理论与

工程应用领域长期关注的问题之一. 在实际工程中,
比如机械系统的物理行程、电力电子装置的电压电
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流限额、以及化工过程的温度压力安全范围等, 都要

求系统的状态变量在运行过程中始终被限制在特定

的安全区域内
[1-2]. 为保障此类安全性能, 基于障碍李

雅普诺夫函数 (Barrier  Lyapunov Function,  BLF)的
约束控制方法应运而生, 并取得了广泛的研究成果

[3-5].
例如, 文献 [6]采用 BLF方法实现了航天器的全状

态约束控制; 针对一类具有输入死区的不确定非线

性系统, 文献 [7]应用对数型的 BLF实现了该系统

的全状态约束控制. 这种方法通过在设计过程中引

入约束边界, 并结合 BLF的函数特点, 从理论上保

证了状态不越界, 从而确保了系统的安全稳定运行.
然而, 现有的大多数约束控制研究通常将约束

边界视为一个由外部安全需求预先给定的、独立的

设计参数或时变函数. 比如, 文献 [8]针对机械臂系

统, 通过设定一个常值约束边界, 实现了其误差约束

控制; 针对一类非严格反馈的非线性系统, 文献 [9]
将约束边界设定为非对称的时变函数, 实现了状态

的非对称约束控制; 将约束边界设定为非对称时变

函数, 文献 [10]则通过将约束阈值设为任意可预设

的值, 实现了一类非线性系统的实际预设时间控制.
这种依赖人为预设约束边界的设计方式, 不可避免

地引入了一定的保守性: 对于一个给定的非线性系

统, 在特定的控制器作用下, 其状态本身就可能存在

一个由系统动态与控制器结构共同决定的、固有的

运行范围. 该边界反映了系统在未施加外部约束控

制干预时所固有的动态特性. 若人为设定的约束边

界远宽于此自然边界, 则意味着系统状态在自然情

况下本就不会越界, 此时引入复杂的约束控制律, 不
仅无法进一步提升系统的安全性, 反而可能因不必

要的控制干预而导致控制力度增强、能量损耗上升,
甚至引发执行器磨损, 造成控制资源的浪费, 即产

生"控制冗余"问题.
现有文献大多侧重于提出新型约束构造方法或

处理更为复杂的约束情形
[11-15], 却较少从系统自身动

态特性出发, 深入探讨“应在何种程度上施加约束”

这一根本性问题. 该研究局限使得当前约束控制设

计仍较多依赖设计者经验, 在边界设定方面存在一

定主观性与保守性. 基于上述分析, 本文针对一类严

格反馈非线性系统, 系统性地提出并研究状态轨迹

上界的分析理论框架. 本文的主要贡献概括如下:
1) 对于一类严格反馈非线性系统, 在非线性项

及其偏导有界的假设下, 给出了无约束反步控制器

下自然边界的完整解析表达式;
2) 基于该上界, 建立了一个切换控制策略. 仅当

人为预设的安全边界严于该上界时, 才有必要启动

约束控制器; 否则, 采用无约束控制器以避免冗余;

3) 针对一类非线性系统进行仿真, 结果表明所

提策略能够在满足全状态约束的同时消耗更小的控

制力度.
本文的结构安排如下: 第二部分为问题描述; 第

三部分分别设计无约束与有约束控制器; 第四部分

为核心理论内容, 将详细推导全状态上界量化表达

式; 第五部分通过仿真验证所提理论的有效性; 最
后, 第六部分对全文进行总结. 

1    问题描述

考虑如下一类严格反馈非线性系统

ẋ1 = x2 + f1(x1),

ẋ2 = x3 + f2(x1, x2),

...

ẋn = fn(x1, . . . , xn) + u,

y= x1. (1)

xi = [x1, x2, . . . , xi]
T ∈ Ri u ∈ R y ∈ R

fi(xi)

(i = 1, . . . , n)

其中 ,  ,  分别

是系统的状态向量、系统输入和系统输出 , 
是已知的非线性函数.

本文的研究目标是: 针对一类严格反馈非线性

系统 (1), 提出并量化其状态在无约束控制器作用下

全状态约束边界上界. 基于此提出相应的控制策略,
使得在较小的控制力度下满足全状态约束.

系统 (1)满足如下假设条件:
yr(t) i

|y(i)
r (t)| ⩽ B

y
(i)
r

B
y
(i)
r

假设 1　期望信号 及其 阶导数满足

, 其中,  是已知的正常数.

fi

Bfi |fi| ⩽ Bfi

假设 2　非线性函数 有界, 即存在已知的正常

数 使得 成立.

bi(t) ⩾ 0

t ⩾ 0

定义 1　针对系统 (1)在无约束控制器作用下

的闭环动力学, 若存在由系统动力学特性、控制器参

数以及初始条件显式确定的 , 使得对所有

有

|xi(t)| ⩽ bi(t), i = 1, . . . , n, (2)

bi(t) xi则称该解析上界 为系统状态 的自然边界. 

2    无约束与全状态约束的控制器设计

首先构造坐标变换, 引入虚拟控制量

z1 = x1 − yr,

zi = xi − αi−1 − y(i−1)
r , i = 2, . . . , n, (3)

αi−1其中,  为待设计的虚拟控制器.
1. 基于传统的反步法技术, 设计虚拟控制器为

αi = −cizi − zi−1 − fi+
i−1∑
j=1

∂αi−1

∂xj

(xj+1 + fj) +
i−2∑
j=0

∂αi−1

∂y(j)
r

y(j+1)
r , (4)

ci > 0 i = 1 α1 = −c1z1其中 为设计参数 , 当 时 , 
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−f1 yr = y(0)
r. . 设计最终控制输入为

uunc = −cnzn − zn−1 − fn+
n−1∑
i=1

∂αn−1

∂xi

(xi+1 + fi)+

n−2∑
i=0

∂αn−1

∂y(i)
r

y(i+1)
r + y(n)

r , (5)

cn > 0其中 为待设计的正常数.

V =
n∑

i=1

1

2
z2
i取整体 Lyapunov函数为 , 经计算

可得:

V̇ = −
n∑

i=1

ciz
2
i ⩽ −cV, (6)

c = min{2ci, i = 1, . . . , n} V ⩽ V (0)e−ct其中 . 因此 .
根据 Lyapunov稳定性理论可知, 闭环系统所有信号

有界.

|xi| < kci kci

Ωzi = |zi| < kbi i = 1, . . . , n

|y(i)
r (t)| ⩽ B

y
(i)
r
< kci kbi =

kci − ᾱi−1 −B
y
(i)
r

αi−1 ⩽ ᾱi−1 ᾱi−1

2. 下面采用基于障碍李雅普诺夫函数 (Barrier
Lyapunov Function, BLF)的方法设计控制器, 以确保

系统所有状态变量始终满足预设的约束条件 , 即
, 其中 是给定的预设约束边界. 定义集

合 , 其中 . 假设参考信号

及其各阶导数满足 , 并取

, 其中 ,  为正常数.

设计控制输入

ucon = −knzn − zn−1 − fn + α̇n−1+

y(n)
r − k2

bn − z2
n

k2
b,n−1 − z2

n−1

zn−1, (7)

kn其中,  为正设计参数.

V̄ =
1

2

n∑
i=1

log(
k2
bi

k2
bi − z2

i

)取 , 计算整理得到

˙̄V = −
n∑

i=1

ki

z2
i

k2
bi − z2

i

⩽ −kV̄ . (8)

k = min{2ki, i = 1, . . . , n}

|xi| ⩽ kci

其中 . 根据文献 [5]的稳

定性分析过程可知, 闭环系统所有信号有界并且全

状态满足约束 .

ucon − k2
bn − z2

n

k2
b,n−1 − z2

n−1

zn−1

uunc

注 1　在基于 BLF的约束控制器中, 控制输入

包含屏障项 , 该项仅在系统

状态接近预设约束边界时起显著作用. 若人为设定

的约束边界宽于系统自然边界, 则系统状态始终远

离预设边界, 屏障项对控制行为的影响可忽略不计.
然而, 约束控制器仍持续计算并引入该屏障项, 从而

增加了控制律的复杂度, 却未能提供额外的约束保

障. 此时, 采用无约束控制器 已足以实现系统的

稳定运行及约束满足, 因此继续使用约束控制器将

导致控制冗余. 

3    反推自然边界 —— 一种静态切换控制

机制

现有约束控制方法通常直接预设约束边界并依

此设计控制器, 然而一个根本性问题往往被忽视: 该
预设的边界对于给定的系统而言是否必要? 基于第

2.1节所设计的虚拟控制器及控制器结构, 本节将在

已知控制律的基础上进行反向推导, 显示给出系统

(1)的自然边界.
Ωd ⊂ Rn

i = 1, . . . , n fi(x̄i) k

Ωd k = 1, . . . , n− 1 Lk
fi

| ∂kfi
∂x1 . . . ∂xj

| ⩽ Lk
fi
, j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , i}

假设 3　设 为包含原点的紧集, 对于系

统 (1), 当 时, 函数 的 阶偏导在区

域 上有界,  , 即存在常数 , 使

得 .

V (t)

t ⩾ 0 V (t) ⩽ V (0)

由式 (6)可知 ,  为非增函数 , 因此对任意

有 . 进而可得
n∑

i=1

1

2
z2
i ⩽ V (0), (9)

即

|zi| ⩽
√
2V (0), (10)

V (0)其中 由初始误差决定.
1第 步: 由关系式

x1 = z1 + yr,

则

|x1| ⩽ |z1|+ |yr| ⩽
√
2V (0) +Byr . (11)

因此, 有

|x1| ⩽ K1

√
2V (0) +B1, (12)

K1 = 1 B1 = Byr其中,  ,  .
2 x2第 步: 对于 有

x2 = z2 + α1 + ẏr,

根据 (4), 得到

|α1| ⩽ c1|z1|+Bf1 ⩽ c1

√
2V (0) +Bf1. (13)

因此,

|x2| ⩽ |z2|+|α1|+|ẏr|⩽(1+c1)
√
2V (0)+Bf1+Bẏr .

(14)

可以得到

|x2| ⩽ K2

√
2V (0) +B2, (15)

K2 = 1 + c1 B2 = Bf1 +Bẏr其中,  ,  .
3 x3第 步: 对于 有

x3 = z3 + α2 + ÿr.

根据 (4), 得到
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|α2| ⩽ c2|z2|+Bf2 + |z1|+
(c1 + L1

f1)(|x2|+Bf1) + c1|ẏr|. (16)

则

|α2| ⩽ c2

√
2V (0) +

√
2V (0) +Bf2 + c1Bẏr+

(c1 + L1
f1)[K2

√
2V (0) +B2 +Bf1] ⩽

(c2 + 1 + c1K2 + Lf1K2)
√
2V (0)+

Bf2 + (c1 + L1
f1)(B2 +Bf1) + c1Bẏr .

因此,

|x3| ⩽ |z3|+ |α2|+ |ÿr| ⩽

(2 + c2 + (c1 + L1
f1)(1 + c1))

√
2V (0)+

Bf2 + (c1 + L1
f1)(B2 +Bf1)+

c1Bẏr +Bÿr ⩽ K3

√
2V (0) +B3, (17)

K3 = 2 + c2 + (c1 + L1
f1)(1 + c1) B3 = Bf2

+2(c1 + L1
f1)Bf1 + (2c1 + L1

f1)Bẏr +Bÿr

其中 ,  , 

.

i(i = 4, . . . , n)

i = 1

α1 = −c1z1 − f1 |∂α1

∂x1

| ⩽ c1 + Lf1

αm

αm+1 ξ ∈ {x1, . . . , xm+1, yr, . . . , y
(m+1)
r }

第 步: 首先应用数学归纳法可以

证明虚拟控制信号偏导数有界 . 当 时 , 由

及假设 3直接得 ,

有界. 假设 的一阶偏导有界, 则由虚拟控制器 (3)

对 关于任意

求偏导:

∂αm+1

∂ξ
= −cm+1

∂zm+1

∂ξ
− ∂zm

∂ξ
− ∂fm+1

∂ξ
+

m∑
j=1

∂2αm

∂xj∂ξ
(xj+1 + fj)+

m∑
j=1

∂αm

∂xj

∂(xj+1 + fj)

∂ξ
+

m−1∑
j=0

∂2αm

∂y(j)
r ∂ξ

y(j+1)
r ,

∂αm+1

∂ξ

其中各项由归纳假设、假设 3及闭环信号有界性均

有界, 故 有界, 归纳成立. 因此定义

|∂αi−2

∂xj

| ⩽ Ai−2,j, |
∂αi−2

∂y(j)
r

| ⩽ Ci−2,j, (18)

αi−1通过 的表达式可以得到

|αi−1| ⩽ ci−1|zi−1|+ |zi−2|+ |fi−1|+
i−2∑
j=1

|∂αi−2

∂xj

||xj+1 + fj|+

i−3∑
j=0

|∂αi−2

∂y(j)
||y(j+1)

r |+ δiBy
(n)
r
. (19)

δi = 0, i = 4, . . . , n− 1 δn = 1 |xj+1| ⩽
Kj+1

√
2V (0) +Bj+1, j = 1, . . . , i− 2

其中 和 . 结合

, 整理可得

|αi−1| ⩽ [ci−1 + 1 +
i−2∑
j=1

Ai−2,jKj+1]
√
2V (0)+

Bfi−1
+

i−2∑
j=1

Ai−2,j(Bj+1 +Bfj )+

i−3∑
j=0

Ci−2,jBy
(j+1)
r

+ δiBy
(n)
r
. (20)

因此,

|xi| ⩽ (2 + ci−1 +
i−2∑
j=1

Ai−2,jKj+1)
√
2V (0)+

Bfi−1
+

i−2∑
j=1

Ai−2,j(Bj+1 +Bfj )+

i−3∑
j=0

Ci−2,jBy
(j+1)
r

+ δiBy
(n)
r

+B
y
(i−1)
r

⩽

Ki

√
2V (0) +Bi. (21)

Ki = 2 + ci−1 +
i−2∑
j=1

Ai−2,jKj+1 Bi = Bfi−1
+

i−2∑
j=1

Ai−2,j(Bj+1 +Bfj ) +
i−3∑
j=0

Ci−2,jBy
(j+1)
r

+ δiBy
(n)
r

+

B
y
(i−1)
r

其中 , 

 

.

其中

∂2αi−2

∂xj∂xk

⩽ L(j,k)
αi−2

,
∂2αi−2

∂xj∂y(k)
r

⩽ L(y,j,k)
αi−2

,

| ∂2αi−2

∂y(j)
r ∂y(k)

r

| ⩽ Y (j,k)
αi−2

, δk,j =

{
1, k = j;

0, k ̸= j,

k, j = 1, . . . , n.

Ai−2,j = ci−2Ai−3,j + δi−2,j +Ai−4,j + L1
fi−2

+

i−3∑
q=1

[L(j,q)
αi−3

(Kq+1

√
2V (0) +Bq+1 +Bfq)+

Ai−3,q(δq+1,j + Lfq)] +
i−4∑
j=0

L(y,j,q)
αi−3

B
y
(q+1)
r

.

(22)

Ci−2,j = ci−2(Ci−3,j + δi−3,j) + Ci−4,j + δi−4,j+
i−3∑
q=1

[L(y,j,k)
αi−1

(Kq+1

√
2V (0) +Bq+1+

Bfq)] +
k−2∑
q=0

[Y (i−2,q)
αi−2

B
y
(q+1)
r

+ Ck−1,qδq+1,j].

(23)

基于上述分析, 本文提出一种静态切换机制, 以
在系统运行前选取合适的控制器, 实现一次性的离

线决策. 此时, 控制器设计为

u = (1− σ1)uunc + σ1ucon, (24)
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σ1其中 为切换信号, 表示为

σ1 =


0, kci ⩾ Ki

√
2V (0) +Bi;

1, kci < Ki

√
2V (0) +Bi,

(25)

i = 1, . . . , n其中 .

V (0)

fi ci

yr

注 2　值得指出的是, 本文所推导的全状态自然

边界与李雅普诺夫函数的初始值 相关. 起始状

态越远离平衡点, 系统在瞬态过程中的状态波动范

围理论上也会相应增大. 本文不仅从理论上证明了

该自然边界的存在性, 还给出了其显式表达式, 揭示

了该边界与系统动力学 、控制器参数 以及参考

轨迹 的定量依赖关系. 因此, 这为深入理解约束控

制提供了新的理论视角.
注 3　在无约束控制器下推导出的自然边界反

映了系统在当前动力学特性与控制参数配置下所能

达到的潜在运行范围. 该边界揭示了闭环系统的内

在动态能力, 可作为约束控制器设计的可行性判据.
当预设边界宽于自然边界时, 系统状态在无约束控

制器作用下本就不会超越预设边界, 此时若仍采用

约束控制器将导致控制冗余, 而无约束控制器已足

以保证系统性能. 反之, 系统状态在无约束控制下可

能越界, 此时才有必要引入约束控制.

t ⩾ 0 |xi(t)| ⩽ bi(t)

Ki Ki ≲ (1+

cmax + L1
f)

i(i−1)
2 cj

注 4　只要上界满足 Lyapunov不等式, 即对所

有 有 , 该界在数学上严格成立 .
存在多条候选上界时, 优先选择满足 Lyapunov不等

式, 具有明确解析形式且保守性较小的紧致上界. 进
一步指出 ,  的递推增长率大致满足

, 表明适当减小控制增益 或利用局

部 Lipschitz常数可有效压缩自然边界的保守程度.
对于工程中常见的二至三阶系统, 仿真结果表明所

得边界与真实轨迹之比在合理范围内, 具有实际参

考价值. 对高维情形保守性随阶次累积的问题, 这是

本文方法的局限性, 可作为未来工作的改进方向. 

4    反推动态自然边界 —— 一种动态切换

控制机制

若系统满足如下假设:
θi ψk

i,j(x1, x2,

. . . , xi) k = 1, . . . , n− 1 Ωd

| ∂kfi
∂xj1 . . . ∂xjk

| ⩽ θiψ
k
i,j(x1, x2, . . . , xi), j1, . . . , jk

∈ {1, . . . , i}

假设 4　存在已知正常数 与函数

,  ,  使 得 在 区 域 上

 

.

ẋ1 = x2 + x2
1中

∂f1
∂x1

= 2x1

注 5　相比假设 3要求偏导全局有界, 假设 4将
常数放宽为状态依赖函数, 扩大了适用范围. 例如,

无界, 不满足假设 3, 但可

∂f1
∂x1

⩽ 2|x1|用 纳入假设 4的框架. 上述假设保证了

反步法递归设计中虚拟控制器及其偏导数的有界性,
使状态轨迹上界能够被显式估计, 从而建立自然边

界的解析表达式.
类似第 3节可推导出系统全状态满足如下形式

的自然边界:

|xi(t)| ⩽ K̄i(t)
√
2V (0) + B̄i(t), (26)

K̄1(t) = 1 B̄1(t) = Byr K̄2(t)

= 1 + c1 B̄2(t) = Bf1 +Bẏr K̄3(t) = 2 + c2 + (c1

+θ1ψ
1
1,1(x1))(1 + c1) B̄3(t) = Bf2 + 2(c1 + θ1ψ1

(x1))Bf1 + (2c1 + θ1ψ
1
1,1)Bẏr +Bÿr K̄i(t) = 2+

ci−1 +
i−2∑
j=1

Āi−2,jKj+1 B̄i(t) = Bfi−1
+

i−2∑
j=1

Āi−2,j

(Bj+1 +Bfj ) +
i−3∑
j=0

Ci−2,jBy
(j+1)
r

+ δiBy
(n)
r

+B
y
(i−1)
r

Āi−2,j C̄i−2,j

K̄i(t) B̄i(t)

其中边界参数为 : ,  ; 
,  ; 

, 

;

, 

.

其中 与 的递推关系可类似第 3节 (22)-
(23)得到. 注意到此时 和 依赖于当前系统

状态, 因此自然边界随系统运行实时更新.
设计可在系统运行过程中动态执行的控制器如

下:

u = (1− σ2)uunc + σ2ucon, (27)

σ2其中 为切换信号, 表示为

σ2 =


0, ∀i, kci ⩾ K̄i(t)

√
2V (0) + B̄i(t) + ϵ;

1, ∃i, kci < K̄i(t)
√
2V (0) + B̄i(t)− ϵ,

(28)

i = 1, . . . , n ϵ > 0其中 ;  为正参数, 用于抑制切换振

荡. 动态切换机制通过在线评估系统状态与自然边

界之间的关系实现. 在每个控制周期内计算系统状

态与自然边界之间的距离. 当系统所有状态保持在

自然边界内部时, 控制器采用无约束反步控制律; 当
系统至少有一个状态超出自然边界时, 则切换到约

束控制策略以保证系统状态不会违反约束.
本文给出了一种先评估、后约束的切换控制新

思路, 评估过程如图 1.
注 6　本文的研究目标与文献 [10]有所不同.

文献 [10]主要关注实际预设时间跟踪控制, 通过时

间尺度变换或时变误差变换实现与初始条件无关的

预设时间收敛; 而本文侧重于一种先评估、后约束的

切换控制机制, 目的在于仅在必要时启用受约束控

制器以避免长期控制冗余. 因此本文关注的是何时

需要启用约束控制, 而不是直接追求预设时间收敛.
值得注意的是, 将本文方法扩展为预设时间收敛需

要重新设计控制器结构, 这将显著增加控制器复杂
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度并改变自然边界的解析形式, 因此在未来可以考

虑将收敛时间进行优化.
下面给出动态切换机制下的稳定性分析.

V (z) =
n∑

i=1

1

2
z2
i V̄ (z) =

1

2

n∑
i=1

log(
k2
bi

k2
bi − z2

i

) |zi| ⩽ ηi < kbi

µ > 1

引理 1　对于无约束控制器与约束控制器的

Lyapunov函 数 和

. 若满足 , 则存在常数

使得

1

µ
V̄ (z) ⩽ V (z) ⩽ µV̄ (z).

证明　利用不等式

x ⩽ − log(1− x) ⩽ x

1− x
, 0 ⩽ x < 1,

x = z2
i /k

2
bi令 可得

z2
i

k2
bi

⩽ log(
k2
bi

k2
bi − z2

i

) ⩽ z2
i

k2
bi − z2

i

.

|zi| ⩽ ηi < kbi结合 , 可得

κ1

n∑
i=1

z2
i ⩽ V̄ (z) ⩽ κ2

n∑
i=1

z2
i ,

κ1, κ2其中 为正常数. 由于

V (z) =
1

2

n∑
i=1

z2
i ,

µ > 1因此存在常数 使得

1

µ
V̄ (z) ⩽ V (z) ⩽ µV̄ (z).

引理 1得证. □

λ = min{c, k}. ϵ > 0

τmin > 0

定理 1　如果系统 (1)满足假设 1-2和假设 4,
令 若存在滞环系数 与最小驻留

时间 满足

τmin ⩾ max{ 2ϵ

LhM
,
lnµ
λ

}, (29)

x(0) ∈ Ω

x = 0 µ > 1

λ > 0

则对于任意初始 , 切换闭环系统满足: 1)不
存在 Zeno行为, 即任何有限时间内切换次数有限;
2)对平衡点 指数稳定 , 即存在常数 与

使得

W (t) ⩽ µe−λ∗tW (0),

W (t) λ∗ = λ−
lnµ
τmin

> 0

其 中 为 复 合 Lyapunov函 数 , 

.

h(x) = min
i=1,...,n

{kci − bi(x)}
bi(x) = K̄i

√
2V (0) + B̄i h x

Lh

|ẋ| ⩽M M > 0

证明　定义 , 其中

. 由于 是关于 的连续可

微函数, 设 Lipschitz常数为 , 又由闭环信号有界,
, 其中 . 因此

|ḣ(x(t))| ⩽ LhM.

h = ϵ h = −ϵ 2ϵ/(LhM)

τmin ≥ 2ϵ/(LhM)

从 变化到 至少需要时间 . 若
最小驻留时间满足 , 则任意两次切

换之间存在正的时间间隔 , 从而系统不会产生

Zeno现象.
σ(t) ∈ {1, 2} σ(t) = 1

σ(t) = 2

设切换信号 ,  表示系统采

用无约束控制器;  表示系统采用约束控制

器. 取复合 Lyapunov函数为

W (t) =

{
V (x(t)), σ(t) = 1,

V̄ (x(t)), σ(t) = 2.

在任一无切换区间内, 由 Lyapunov函数的导数条件

可得

V̇ (t) ⩽ −cV (t), ˙̄V (t) ⩽ −kV̄ (t),

λ = min{c, k},
因此对应 Lyapunov函数在该区间内指数衰减 . 取

可得

Ẇ (t) ⩽ −λW (t).

W (t) ⩽ e−λtW (0)因此有 . 另一方面, 在切换时刻,
根据引理 1可得

W (t+s ) ⩽ µW (t−s ).

t N(t)假设系统在时间 前发生 次切换, 递推可得

W (t) ⩽ µN(t)e−λtW (0),

τmin由于切换间隔至少为 , 因此

N(t) ⩽ 1 + t/τmin.

 

开始: 
系统初始化

系统满足
假设 1 和假设 2

设计无约束和
约束控制器

系统假设 3 验证

解析推导静态
自然边界 (第 3 节)

解析推导动态
自然边界 (第 4 节)

系统假设 4 验证假设满足 ? 假设满足 ?

结束

启用约束控制器
(状态被强制限制
在预设边界内)

启用无约束控制器
(状态自然保持
在预设边界内)

预设边界是否
大于自然边界 ?

N

Y

N

Y

N Y

图1    评估过程流程

6 控 制 与 决 策 第x卷



代入上式可得

W (t) ⩽ µe(
ln µ
τmin

−λ)tW (0).

τmin >
lnµ
λ

x = 0

取 , 则指数项为负, 因此闭环系统关

于平衡点 指数稳定. □
ϵ

ϵ

2ϵ

LhM
⩽ lnµ

λ
. ϵ

注 7　通过滞环参数 , 系统切换控制器须待状

态发生不小于 的变化方可切换回, 从而抑制边界附

近的抖振现象, 保证切换次数有限. 根据稳定性分析

条件 (29), 为了避免参数之间的循环依赖, 采用保守

设计准则 , 使 Lyapunov条件成为主导约束 , 即令

由此可得到 的上界

ϵ ⩽ LhM

2

lnµ
λ
. (30)

lnµ
λ

τmin ⩾
lnµ
λ

此 时 式 (29)中 的 主 导 项 为 ,  从 而 保 证

, 并确保系统满足理论分析中的稳定性

与无 Zeno条件. 

5    仿　真

例 1: 考虑如下三阶非线性系统:
ẋ1 = x2 + f1(x1),

ẋ2 = x3 + f2(x1, x2),

ẋ3 = f3(x1, x2, x3) + u, (31)

f1(x1) = sin(x1) f2(x1, x2) = cos(x1 + x2)

f3(x1, x2, x3) = sin(x1 + x2 + x3)

yr(t) = sin(t) x(0) =

[0 0 0]T

x(0) = [0 0 0]T yr(0) = 0, ẏr(0) = 1, ÿr(0) = 0

f1(0) = 0, f2(0) = 1 z1(0) = 0,

z2(0) = −1, z3(0) = −0.1
√
2V (0) =√

(−1)2 + (−0.1)2 = 1.005

K1 = 1, B1 = 1 K2 = 1.1, B2 = 2 K3 = 5.2, B3

= 4.4

其 中 ,  ,
. 选取参考信号为

,  系 统 状 态 初 始 值 设 为

. 根据第 4节的反推公式 , 由初始条件

、 及

,  直 接 计 算 得

,  从 而

. 代入式 (12)(15)(17)得

,  , 
, 因此系统状态受以下自然边界的约束

|x1| ⩽ 2.005, |x2| ⩽ 3.1055, |x3| ⩽ 9.626. (32)

| ∂fi
∂xj

| ⩽ 1

c1 = 0.1 c2 = 1

c3 = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5

c3

1) 由于 , 可采用静态切换控制机制.

设 定 控 制 器 参 数 ,  ,  并 分 别 取

进行五组对比仿真 , 结果

如图 2-4所示. 仿真表明, 所有系统状态均严格保持

在所推导的约束边界范围内, 且 的取值仅影响系

统的跟踪性能与控制输入大小, 并未改变状态约束

边界. 为进行对比, 同时采用文献 [5]基于 BLF的约

束控制方法进行如下三组仿真:
k1 =

0.1, k2 = 1, k3 = 0.1

kc1 = 2.005, kc2 = 3.1055, kc3 = 9.626

BLF-A: 控制参数与无约束控制相同 , 即
, 预设约束边界等于自然边界:

;

kc1 = 4, kc2 = 5, kc3 = 11

BLF-B: 控制参数与无约束控制相同, 预设约束

边界宽于自然边界:  ;
k1 = 30, k2 = 5,

k3 = 300

BLF-C: 调整控制器参数为

, 使其与无约束控制具有相近的稳态误差,
预设约束边界等于推导出的自然边界.

c3 = 0.1 ∼ 0.5

10−3

图 2显示, 三种 BLF约束控制方法均能使系统

状态维持在自然边界以内.图 3表明, 在相同控制增

益下, 五组无约束控制器 ( )的稳态误

差均收敛至 以内 , 且增益越大收敛越快 ; 而
BLF-B与 BLF-C方法的稳态精度明显较差. 这是由

 

t / s

(a)   系统状态 x1

t / s

t / s
0 10 20 30 40 50

-10

0

10

x 3

0 10 20 30 40 50

-2

0

2

x 2

0 10 20 30 40 50
-2

0

2

4

x 1

c  = 0.53

c  = 0.43

BLF-A

c  = 0.33

c  = 0.23

BLF-B

c  = 0.13

自然约束边界

BLF-C

(b)   系统状态 x2

(c)   系统状态 x3

图2    本文控制策略与 BLF 约束控制策略下系统状态曲线

 

t / s
(a)   跟踪误差

t / s
(b)   控制输入

0 10 20 30 40 50
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

z 1

-10
0

22 3026

- 3×10

0 10 20 30 40 50
-4

-2

0

2

3
u 

/ 1
0

-10
0

10

0 2 4 6 8 10

c  = 0.53

c  = 0.43

BLF-A

c  = 0.33

c  = 0.23

BLF-B

c  = 0.13

自然约束边界

BLF-C

图3    本文控制策略与 BLF 约束控制策略下跟踪误差和控

制输入曲线
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于 BLF屏障项在状态远离约束边界时仍持续作用

于控制律, 从而限制了稳态收敛性能. 结果表明, 当
预设边界宽于自然边界时, 约束控制不仅未提供额

外安全收益, 反而降低了跟踪性能. 此外, 由于屏障

项持续引入非线性扰动, 低增益时稳态误差较大, 因
此需提高控制增益进行补偿; 而无约束控制器无需

屏障项, 较低增益即可获得较好稳态性能. 说明在预

设边界宽于自然边界时, BLF方法需要以更高控制

增益为代价维持约束结构, 而本文方法通过切换至

无约束控制器避免了这一问题. 上述分析表明, 若预

设边界不低于状态轨迹上界, 采用无约束控制不仅

足以保证系统性能, 还可获得更优的跟踪效果与更

小的控制代价; 仅当预设边界严于所求轨迹上界, 才
需引入约束控制以强制状态满足约束要求.

c1 = k1 = 0.1, c2 =

k2 = 4, c3 = k3 = 6 ϵ =

0.01

σ2

2) 在动态切换机制下 , 取
, 仿真结果如图  4所示 . 取

, 用于抑制边界附近的频繁切换. 结果表明本文

控制方案下, 稳态误差显著小于持续启用约束控制

器的情形. 该方案下控制输入仅在切换瞬间出现短

暂增大, 整体较平缓. 切换信号 曲线表明, 系统并

未出现频繁振荡切换, 避免了 Zeno现象.
例 2: 为了验证本文提出的控制方法的优越性,

针对机器人机械手系统
[15]

Rq̈ +Dq̇ +Mgl sin(q) = u, (33)

x(0) = [−1.3 − 1]T
与文献 [15]进行仿真对比, 其中系统参数同文

献 [15]. 取相同的初始值 , 参

yr(t) = −0.5 sin(t) + 0.5 sin(0.5t)

ẏr(t) = −0.5 cos(t) + 0.25 cos(0.5t)

x(0) = [−1.3 − 1]T yr(0) = 0, ẏr(0) =

−0.5 + 0.25 = −0.25 B1 = 1, Bẏr =

0.75 z1(0) = −1.3, z2(0) = −2.05√
2V (0) =

√
(−1.3)2 + (−2.05)2 = 2.4274

考信号为 , 计算

其导数为 . 由初

始 条 件 、

及参考信号界

, 直接计算得 , 从

而 .  代

入式 (12)和 (15)得

|x1| ⩽ 3.4274, |x2| ⩽ 5.6049. (34)

kc1 = 1.4 kc2 = 1.3

k1 = 0.01, k2 = 10

c1 = 1.2, c2 = 10

βij(i, j = 1, 2)

kc1 kc2

选取预设边界为 ,  , 此时预设

边界小于自然边界. 本文采用性能对齐原则整定增

益, 以保证对比的公平性. 文献 [15]中控制增益选取

, 为了达到与文献 [15]相似的稳

态跟踪精度 , 调节本文控制增益 .
仿真结果见图 5(图中 是文献 [15]中
的预设边界, 且取其稳态阈值对应 和 ). 图 5表
明不同控制方法下系统均满足预设全状态约束. 在
满足约束并且相似稳态跟踪误差的控制效果下, 本
文控制输入更加平缓; 而文献 [15]持续采用约束控

制, 由于额外项的引入, 控制输入引起了抖振. 这表

明本文方法不以牺牲系统性能为代价, 在保证约束

满足和系统性能的情况下, 选择合适的控制策略以
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图4    本文动态切换控制策略与 BLF 约束控制策略下跟踪

误差、控制输入和切换信号曲线
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实现更小的控制代价. 

6    结　论

本文针对一类严格反馈非线性系统的状态约束

控制问题, 提出了一种基于自然边界评估的按需约

束切换控制框架, 以克服传统约束控制方法因预设

边界过宽而导致的控制冗余问题. 在非线性项及其

偏导数有界的条件下, 结合反步法与 Lyapunov稳定

性理论, 解析推导了无约束控制器作用下系统全状

态的自然边界, 并进一步构建了静态和动态两种切

换机制. 前者依据初始条件离线确定控制器类型, 后
者通过在线评估自然边界与预设边界之间的关系并

引入滞环机制实现控制器切换, 理论上证明了闭环

系统不存在 Zeno行为. 仿真结果表明, 所提方法在

保证全状态约束满足的同时, 能够有效降低控制输

入和抖振, 并在预设边界宽松情况下以更小的控制

代价获得相当甚至更优的跟踪性能.
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