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摘　要: 为进一步提高含分数阶的灰色多变量预测模型的拟合预测精度, 提出一种新的非等阶离散非线性灰色多

变量预测模型 (DLFDGM). 该模型通过两项核心设计实现突破: 为系统特征序列与各影响因素序列分别配置独

立的分数阶累加阶数, 使模型能根据驱动项各自的数据波动性与记忆性特征自适应优化处理; 引入幂函数形式的

非线性项 , 以刻画驱动因素对预测结果影响的边际效应递减或规模加速等非线性动力学规律. 对该模型的建

模机理、参数估计、递推时间响应式等进行研究, 并讨论模型参数几种特殊取值下的退化性质. 最后将该模型应

用于江苏省港口货物吞吐量的预测问题中, 结果显示: 拟合精度为  1.05%, 预测精度为  1.91%, 所提模型拟合和预

测的精度均显著优于对比模型.
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Abstract: To further improve the fitting and forecasting accuracy of high-order grey multivariable prediction models,
this  paper  proposes  a  novel  non-uniform fractional-order  nonlinear  grey  multivariable  prediction  model  (DLFDGM).
This  model  achieves  two  key  innovations:  independent  fractional  accumulation  orders  are  assigned  to  the  system
characteristic sequence and each influencing factor sequence, enabling the model to adaptively optimize data processing
according to the distinct fluctuation patterns and memory characteristics of each driving variable; a nonlinear term in
the form of an exponential function,  , is introduced to capture the marginal diminishing or scale acceleration effects
of  driving  factors  on  the  prediction  outcomes,  reflecting  nonlinear  dynamic  behaviors.  The  modeling  mechanism,
parameter  estimation,  and  time  response  equations  of  the  proposed  model  are  thoroughly  investigated,  along  with
discussions  on its  degenerative  properties  under  specific  parameter  settings.  The model  is  then applied  to  predict  the
cargo  throughput  of  ports  in  Jiangsu  Province,  yielding  a  fitting  accuracy  of  1.05%  and  a  forecasting  accuracy  of
1.91%.  The  results  demonstrate  that  both  fitting  and  prediction  performance  of  the  proposed  model  significantly
outperform those of comparative models.
Keywords: fractional order；discrete grey prediction model；particle swarm optimization algorithm；freight volume
prediction

0    引　言

GM(1,N)模型是经典的灰色多变量预测模型,
能反映相关影响因素对系统运行行为的影响

[1]. 为了

提高 GM(1,N)模型的预测性能, 文献 [2]将欧勒多

项式引入模型中, 提出了一种新的模型. 文献 [3]提
出了一种新型的 AGMC(1,N)多变量灰色模型 . 由
于 GM(1,N)模型结构简单且缺乏非线性结构, 无法

为非线性系统实现令人满意的结果. 因此, 研究人员
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提出了许多提升性能的非线性灰模型. 文献 [4]提出

可解释累积和算子并明晰其物理意义, 由此改进非

线性灰色 Bernoulli模型, 强化非线性拟合能力. 文
献 [5]提出季节性混频灰色预测模型 SMFGM(1,N),
同时增设非线性项刻画时间因素的非线性作用. 文
献 [6]结合双参数变权缓冲算子构建 AGRM(1,1)模
型, 强化对非线性波动数据的拟合预测能力. 然而连

续灰色模型经常受到其微分方程和差分方程不匹配

的影响, 这会导致模型转换过程中的精度误差
[7]. 为

了解决这个问题, 文献 [8]提出了离散多变量灰色模

型 DGM(1,N). 在过去的几十年里, DGM(1,N)模型

引发了广泛的学术关注, 并且从不同的角度开发了

各种创新模型. 文献 [9]提出离散 FPDGM(1,1,N)模
型, 通过分数阶多项式生成更贴合实际的时间响应

序列. 文献 [10]将灰度指数纳入 DGM(1,N)模型, 提
出了一个新构建的离散灰度预测模型. 文献 [11]提
出了不等累积以有效利用数据的差分信息, 建立了

不等相邻离散灰色模型. 文献 [12]考虑了冲击和累

积时滞效应, 提出了一种新的离散灰色多变量预测

模型. 文献 [13]考虑到政策冲击对新能源汽车销量

的影响, 提出了含政策影响的新离散灰色预测模型.
然而研究发现, 传统的 1阶累加 (1-AGO)并不能完

全体现在非平稳数据集中强调新信息的原则
[14]. 为

了解决这个问题, 文献 [15]在灰色模型中引入了分

数阶累积生成运算 (FAGO), 阐明了 1-AGO确实是

FAGO的一个特例. 通过严格的数学证明和大量的

数值实验, FAGO已被证实是一种可以减少传统灰

色模型误差的方法
[16]. 文献 [17]对 FAGO及其逆算

子的定义进行了系统研究, 并结合粒子群优化算法

求解变量的分数阶, 将灰色预测模型从 1-AGO扩展

到 FAGO, 丰富了多变量灰色预测模型的基础理论.
文献 [18]建立了一个分数阶累积灰色卷积积分模

型, 该模型通过在 GMC(1,N)中将一阶累加改为分

数阶累加来提高预测性能. 文献 [19]在互逆的分数

阶累加生成算子和分数阶累减生成算子的基础上,
建立分数阶算子 GM(1,1)模型 . 文献 [20]针对

GM(1,1)幂模型时间响应式由离散估计到连续预测

所存在的固有误差, 建立离散灰色 GM(1,1)幂模型,
并将该模型扩展为分数阶离散灰色 GM(1,1)幂模型.
文献 [21]基于矩阵扰动理论, 研究利用累积法估计

GM(1,1)模型参数时解的稳定性问题 . 此外 , 文献

[22]将 FAGO与 NGBM(1,1)联系起来, 构建了一种

新型的分数阶灰色模型, 并通过实证分析验证了提

出的改进灰色模型的有效性. 在此基础上, 又有学者

们将分数阶数从“正实数域”扩展到“全体实数域”,
构造了一系列灰色预测模型. 文献 [23]提出分数阶

离散灰色模型 (FDGM). 文献 [24]针对传统灰色模

型对复杂非线性指数序列的适配局限, 构建分数阶

多项式驱动的自适应灰色预测模型 GMFP(1,1,N),
通过非整数阶指数多项式函数提升模型非线性适应

性. 文献 [25]提出了一种新的可变一致分数阶非线

性离散灰色多变量模型. 文献 [26]提出了一种新的

结构自适应分数阶离散灰色预测模型. 文献 [27]引
入了一种新的分数级自适应灰色切比雪夫多项式伯

努利模型. 文献 [28]提出了一种混合累积方法, 将分

数阶积累和新信息优先积累技术相结合, 为两者分

配权重, 并开发了混合累积灰色模型 (HAGM). 文献

[29]将实数域灰色生成算子引入 NGM(1,N)模型 ,
建立了新的多维灰色预测模型.

上述研究在很大程度上改善了传统灰色预测模

型的模拟和预测性能. 然而, 现有模型大多对系统项

和驱动项采用相同的分数阶数进行处理, 忽视了多

源驱动变量内在动力学特征的异质性. 文献 [30]的
研究表明, 在实际经济系统中, 不同驱动变量往往具

有不同的数据生成机理和演化规律. 文献 [31]认为

对多源异构数据采用统一分数阶处理, 会导致部分

变量的特征信息过度平滑, 而另一些变量的噪声却

被放大, 最终降低整体预测精度. 例如, GDP数据通

常呈现较为稳定的增长趋势, 具有较强的长期记忆

性; 而进出口总额数据则受国际贸易环境、政策调整

等外部因素影响, 表现出高频波动与阶段性特征; 固
定资产投资数据可能呈现政策驱动的脉冲式增长模

式. 文献 [32]指出当具有不同时间序列特性的变量

被采用相同的分数阶进行信息提取时, 模型无法同

时优化捕捉各类变量的本质特征, 导致信息失真和

预测偏差. 此外, 现实世界的经济系统普遍具有非线

性动态特性, 而传统的线性模型难以有效捕捉变量

间复杂的非线性交互关系.
基于上述情况, 考虑在传统灰色分数阶累加模

型基础上, 引入非等阶分数阶和非线性函数, 提出一

个新的非等阶离散非线性灰色多变量预测模型. 该
模型针对系统项与驱动项的差异化数据特征匹配对

应阶数, 既充分考量驱动项数据变化的影响、适配系

统的不确定性, 又通过引入非线性函数将模型拓展

为非线性预测模型, 满足建模对象的非线性要求. 最
后将所提模型应用于江苏省的港口货物吞吐量预测

案例中, 取得了良好的预测结果. 

1    模型构建 

1.1    DLFDGM 模型建立与求解

本文以传统的灰色离散分数阶累加模型为基础,
对系统项和驱动项的分数阶数进行差异性设计, 并
引入非线性函数, 构建了非等阶离散非线性灰色多
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变量预测模型 DLFDGM.
X(0) = (x(0)(1), x(0)(2),

. . . , x(0)(n)) r ∈ R X(r)
R

= (x(r)
R (1) x(r)

R (2), . . . , x(r)
R (n))

定义 1[33]
　设原始序列

, 灰色生成算子的阶数 , 

,  , 其中,

x(r)
R (k) =

k∑
i=1

Γ(k + r − i)

Γ(k − i+ 1)Γ(r)
x(0)(i),

k = 1, 2, . . . , n. (1)

X(0) r

x(r)
R X(0)

则称公式 (1)为序列 的 阶实数域灰色生成

算 子 ,  简 称 为 r-RGO(r-order  real  number  field
generation operator); 称 为原始序列 的 r-RGO

生成新序列.
X(0)

1 = (x(0)
1 (1), x(0)

1 (2), . . . , x(0)
1 (n))

X(0)
i = (x(0)

i (1),

x(0)
i (2), . . . , x(0)

i (n)) X(0)
i ri

X(ri)
i = (x(ri)

i (1), x(ri)
i (2), . . . , x(ri)

i (n)) ri ∈ R, i =

1, 2, . . . , n

定义 2　设

为系统行为序列, 影响因素序列为

,  的 阶累加生成序列为

, 

, 则称

x(r1)
1 (k) + β1x

(r1)
1 (k − 1) =

N∑
i=2

βix
(ri)
i (k)+

βN+1k
δ + βN+2 (2)

ri(i = 1, 2, . . . , n)

β1 βi βix
(ri)
i (k)

βN+1k
δ βN+2

为非等阶离散非线性灰色多变量预测模型 , 简称

DLFDGM模型. 其中 为分数阶累

加阶数,  为发展系数,  为驱动系数,  为驱

动项,  为非线性修正项,  为灰色作用量.

kδ

δ = 1

δ > 1

0 < δ < 1

kδ

ex

δ

x2 x3 δ

非线性修正项通常用于描述系统发展系数的非

线性变化规律. 幂函数形式 具有极强的单调性调

节能力. 当 时, 退化为线性关系, 对应经典灰色

模型; 当 时, 表示系统呈现加速增长, 适用于描

述爆发性增长的数据; 当 时, 表示系统呈

现减速增长, 适用于描述受资源限制的饱和增长. 因
此, 引入幂函数 能够灵活刻画预测结果受驱动因

素影响时存在的“边际效应递减”或“规模效应”等

非线性动力学特征, 这是线性模型无法捕捉的. 相比

于指数函数 , 幂函数在处理正定数据时数值稳定

性更好, 不易出现数值溢出, 且参数 的阶数更直观.
相比于高阶多项式 ,  , 幂函数通过参数 的连续

变化能涵盖更广泛的非线性形态, 且不会引入过多

的震荡, 更适合小样本预测.
X(0)

1 , X(0)
i , X(n)

i

X(r1)
1 X(0)

1 r1 X(ri)
i

ri P̂ =

[β1, β2, . . . , βN+2]
T

定理 1　设序列 如定义 2所述,

序列 为 的 阶累加生成序列,  为影响

因素序列的 阶累加生成序列 , 则参数列

的参数估计满足:

P̂ = (BTB)−1BTY, (3)

其中:

B =
−x(r1)

1 (1) x(r2)
2 (2) . . . x(rN )

N (2) 2δ 1
−x(r1)

1 (2) x(r2)
2 (3) . . . x(rN )

N (3) 3δ 1
...

...
. . .

...
...

...
−x(r1)

1 (n− 1) x(r2)
2 (n) . . . x(rN )

N (n) nδ 1

 ,

Y =
[
x(r1)

1 (2), x(r1)
1 (3), . . . , x(r1)

1 (n)
]T

.

证明　根据最小二乘法,

S = ∥Y− BP̂∥2 = (Y− BP̂)T(Y− BP̂), (4)
∂S

∂P̂
= 0

∂2S

∂P̂2

S

当 且 为正定矩阵时 , 误差平方和

取最小值.
根据公式 (4), 得到

∂S

∂P̂
=

∂[(Y− BP̂)T(Y− BP̂)]

∂P̂
=−2BTY+ 2BTBP̂,

∂2S

∂P̂2
= 2BTB.

B BTB
∂2S

∂2P̂
∂S

∂P̂
= 0 S

BTY = BTBP̂ P̂ = (BTB)−1BTY

显然矩阵 为列满秩矩阵, 并且 是对称矩

阵, 根据正定矩阵的充分必要条件, 可得 为正定

矩阵 . 因此 , 当 时 ,  取得最小值 . 此时 :

, 化简可得:  .

定理得证.

k = 2, . . . , n

定理 2　DLFDGM模型如定义 2所述 , 则当

时, DLFDGM模型的时间响应式:

x̂1
(r1)(k) = (−β1)

k−1x(r1)
1 (1)+

k∑
j=2

(−1)jβk−j
1

k∑
i=2

β1x
(ri)
i (i)+

βN+1

k−1∑
j=1

(−1)j+1βj−1
1 (k − j + 1)δ+

βN+2

1− (−β1)
k−1

1 + β1

. (5)

DLFDGM模型的最终还原式:

x̂(0)
1 (k) =

k∑
i=1

Γ(k − r1 − i)

Γ(k − i+ 1)Γ(−r1)
x̂(r1)

1 (i), (6)

x̂(r1)
1 (1) = x(0)

1 (1) x̂(0)
1 (1) = x(0)

1 (1)注:  ,  .

k = 2证明　当 时, 根据式 (2)、式 (5)可得:

x̂(r1)
1 (2) = (−β1)

2−1x(r1)
1 (1)+

k∑
j=2

(−1)jβ2−j
1

k∑
i=2

β1x
(ri)
i (i)+

βN+1

2−1∑
j=1

(−1)j+1βj−1
1 (2− j + 1)δ+

βN+2

1− (−β1)
2−1

1 + β1

. (7)

k = m假设 时, 式 (5)也成立, 可得:
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x̂(r1)
1 (m) = (−β1)

m−1x(r1)
1 (1)+

k∑
j=2

(−1)jβm−j
1

k∑
i=2

β1x
(ri)
i (i)+

βN+1

k−1∑
j=1

(−1)j+1βj−1
1 (m− j + 1)δ+

βN+2

1− (−β1)
m−1

1 + β1

. (8)

k = m+ 1根据式 (2), 当 时, 可得

x(r1)
1 (m+ 1) + β1x

(r1)
1 (m) =

N∑
i=2

βix
(ri)
i (m+ 1)+

βN+1(m+ 1)δ + βN+2. (9)

将式 (8)代入式 (9), 可得:

x̂(r1)
1 (m+ 1) = (−β1)

m+1−1x(r1)
1 (1)+

k∑
j=2

(−1)jβm+1−j
1

k∑
i=2

βix
(ri)
i (i)+

βN+1

k−1∑
j=1

(−1)j+1βj−1
1 (m+ 1− j + 1)δ+

βN+2

1− (−β1)
m+1−1

1 + β1

. (10)

定理得证. 

1.2    超参数求解

ri(i = 1, 2, . . . , n) δ

本节介绍 DLFDGM模型的参数优化. 累加阶数

和非线性参数 对于模型的拟合

和预测效果至关重要. 为了计算最优参数, 本文选取

粒子群智能算法, 将平均绝对百分比误差作为评估

模型精度的指标, 算法详细参数设置如表 1所示. 建
立如下约束优化问题:

min f(ri, δ) =
1

n− 1

n∑
k=2

| x̂
(0)(k)− x(0)(k)

x(0)(k)
|, (11)

s.t.



x̂(r1)
1 (k) = (−β1)

k−1x(r1)
1 (1)+

k∑
j=2

(−1)jβk−j
1

k∑
i=2

β1x
(ri)
1 (i)+

βN+1

k−1∑
j=1

(−1)j+1βj−1
1 (k − j + 1)δ+

βN+2

1− (−β1)
k−1

1 + β1

;

x̂(0)
1 (k) =

k∑
i=1

Γ(k + r − i)

Γ(k − i+ 1)Γ(r)
x̂1

(r1)(i);

k = 2, 3, . . . ,m.
(12)

 

1.3    模型的性质

DLFDGM模型表现出极佳的退化兼容属性, 在
特定参数设置下可以转化为多个经典灰色预测模型:

N = 1 r1 = 1 δ = 0

x(1)
1 (k) + β1x

(1)
1 (k − 1) = β2

性质 1　当 ,  ,  时, DLFDGM

模型退化为 DGM(1,1)模型, 该模型的基本形式为

;

N = 1 r1 = 1 δ = 1

x(1)
1 (k) + β1x

(1)
1 (k − 1) = β2k + β3

性质 2　当 ,  ,  时, DLFDGM

模型退化为 NDGM(1,1)模型, 该模型的基本形式为

;

N = 1 r1 = −1

x(1)
1 (k) + β1x

(1)
1 (k − 1) = β2k

γ + β3

性质 3　当 ,  时, DLFDGM模型

退 化 为 DPGM模 型 ,  该 模 型 的 基 本 形 式 为

;

N > 1 ri = r δ = 0

x(r)
1 (k) + β1x

(r)
1 (k − 1) =

∑N

i=2
βix

(r)
i (k) + µ

性质 4　当 ,  ,  时, DLFDGM

模型退化为 CFDGM(1,N)模型, 该模型的基本形式

为 ;

N > 1 r1 = 1 δ = 0

x(1)
1 (k) + β1x

(1)
1 (k − 1) =

∑N

i=2
βix

(r)
i (k) + βN+1

性质 5　当 ,  ,  时, DLFDGM

模型退化为 DGM(1,N)模型, 该模型的基本形式为

.

上述 5种模型均为 DLFDGM模型的拓展形式,

可通过对 DLFDGM模型进行参数调整直接推导得

出, 充分印证了所提模型的广泛适用性. 该模型既保

留了传统灰色模型在小样本、不完全信息场景下的

核心优势, 又显著提升了对非线性数据的适配能力

与处理精度. 针对复杂、多变量、非线性系统的动态

预测任务, 其优势尤为突出. 同时, DLFDGM模型具

备自适应特性, 能够实时调整累加阶数以响应系统

动态变化, 可直接应用于各类实时监控与预测场景.
 

1.4    模型评估准则及建模步骤

本文选取绝对百分比误差、平均绝对百分比误

差和均方根误差三个评估标准来检验模型的建模效

果, 三个指标均是数值越低, 精度越高, 并给出如表 2

所示的 MAPE精度检验标准. 三个评估准则的具体

计算公式如下:
 
 

表2     MAPE 的精度等级

MAPE < 10% 10%− 20% 20%− 50% > 50%

等级 优 良 合格 差

 

(1) 绝对百分比误差 (APE):

 

表1     粒子群算法参数信息

参数名称 具体设置

粒子群种群规模 100

最大迭代次数 150

惯性权重 0.9线性递减至0.4

学习因子 C1=2.0、C2=2.0

参数维数 5

参数搜索范围 [−5, 5]
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APE = | x̂
(0)(k)− x(0)(k)

x(0)(k)
| × 100% (13)

(2) 平均绝对百分比误差 (MAPE):

MAPE =
1

n− 1

n∑
k=2

| x̂
(0)(k)− x(0)(k)

x(0)(k)
| × 100%

(14)

(3) 均方根误差 (RMSE):

RMSE =

√√√√ 1

n− 1

n∑
k=2

(x̂(0)(k)− x(0)(k))2 (15)

x̂(0)(k) x(0)(k)其中 表示估计数据,  表示真实数据.

结合上述推导过程, 总结 DLFDGM模型的建模

步骤并绘制如图 1所示的步骤流程图:

X(0)
1 =步骤 1: 选取数据 . 确定系统行为序列

(x(0)
1 (1), x(0)

1 (2), . . . , x(0)
1 (n)),

X(0)
i = (x(0)

i (1),

x(0)
i (2), . . . , x(0)

i (n))

通过灰色关联方法筛

选主要影响因素, 确定影响因素序列

, 并建立 DLFDGM模型.

ri(i = 1, 2, . . . , n) δ

步骤 2: 参数寻优. 建立平均绝对百分比误差最

小的目标函数, 并基于粒子群智能算法求解最优分

数阶数 和最优非线性参数 .

P̂

步骤 3: 结构参数估计. 将最优参数带入建立的

模型并通过最小二乘法求解得到结构参数 .
步骤 4: 拟合和模型性能评估. 根据公式 (6)计

算模型的拟合值, 并根据公式 (13-15)评估模型的精

度.
步骤 5: 预测系统行为序列. 对江苏省港口货物

吞吐量进行预测, 并采用消融实验和鲁棒性检验对

模型稳定性和准确性进行检验.
 
 

图1   DLFDGM 模型步骤流程图
 
 

2    案例分析

货运作为现代物流体系的核心环节, 其重要性

不言而喻, 是保障国民经济持续健康发展的重要支

撑, 也是连接区域间经济交流的关键纽带. 因此准确

把握货运量的未来发展态势, 对于完善区域交通基

础设施规划、优化物流资源配置、保障产业链供应链

稳定具有重要现实意义. 但是港口货运数据易受到

各种不确定因素影响, 本文对江苏省港口货物吞吐

量进行分析和预测以验证模型的有效性和适用性,
所用原始数据均来源于: 《2024年中国统计年鉴》. 选
取 2004年至 2023年期间江苏省年度港口货物吞吐

量数据作为数据集.
 

2.1    影响因素筛选

X(0)
1

X(0)
i i = 2, 3, 4, . . . , 7

ξ(X(0)
1 , X(0)

i ) i = 2, 3, . . . , 7 X(0)
1 X(0)

i

如表 3所示, 由于影响港口货物吞吐量的因素

较多, 因此需要计算各影响因素与系统变量之间的

灰色关联度并进行排序以筛选主要影响因素, 并作

为 DLFDGM模型的驱动项. 江苏省港口货物吞吐量

数据为系统变量 , 将表 3中的影响因素指标设

定 为 ,  ,  使 用 灰 色 关 联 度

 ( ) 计算 和 的关

联程度
[34].
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ξ(X(0)
1 (k), X(0)

i (k)) =

(min
i
min

k
|x(0)

1 (k)− x(0)
i (k)|+

ρmax
i

max
k

|x(0)
1 (k)− x(0)

i (k)|)/

(|x(0)
1 (k)− x(0)

i (k)|+
ρmax

i
max

k
|x(0)

1 (k)− x(0)
i (k)|), (16)

ξ(X(0)
1 , X(0)

i ) =
1

n
ξ(X(0)

1 (k), X(0)
i (k)), (17)

ρ ρ = 0.5 ξ(X(0)
1 (k),

X(0)
i (k)) X(0)

1 X(0)
i

X(0)
1 X(0)

i

其中 ,  称为分辨系数 , 通常取 , 

为 与 在 K点的灰色关联系数. 利

用公式 (16)可以计算灰色关联系数 , 根据公式

(17)可计算 与 的灰色关联度. 通常灰色关

联度越大, 表示序列间的关联性越强.
根据表 4可知, 影响因素与港口货物吞吐量关

联度顺序为 X6>X4>X3>X2>X5>X7. 将关联度阈值

设定为 0.80, 则选定进出口总额 X6、人均可支配收

入 X4、人均 GDP X3为主要影响因素.
 
 

X(0)
1 X(0)

i表4     与 的灰色关联度

关联度 ξ(X(0)
1 , X(0)

2 ) ξ(X(0)
1 , X(0)

3 ) ξ(X(0)
1 , X(0)

4 ) ξ(X(0)
1 , X(0)

5 ) ξ(X(0)
1 , X(0)

6 ) ξ(X(0)
1 , X(0)

7 )

数值 0.746 2 0.810 7 0.869 9 0.623 4 0.874 4 0.579 4
 
 

2.2    江苏省港口货物吞吐量预测

选取的是江苏省 2004年至 2023年的港口货物

吞吐量年度数据进行案例分析 , 利用 2004年至

2019年数据构建模型, 2020年至 2023年数据用于

检验模型预测性能.
为了验证模型的有效性 , 选取灰色模型

FMGM、SGM和 VCFNDGM, 机器学习模型 BPNN,
统计学模型 ARIMA模型来进行综合比较. FMGM
是传统等阶分数阶模型, SGM是非等阶分数阶连续

模型, VCFNDGM是一致分数阶非线性离散模型, 与
灰色预测模型对比能够更直观地展现本文模型在预

测精度、适应性等方面的提升, 验证本文所引入的非

等阶分数阶与非线性修正项对灰色模型性能的提升

作用; BPNN是人工智能领域中应用最广泛的非线

性预测模型之一, ARIMA是时间序列预测领域的经

典线性模型, 与之对比可以验证本文所提非等阶分

数阶灰色模型在非线性刻画上的优势, 同时凸显本

文模型“小样本建模”的独特价值. 对比模型覆盖机

器学习、统计、灰色预测三大类方法, 确保实验对比

的全面性与客观性.

x(1.69)
1 (k)+

0.28x(1.69)
1 (k − 1) = 0.08x(−2.30)

2 (k)+10.39x(1.90)
3 (k)

+1.39x(−2.88)
4 (k) + 6441.66k2.26 + 97777.61

模型求解的参数如表 5所示, 将得到的参数带

入到 DLFDGM模型中可以得到表达式: 

 

.
 
 

表5     模型参数值

参数 β1 β2 β3 β4 β5 β6 r1 r2 r3 r4 δ

数值 0.28 0.08 10.39 1.39 6 441.66 97 777.61 1.69 -2.30 1.90 -2.88 2.26
 

六个模型计算得出的江苏省港口货物吞吐量的

拟合和预测数据结果如表 5所示.

从表 6可以看出 DLFDGM模型的 APE值低于

其他模型且波动较小. 对比其它模型, MAPE和 RMSE

值在拟合和预测集上效果最好 , 分别是 1.05%和

1.91%, 表明该模型有较强的适用性. 图 2描述的是

粒子群算法求解 DLFDGM模型时适应度函数收敛

图以及种群多样性指标变化图. 迭代前期适应度快

速下降, 50次左右趋于稳定, 不再波动, 最终找到了

稳定的最优解. 同时种群多样性在迭代前期快速下

降, 后期维持在较低水平但有小幅波动, 既保证了种

群向最优解聚集, 又避免完全陷入局部最优, 说明所

提模型准确性较高, 粒子群算法性能较好.

为了进一步看出所提模型的优越性, 绘制了图 3

DLFDGM模型及 5个对比模型的 MAPE误差图和

图 4的箱型图. 可以看出, 本文所提模型生成的结果

最贴合原始数据的趋势, VCFNDGM模型在拟合和

预测阶段均偏差较大. BPNN模型拟合阶段精度较

好, 但是预测阶段偏差很大, 可能存在过拟合情况.

ARIMA模型预测阶段精度好, 但是拟合阶段偏差较

大, 由于该模型不考虑影响因素的变化趋势, 预测精

度好可能是偶然现象. FMGM模型在拐点处误差较

 

表3     江苏省货运量影响因素指标

影响因素指标 简化符号 指标单位

GDP X2 亿元

人均GDP X3 元

人均可支配收入 X4 元

固定资产投资 X5 亿元

进出口总额 X6 亿美元

码头泊位 X7 个
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大, 这归因于该模型对不同驱动项采用相同的分数

阶处理, 而本文模型考虑了驱动项的数据特征对于

模型预测的影响, 采用了多分数阶去处理数据, 可见

对于多源异构数据采用非等阶分数阶处理的必要性;

DLFDGM模型和 SGM模型 APE值分布较为集中,

但是 SGM模型的边界值更大, 这是因为连续模型在

模型求解时存在转换误差. 

2.3    消融实验

r1, ri δ

ri δ

本节将构建消融实验对模型优化的必要性进行

验证. DLFDGM模型消去 和 项退化为 DGM(1,
N)模型, 简称 M1; DLFDGM模型消去 和 项退化

为 CFDGM模型, 简称M2, 实验结果如表 7所示.
由表 7数据可见, DLFDGM模型在整体拟合与

预测任务中表现最优, 其 MAPE值在拟合阶段和预

测阶段分别仅为 1.05%和 1.91%, 显著低于模型

M1和 M2的对应值. 尽管如此, 我们也观察到在个

别年份中, 退化模型的 APE值低于 DLFDGM模型,
这种现象源于经济数据的复杂波动特性 . 由于

DLFDGM模型通过非等阶分数阶与非线性项增强

了整体拟合能力, 为了捕捉全局数据特征, 在少数特

殊节点可能会产生误差. 但值得注意的是, 这种局部

现象并不影响 DLFDGM模型的全局优越性——从

时间序列整体视角看, 该模型在 16个拟合年份中有

11年表现最佳 , 特别是对于 2007年的数据拐点 ,
DLFDGM模型的 APE几乎为零, 而M1和M2模型

则出现显著偏差; 在 4个预测年份综合表现最优, 且
误差分布更为集中. 这充分证明, 非等阶分数阶机制

能够有效适应系统项与驱动项的异质性数据特征,

 

表6     江苏省港口货物吞吐量拟合和预测值误差对比

年份 原始值
DLFDGM FMGM SGM VCFNDGM BPNN ARIMA

预测值 APE(%) 预测值 APE(%) 预测值 APE(%) 预测值 APE(%) 预测值 APE(%) 预测值 APE(%)

2004 63 420 63 420 0.00 63 420 0.00 63 420 0.00 63 420 0.00 65 817 3.78 63 484 0.10

2005 75 548 75 370 0.24 100 003 32.37 75 493 0.07 58 094 23.10 78 753 4.24 76 472 1.22

2006 86 359 86 519 0.19 106 314 23.11 71 110 17.66 80 760 6.48 82 271 4.73 83 606 3.19

2007 72 788 72 788 0.00 113 529 55.97 94 931 30.42 81 647 12.17 85 053 16.85 77 772 6.85

2008 116 305 116 297 0.01 119 610 2.84 116 603 0.26 72 994 37.24 106 766 8.20 97 483 16.18

2009 132 787 132 784 0.00 129 236 2.61 124 665 6.12 129 610 2.39 131 607 0.89 105 003 20.92

2010 158 977 160 159 0.74 140 419 11.67 154 506 2.81 146 666 7.74 169 734 6.77 169 011 6.31

2011 180 683 177 047 2.01 153 700 14.93 180 211 0.26 176 643 2.24 185 963 2.92 184 826 2.29

2012 195 417 200 431 2.57 168 795 13.62 198 827 1.74 202 801 3.78 199 865 2.28 197 026 0.82

2013 213 987 212 713 0.60 185 120 13.49 213 987 0.00 219 468 2.56 211 919 0.97 225 128 5.21

2014 226 049 224 649 0.62 202 997 10.20 226 686 0.28 238 881 5.68 223 437 1.16 221 948 1.81

2015 233 289 233 373 0.04 221 882 4.89 235 830 1.09 245 809 5.37 235 118 0.78 250 055 7.19

2016 241 487 238 392 1.28 241 371 0.05 240 005 0.61 247 565 2.52 238 114 1.40 238 617 1.19

2017 256 976 254 380 1.01 261 545 1.78 254 918 0.80 248 874 3.15 256 393 0.23 255 941 0.40

2018 258 469 270 985 4.84 283 013 9.50 270 308 4.58 255 993 0.96 260 466 0.77 260 562 0.81

2019 283 111 278 715 1.55 304 606 7.59 280 643 0.87 258 304 8.76 283 635 0.19 275 180 2.80

拟合
MAPE 1.05% 13.64% 4.51% 8.28% 3.51% 6.15%
RMSE 3 964 21 665 8 084 15 488 5 416 13 720

2020 296 553 328 258 2.69 328 258 10.69 276 773 6.67 288 315 2.78 296 778 0.08 289 994 2.21

2021 320 836 353 032 1.87 353 032 10.04 315 116 1.78 287 439 10.41 277 571 13.48 305 450 4.80

2022 324 327 379 835 2.23 379 835 17.11 310 364 4.31 312 206 3.74 289 912 10.61 323 669 0.20

2023 351 138 406 930 0.85 406 930 15.89 320 586 8.70 316 527 9.86 360 859 2.77 329 395 6.19

预测
MAPE 1.91% 13.43% 5.36% 6.70% 6.74% 3.08%

RMSE 6 341 45 375 19 700 25 140 28 066 11 933

 

0 50 100 150
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

迭代次数

适
应

度
值

0 50 100 150
0

0.4

0.8

1.2

迭代次数

多
样

性
指

标

图2    最优适应度值和种群多样性变化图
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而非线性修正项则显著提升了模型对复杂动态系统

的捕捉能力. 消融实验的结果不仅验证了本文所提

模型各项改进的必要性与有效性, 也揭示了在多变

量预测中考虑数据异质性的重要意义. 

2.4    鲁棒性检验

本文构建的 DLFDGM模型采用粒子群智能算

法求解参数, 但智能算法在应对复杂不确定性、非线

性问题时, 可能因最优参数取值存在差异, 导致模型

每次运行后的拟合值与预测值不尽相同, 进而影响

读者对结果准确性与有效性的认可度. 为此, 本节将

从两个角度验证 DLFDGM模型的可靠性与鲁棒性,
具体内容如下:

(1) 蒙特卡洛仿真模拟: 在蒙特卡洛真实验中,
对 DLFDGM模型进行 100次基于粒子群算法的参

数寻优, 得到 100组最优MAPE值, 并依据该结果绘

制如图 5所示的最优目标函数值的频数分布图. 由
图 5可知, DLFDGM模型的最优MAPE值波动范围

仅为 [1.05%, 1.13%], 其中 78次实验结果均为 1.05%;
且 100次模拟中频数最高的MAPE值与表 6中的对

应结果完全一致. 这表明粒子群算法的寻优稳定性

良好, 模型结果波动范围小, 进一步印证了本文模型

的准确性与可重复性.

(2) 添加噪声测试模型抗干扰能力: 在数据中添

加噪声以检验模型预测稳定性, 核心是通过模拟真

实场景中的随机干扰, 测试模型的抗干扰能力. 本节

选用通用的高斯噪声模拟连续波动, 高斯噪声原理:

 

   
(a)                        (b)                       (c) 

   
(d)                        (e)                       (f) 

图3    DLFDGM 模型及对比模型 MAPE 误差图
 

 

图4    拟合数据与系统数据绝对误差箱型图

 

表7     消融实验结果

年份 原始值
M1 M2 DLFDGM

预测值 APE(%) 预测值 APE(%) 预测值 APE(%)

2004 63 420 63 420 0.00 63 420 0.00 63 420 0.00

2005 75 548 72 938 3.46 70 299 6.95 75 370 0.24

2006 86 359 78 006 9.67 84 801 1.80 86 519 0.19

2007 72 788 90 242 23.98 101 291 39.16 72 788 0.00

2008 116 305 115 245 0.91 102 731 11.67 116 297 0.01

2009 132 787 128 336 3.35 130 187 1.96 132 784 0.00

2010 158 977 155 763 2.02 157 330 1.04 160 159 0.74

2011 180 683 183 203 1.39 181 690 0.56 177 047 2.01

2012 195 417 199 807 2.25 193 862 0.80 200 431 2.57

2013 213 987 213 632 0.17 206 560 3.47 212 713 0.60

2014 226 049 222 733 1.47 220 793 2.33 224 649 0.62

2015 233 289 231 657 0.70 233 577 0.12 233 373 0.04

2016 241 487 237 852 1.51 240 790 0.29 238 392 1.28

2017 256 976 253 603 1.31 258 557 0.62 254 380 1.01

2018 258 469 271 075 4.88 276 099 6.82 270 985 4.84

2019 283 111 278 140 1.76 273 643 3.34 278 715 1.55

拟合
MAPE 3.92% 5.40% 1.05%
RMSE 6 634 10 086 3 964

2020 296 553 278 128 6.21 290 304 2.11 288 583 2.69

2021 320 836 306 640 4.42 328 578 2.41 326 849 1.87

2022 324 327 326 527 0.68 344 244 6.14 317 104 2.23

2023 351 138 340 959 2.90 346 866 1.22 354 134 0.85

预测
MAPE 3.55% 2.97% 1.91%
RMSE 12 742 11 335 6 341
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ε×
ε

ε ∈ [0.02, 0.05] ε ∈ [0.08,

0.15] ε ∈ [0.2, 0.3]

在原始数据上叠加服从正态分布的随机值, 公式为:
带噪声数据=原始数据+  原始数据标准差×随机

正态变量 ( 为噪声强度). 弱噪声对应的强度系数

, 中噪声对应的强度系数

, 强噪声对应的强度系数 . 分别选

用弱、中、强噪声组对比无噪声组, 每组的噪声加在

系统项数据, 结果如表 8所示: 弱噪声和中噪声组的

MAPE值发生了轻微波动, 拟合和预测的 MAPE值

都小于 5%. 无噪声干扰到中等噪声干扰的情况下,
模型拟合MAPE值的波动范围为 [1.05%-4.93%], 预
测MAPE值的波动范围为 [1.31%-3.36%], 两组波动

范围均比较小. 强噪声组MAPE值波动较大, 但是拟

合和预测的MAPE值也小于 10%, 说明了 DLFDGM
模型具有较强的适用性.
  

表8     添加噪声下拟合和预测 MAPE 值

噪声等级 MAPE(拟合) MAPE(预测)

ε = 0无 1.05% 1.91%

ε = 0.03弱 3.58% 1.31%

ε = 0.1中 4.93% 3.36%

ε = 0.25强 9.67% 6.99%
  

3    结　论

本文提出了非等阶离散非线性灰色多变量模型,
该模型结合了灰色关联方法去筛选并确定影响因素,
然后使用粒子群智能算法求解最优参数增强模型准

确性. 与传统的等阶分数阶灰色预测模型不同, 通过

引入非等阶分数阶, 即根据系统项与驱动项不同的

数据特征生成相应的阶数, 可以让模型更好地考虑

到驱动项数据特征变化对模型的影响. 同时能够更

好适应数据的不确定性特征, 并添加了非线性函数

将模型拓展为非线性预测模型, 进而能够更好地捕

捉数据变化的拐点. 并且对该模型的建模机理、参数

估计、递推时间响应式等进行研究, 讨论模型参数几

种特殊取值下该模型的性质, 并基于上述步骤绘制

了 建 模 流 程 图 .  研 究 表 明 :  DGM(1,1)模 型 、

NDGM(1,1)模型、CFDGM(1,N)模型、DPGM模型、

DGM(1,N)模型等均是本文所提模型的特殊形式, 体

现了模型的兼容性, 扩大了灰色预测理论的应用范

围. 最后, 将本文所提模型应用于江苏省的港口货物

吞吐量预测问题中, 并且将模型拟合和预测的结果

与现有灰色分数阶模型、机器模型和统计模型作对

比. 结果表明, DLFDGM模型在拟合和预测的性能

都显著优于其它对比模型, 验证了模型的有效性和

适用性.
然而, DLFDGM模型虽然在江苏省港口货物吞

吐量预测案例中表现出色, 但仍存在一定的局限性.
城市或者区域的货运量数据可能还受到周围地区的

影响, 未来的研究可以考虑将空间距离项和经济距

离项融合构建一个空间效应项嵌入灰色模型中, 弥
补当前模型仅关注时间维度、忽略空间关联的不足,
提升模型对时空序列数据的适配能力. 同时探索空

间效应与灰色预测模型的耦合机制, 提升模型在复

杂时空场景下的应用能力与推广价值.
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