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摘 要: 研究有限域上多智能体系统的一致性与可控性,对包括传感器网络、机器人网络等在内的复杂系统的控
制与应用具有广泛的应用价值.首先综述有限域上多智能体系统的一致性,从有无时滞及拓扑结构变化的角度,
梳理了达到一致性的代数判据与图论判据的异同以及联系;其次论述了有限域上多智能体系统的可控性,归纳总
结了影响可控性的5个要素,包括系统的模型、拓扑结构、领航者的选取、域的阶数以及可控性下标;最后总结全
文并提出潜在的研究方向.
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Abstract: The study of consensus and controllability of multi-agent systems over finite fields is valuable to the control and
application of various complex systems, including sensor networks and robot networks. Firstly, this survey investigates
the consensus of multi-agent systems over finite fields, and algebraic criterion and graph theory criterion for achieving
consensus are compared from the perspective of time delay and topological structure change. Then, the controllability of
multi-agent systems over finite fields is considered. Five factors affecting controllability are introduced, including system
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0 引 䀰

多智能体系统的分布式协同控制问题是复杂性

科学领域中一个非常重要的研究课题,近年来受到了

物理科学[1-2]、控制科学[3-7]等诸多领域研究人员的

广泛关注,并已取得丰硕的研究成果[1-9].多智能体系

统不仅可以广泛应用于物理、军事、社会科学等学科,

还可以在生物种群的迁徙[10]、电网间的耦合分析[11]、

人群移动网络分析[12]等方面提供极有价值的数学模

型和分析工具.

从数域的角度划分,现有的多智能体系统的分布

式协同控制研究,可以分为复数域上的多智能体系统

和有限域上的多智能体系统.有限域上的多智能体

系统是一类特殊的多智能体系统.在有限域网络中,

每个智能体的状态都从一个有限整数集中取值,智能

体的状态更新是自身状态值和从邻居接收到的状态

值的加权求和,并基于模运算法则进行运算[13].这种

模运算法则在姿态估计的相对测量以及其他应用中

都有很大的优势[13].在数字通信及无线传感器网络

中,信息传输通道中的通信带宽往往是有限的[13].与

此同时,网络中单个智能体所拥有的接收、存储、处

理和传输信息的能力都受到一定的限制.因此,将多

智能体系统建模到一个有限的正整数集,而不是实数
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集上,具有较短的收敛时间和对通信噪声较强的适应

能力[13-15].

现有的有限域上多智能体系统的研究主要集中

在一致性与可控性上.有限域上多智能体系统的一

致性是指:智能体在局部合作与通信下,调整更新自

己的状态,使得在有限时间内每个智能体的状态都

等于某个固定值[13].有限域上多智能体系统的可控

性是指:在有限时间内,通过适当的外部控制输入,

将系统状态从任意的初始状态驱动到任意的目标状

态[14].与可控性问题相比,在研究有限域上多智能体

系统的一致性问题时,系统中没有带有外部控制输入

的个体.此外,在控制目标上这两个问题也有明显的

不同,有限域上多智能体系统的一致性问题要求在某

个时间节点所有的智能体的状态都相同或者都等于

某个值,可控性问题是要求在某个时间节点所有的个

体的状态值都能够达到系统所期望的值.

相比于复数域上的多智能体系统,有限域上的多

智能体系统能够在有限的存储容量和有限的通信带

宽下对系统进行建模,并且对通信噪声有很强的抗干

扰能力,在监视器网络的姿态估计以及数字通信中有

很大的优势.但是,由于数域的不同,有限域上多智能

体系统的分布式协同控制也面临诸多挑战,如代数不

封闭、PBH (Popov-Belevitch-Hautus)判据不成立、复

数域上关于一致性的判据不适用等[13-16].虽然复数

域上多智能体系统的分布式协同控制研究理论已经

相当成熟,但考虑到有限域上多智能体系统的特殊

性,复数域上多智能体系统的相关理论成果并不能直

接应用到有限域上的多智能体系统中,所以应该研究

符合有限域上多智能体系统特点的相关理论.

本文梳理了有限域上多智能体系统的分布式协

同控制的相关成果.如图1所示,下文将分别从有限

域上多智能体系统的一致性及可控性两个角度来概

述有限域上多智能体系统分布式协同控制的相关理

论成果及其研究现状.本文探究了目前该领域存在

的主要挑战,并对该领域未来的发展趋势进行了展

望.
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图 1 有限域上多智能体系统的分布式协同控制

1 亴༷⸕䇶

集合F是一个域,指F上有加法运算“+”和乘

法运算“·”,并且满足下面的条件[12-13]:
1) 加法和乘法运算满足封闭性,即对于任意的

a, b ∈ F ,都有a+ b ∈ F及a · b ∈ F .
2) 加法和乘法运算满足结合律,即对于任意的

a, b, c ∈ F ,都有a+(b+ c) = (a+ b)+ c及a · (b · c) =
(a · b) · c.

3) 加法和乘法运算满足交换律,即对于任意的
a, b ∈ F ,都有a+ b = b+ a及a · b = b · a.

4)存在加法和乘法运算的单位元,即对于任意的
a ∈ F ,存在0, 1 ∈ F ,都有a+ 0 = a及a · 1 = a.

5) 加法和乘法运算满足分配律,即对于任意的
a, b, c ∈ F ,都有a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).
在本文中,考虑一个特征为 q的有限域Fq =

{0, 1, 2, . . . , q − 1},其中q是素数 (q也称为有限域Fq

的阶数).在Fq上定义的加法(+)和乘法(·)这两种运
算分别是模q加法和模q乘法.

2 有限域上多智能体系统的一致性

有限域上多智能体系统的一致性概念由

Pasqualetti等[13]提出.对于一个有限域上的线性时
不变(linear time invariant, LTI)系统

x(t+ 1) = Ax(t), (1)

其中A ∈ Fn×n
q 为系统的邻接矩阵, Pasqualetti等利

用转移图给出有限域上线性时不变多智能体系统达

到一致的充要条件如下.
定理1 [13] 假设A1n = 1n,在有限域Fp上系统

(1)能够实现一致,当且仅当pA(s) = sn−1(s − 1),其
中pA(s)表示有限域Fp上邻接矩阵A的特征多项式.
利用该条件,文献 [13]设计出监视器网络相对姿

态估计算法.在复数域上,如果一个图是强连通的并
且对应的邻接矩阵A是行随机的,则对应的线性时不
变多智能体系统是可以实现一致性的. Pasqualetti等
指出上述图论和矩阵条件不能保证有限域上线性时

不变多智能体系统达到一致.此外,利用矩阵半张量
积方法,文献 [16]将有限域上线性时不变多智能体系
统的输出一致性问题转化成集合镇定性问题,并基于
输入输出真矩阵方法,获得输出状态反馈控制集合,
以及计算该集合的控制算法.
在实际应用中,由于网络通信的复杂性和网络带

宽的限制,智能体之间状态信息的传输、存储以及处
理会存在滞后现象,时滞的存在可能造成系统性能的
降低,甚至导致系统不稳定.因此,探究时滞对系统实
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现一致性的影响显得尤为必要.在研究有限域上时
滞多智能体系统的一致性问题时,目前的研究模型集
中在线性时不变时滞多智能体系统[17-18]和时滞切换

多智能体系统[19-20]上.
文献 [17]分别研究了单时滞、多时滞及有界时

变时滞下有限域上线性时不变时滞多智能体系统的

一致性问题,与复数域上的时滞多智能体系统不同的
是,有限域上线性时不变时滞多智能体系统的一致性
不仅取决于系统矩阵对角线上的元素,也取决于非对
角线上的元素.在信息的传输过程中,时滞的产生往
往是随机的,大部分随机时滞会对系统产生影响,造
成系统不稳定.因此,研究带有随机时滞的有限域上
多智能体系统的一致性问题,更加符合实际应用.针
对这一点,文献[18]引入模型

ηi(t+ 1) =
∑

j∈U in
i

∪
{i}

aijηj(t− d(t)).

其中: ηi(t)表示 t时刻智能体 i的状态, d(t)是时滞,
U in

i = {j ∈ V : (i, j) ∈ E}是节点 i的入度邻居集.针
对随机时滞下的线性时不变多智能体系统,文献 [18]
给出了系统实现有限时间一致性的代数判据.与文
献 [17]不同的是,文献 [18]给出了系统实现有限时间
一致性的代数判据,代数判据往往无法直观地反映多
智能体系统内部节点的连接关系,也很难给出网络结
构对系统可控性的影响.
时滞切换多智能体系统指的是带有时滞的切换

多智能体系统,如果系统受到外部攻击造成节点的丢
失以及连接边的断开或者在信息传输过程中,时滞存
在,那么就可以用时滞切换系统来建模.针对带有时
滞的切换多智能体系统,文献 [19]给出了如下的系统
模型:

x(t+ 1) = C0,s(t)x(t) + C1,s(t)x(t− 1)+

C2,s(t)x(t− 2) + . . .+ Cτ,s(t)x(t− τ).

(2)

文献 [19]利用转移图给出系统 (2)实现一致的图论判
据如下.

定理2 [19] 在有限域Fp上,时滞系统 (2)能够实
现一致,当且仅当G∗

D恰好包含p个循环,且所有循环
都是围绕顶点η1n的单位循环,其中η ∈ Fp.
在有限域上时滞切换多智能体系统的研究中,系

统模型还有一种形式[20]为

χi(t+ 1) =
∑

j∈N in
i (t)

∪
{i}

a
σ(t)
ij χj(t− τij), (3)

其中χi(t)表示 t时刻智能体 i的状态.基于矩阵半张

量积思想,文献 [20]针对有限域上的时变时滞切换多
智能体系统,建立了系统实现一致性的代数判据.注
意到文献 [20]中系统的时滞是时变时滞,文献 [19]中
系统是常时滞.由于系统 (3)不能写成文献 [19]中系
统 (2)的形式,如果利用转移图的方法很难得出系统
(3)实现一致的图论判据.
文献 [19-20]针对的都是一阶多智能体系统,目

前基于一般线性动态的多智能体系统一致性研究的

相关文献还很少.针对一般线性动态的多智能体系
统, Xu等[21]给出如下模型:

δ(k + 1) = (IN ⊗A+ (A−D)⊗ bK)δ(k). (4)

利用状态坐标变换,文献 [21]证明了系统 (4)实现一
致,当且仅当G是有向无环图,并且A − dibK是幂零

阵.在此基础上,文献 [22]研究了如下带有时滞的一
般线性动态的多智能体系统:

δ(t+ 1) =

(IN ⊗A)δ(t) +

τ∑
k=0

(Cτ−k ⊗ bK)δ(t− k). (5)

为了使时滞系统 (5)达到一致,在文献 [21]的基础上,
文献 [22]还增加了Pi(λ) ≡ µλτ这一条件,其中Pi(λ)

是定义到每个智能体i的关于λ的多项式.
除了一致性问题之外,同步性问题在多智能体系

统的分布式协同控制的研究中也是一个重要的基本

问题.多智能体系统的同步性是指:智能体在局部合
作与通信下,调整更新自己的状态,使得在有限时间
内每个智能体的状态都相等[23].由于在实际的机器
操纵臂网络中可能要求操纵臂足够大,以使得到达相
同的时变位置,要求在有限时间内将每个机器操纵臂
的状态都达到某个固定值变得不再适用.因此,研究
同步性问题比一致性问题具有更广泛的意义.基于
转移图的思想,文献 [23]给出了有限域上线性时不变
多智能体系统达到同步的充要条件.主要结论可由
如下定理给出.
定理3 [23] 假设A1n = α1n,其中α ∈ Fp\{0}.

在有限域Fp上,系统 (1)能够实现同步当且仅当
pA(λ) = λn−1(λ − α),其中pA(λ)表示有限域Fp上

邻接矩阵A的特征多项式.
通过比较定理1和定理3可以得出,有限域上多

智能体系统的一致性问题与同步性问题明显是两个

不同的问题.此外,文献 [24]建立了有限域上的部分
状态信息传输模型,根据环境的限制调整信息的传输
量,在保证实现同步的同时,有效降低外界环境的干
扰.
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随机现象广泛存在于电力网络和通讯网络中,随
机网络可以看成是一类特殊的切换网络.文献 [25]
研究了有限域上随机切换网络的同步性问题,并给出
了实现同步的代数条件.基于矩阵半张量积方法和
代数状态空间表示方法,文献 [26]将集群同步性问题
转化成了集合稳定性问题,并在此基础上实现了多领
航者集群同步.此外,文献 [27]利用史密斯型和特征
向量,给出了有限域上时滞多智能体系统达到同步的
代数条件.

3 有限域上多智能体系统的可控性

现有的复数域以及有限域上多智能体系统可控

性都是在领航者-跟随者拓扑结构下研究的.给定一
个多智能体系统,首先依据有无外界控制输入,将多
智能体系统中的智能体划分为领航者和跟随者,其中
外界的控制输入可以将领航者的状态驱动到状态空

间的任意状态.然后通过给定的每一个智能体更新
自己状态的控制策略,将智能体的状态方程写成有限
域上统一的系统形式,进而将该控制系统的可控性问
题看作是多智能体系统的可控性问题[14,28].

3.1 有限域上线性时不变多智能体系统的可控性

有限域上多智能体系统可控性的概念由

Sundaram等[28]提出.有限域上多智能体系统的可控
性取决于以下几个因素:系统的模型、拓扑结构、领
航者的选取、域的阶数和可控性下标[14,28].现有的系
统模型主要集中在时不变多智能体系统[28-30]、切换

多智能体系统[31]以及时变多智能体系统[14].拓扑结
构的变化以及领航者的选取是影响复数域以及有限

域上多智能体系统可控性的重要因素[4-6,14,28].域的
阶数q会影响系统的可控性,是有限域上多智能体系
统的一种特殊现象,如图2所示.

2 3 4

1

图 2 包含4个节点的领航者-跟随者网络

考虑有限域上的多智能体系统

x(k + 1) = −Lx(k) +BU ex(k). (6)

图 2中的拓扑图在有限域 Fq 和复数域上对应的

Laplacian矩阵分别是

− Lq,b =


q − a13 0 a13 0

a21 q − a21 0 0

a31 a32 q − a31 − a32 0

0 0 a43 q − a43

 ,

− Lb =


−a13 0 a13 0

a21 −a21 0 0

a31 a32 −a31 − a32 0

0 0 a43 −a43

 .

令

a13 = a32 = a43 = 22, a21 = 3, a31 = 1,

B = e1,4 = [1, 0, 0, 0]T.

经过计算可得

Q2,1 = [e1,4, (−Lb)e1,4, (−Lb)
2e1,4, (−Lb)

3e1,4],

− Lb =


−2 0 2 0

3 −3 0 0

1 2 −3 0

0 0 2 −2

 .

在复数域上,可以得出 rank(Q2,1) = 4.图2在复
数域上是可控的.
图2在有限域F7和有限域F11上的Laplacian矩

阵分别是

− L7,b =


5 0 2 0

3 4 0 0

1 2 4 0

0 0 2 5

 ,

− L11,b =


9 0 2 0

3 8 0 0

1 2 8 0

0 0 2 9

 .

令

Q2,2 =

[e1,4, (−L7,b)e1,4, (−L7,b)
2e1,4, (−L7,b)

3e1,4] =
1 5 6 4

0 3 6 0

0 1 1 1

0 0 2 5

 .

根据文献[32]中的行变换,可以得出
1 5 6 4

0 3 6 0

0 1 1 1

0 0 2 5

 →


1 5 6 4

0 1 1 1

0 0 3 4

0 0 2 5

 →


1 5 6 4

0 1 1 1

0 0 3 4

0 0 0 0

 ,

Q2,3 = [e1,4, (−L11,b)e1,4, L
2
11,be1,4, (−L11,b)

3e1,4],

所以在有限域F7上

rank(Q2,2) = 3;

在有限域F11上

rank(Q2,3) = 4.
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这样可以得出在有限域F11上图2是可控的,但是在
有限域F7上拓扑图2是不可控的.因此,域的阶数 q

会影响有限域上多智能体系统的可控性.
考虑有限域上的离散时不变系统

x(k + 1) = Ãx(k) + B̃u(k), (7)

其中 Ã ∈ Fn×n
q , B̃ ∈ Fn×m

q ,并且矩阵 Ã和 B̃中的

一些元素为零元,其余的元素为不相关的自由参数变
量.系统 (7)结构可控的充要条件是对于矩阵 Ã和 B̃,
如果存在一组有限域上的非零参数值可以确保系统

的可控性矩阵

C = [B̃, ÃB̃, . . . , Ãµ−1B̃]

满足行满秩,该可控性称为有限域上线性时不变多智
能体系统的结构可控性[28],其中µ称为可控性下标.
文献[28]的定理2证明了当域的阶数q大于n−m+1

且拓扑图包含生成森林时 (m是生成森林中生成树
的个数),有限域上线性时不变多智能体系统是结构
可控的.此外,文献 [28]的定理 4证明了当拓扑图是
生成树并且该生成树至多有两个分支时,线性时不变
多智能体系统在任何有限域上都是结构可控的.
两个定理的侧重点不同,相对于定理4,定理2的

代数判据适用范围更广,其缺点在于该定理只能在阶
数q大于n−m+1的有限域上成立,无法推广到任意
域上.定理4可以在任意域上都成立,但是明显所需
要的图论条件更加苛刻.基于上述理由,线性时不变
多智能体系统的可控性无法得出在任意域上都成立

的具有一般意义的图论判据.
常用的判断线性时不变多智能体系统可控性的

方法有两种,分别是可控性矩阵和PBH判据.
定义1 (复数域上的PBH判据)[28] 系统 (7)是不

可控的,当且仅当存在一个复数λ使得

rank([λIn − Ã, B̃]) < n.

相对于可控性矩阵, PBH判据只需要求出系统
矩阵的特征值,因而计算复杂度更低,适用范围更
广.但是, PBH判据只适用于判断复数域上系统的可
控性.有限域不满足代数封闭性,即有的多项式在有
限域上不一定有根[28].因此,基于可控性矩阵,研究
简单、易操作的图论判据已经成为有限域上多智能

体系统可控性发展的趋势[28-31].

3.2 有限域上切换多智能体系统的可控性

考虑有限域上的离散时间切换多智能体系统

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)U
ex(k). (8)

其中标量函数

σ(k) : {0, 1, . . .} → M ≜ {1, 2, . . . ,m}

是待设计的切换路径.考虑离散时间切换多智能体
系统 (8),文献 [31]首先指出即使每一棵生成树都是
可控的并且可控性指标是n,也无法保证整个切换系
统(8)可控.

2 3

4

1

2 3

4

1

2 4

1

2 4

3

1

3

G1 G1 G2 G3

(a) 1! "#$%&

(b) 2! "#$%&

2 3

4

1

2 3

4

1

2 4

1

2 4

3

1

3

G1 G1 G2 G3

2 4

3

1

G3

图 3 两种不同的切换策略

对于有限域F7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}上的离散时
间切换多智能体系统 (8),其中n = 4.针对两种不同
的切换策略,令

σ(0) = i0, σ(1) = i1,

σ(2) = i2, σ(3) = i3,

i0 = i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3,

B1 = B2 = B3 = e1,4.

A1、A2、A3是分别对应于图G1、G2和G3的邻接矩

阵.图3(a)的切换路径是

G1 → G1 → G2 → G3,

节点上自环的权重是

a11(ik) = 2, a22(ik) = 3, a33(ik) = 4,

a44(ik) = 1, k = 0, 1, 2, 3.

那么邻接矩阵A1、A2、A3可以分别写成如下形式:

A1 =


2 0 0 0

1 3 0 0

1 0 4 0

0 0 1 1

 ,

A2 =


2 0 0 0

1 3 0 0

1 0 4 0

1 0 0 1

 ,
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A3 =


2 0 0 0

1 3 0 0

0 1 4 0

1 0 0 1

 .

令

Q1 = [B3, A3B2, A3A2B1, A3A2A1B1],

通过计算可得,在有限域F7上

rank(Q1) = 3;

在有限域F11上

rank(Q1) = 4.

换一种切换策略,令

a11(ik) = 1, a22(ik) = 5,

a33(ik) = 2, a44(ik) = 6,

k = 0, 1, . . . , 4;

i0 = i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3, i4 = 3;

B1 = B2 = B3 = e1,4.

图3(b)的切换路径是

G1 → G1 → G2 → G3 → G3.

令

Q3 = [B3, A3B3, A
2
3B2, A

2
3A2B1, A

2
3A2A1B1],

在有限域F7上,通过计算可得

rank(Q3) = 3.

基于上述分析,文献 [31]得出,即使每一个切换
子系统在第n步都可控,也不能保证离散时间切换多
智能体系统 (8)在第n步实现可控.因此,针对离散时
间切换多智能体系统,可控性下标成为了影响可控
性的第5个因素.文献 [31]首先给出了离散时间切换
多智能体系统p步可控的代数判据.基于上述代数判
据,文献 [31]建立了系统 (8)可控的图论判据,结论显
示即使每一个切换子系统都不可控 (即每个切换子
图包含不可达节点),通过合理的安排切换策略也能
保证整个系统(8)可控.

3.3 有限域上时变多智能体系统的强目标可控性

区别于离散时间切换多智能体系统,时变多智能
体系统不仅每一个切换子图可以任意变化,并且切换
子图的总和也不是固定的.因此,研究时变多智能体
系统具有更广泛的理论意义和应用价值.
有限域上的时变多智能体系统表示为x(k + 1) = A(k)x(k) +BU ex(k),

y(k) = HTx(k).
(9)

其中:NT = {c1, c2, . . . , cp} ⊆ N是目标节点集合.
矩阵H ∈ Fn×p

q 定义为

Hij =

1, i = cj ;

0, otherwise.

与离散时间切换多智能体系统类似,可控性指标
也是影响有限域上时变多智能体系统可控的重要因

素.因此,文献 [14]首先给出了有限域上时变多智能
体系统在第r步强目标可控的代数判据.

引理1 有限域Fq上的多智能体系统 (9)在第
r ∈ N步是强目标可控的,当且仅当

rank(R(0, r)) = p.

其中

R(0, r) =

[HTB,HTA(r − 1)B, . . . ,HTA(r − 1) . . . A(0)B].

基于引理1,利用零驱动集、动态路、二分图等图
论工具,文献 [14]接着给出了有限域上时变多智能体
系统在第r步强目标可控的图论判据.
相对于文献 [28],文献 [14]的图论判据不仅是一

个充要条件,而且可以在任意域上都成立,因而可以
应用到更一般的拓扑结构图.

4 研究展望

本文围绕有限域上多智能体系统的一致性与可

控性问题进行归纳与总结.在经典的线性系统理论
研究中,利用可控性矩阵是否满秩就能够判定出该系
统是否可控.由于多智能体网络是有向的并且网络
类型复杂多变,如果简单地套用经典大系统理论及其
解耦技术研究多智能体系统的可控性,还可能得出某
些相悖的情形和结论,因此许多现成的传统控制理论
的结果和工具都不能直接利用[33].
相对于经典的线性系统可控性问题,在多智能体

系统可控性研究中的一个重要问题是,选择哪些智能
体作为领航者以及如何选择最少的领航者,使得整个
系统可控[33]?由于PBH判据在有限域上不成立,利用
可控性矩阵判断时不变、切换以及时变多智能体系

统的可控性计算量非常大.此外,找到一个最小的领
航者集合使得时不变多智能体系统(3)目标可控是一
个NP困难问题[34].由于拓扑结构的变化,如何找到
一个最小的领航者集合使得切换以及时变多智能体

系统目标可控将变得更加困难.因此,结合有限域数
域的特点,最小的领航者集合问题是一个值得关注的
方向.
目前有限域上多智能体系统的一致性与可控性
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的研究仍处于发展阶段,但是现有的有限域上多智能
体系统考虑的模型比较简单,没有考虑复杂模型对
可控性的影响.由于实际应用中的多智能体系统都
是通过相互依赖或多重性互相耦合的,考虑这些多重
性或相互依赖与其他形式的高阶动力学之间相互作

用,能更好地理解复杂系统中的涌现等现象.通过多
层网络的建模可以更好地理解系统的典型复杂性框

架.多层网络在化学、生物学、工程学及人类动力学
等领域有大量实际应用[35],因此有限域上多层网络
的集合一致性、可控性、结构可控性等也是下一步

值得研究的方向.
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