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基于状态反馈和输出反馈的离散线性多智能体系统的

二分一致性研究
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 3. 燕山大学 电气工程学院，河北 秦皇岛 066004；4. 中国电子科技集团公司第三十二研究所，上海 201808)

摘　要: 基于状态反馈和输出反馈控制方法, 解决离散线性领导-跟随多智能体系统的二分状态一致性跟踪控制

问题, 领导者具有离散自治动态并能够产生理想参考轨迹信号. 首先, 基于盖尔圆盘定理和离散代数黎卡提方程

提出一种新型分布式状态反馈控制协议, 基于系统拓扑矩阵设计的控制耦合增益能够使得全局跟踪误差系统包

含在单位圆的稳定域内. 在结构平衡条件下, 通过 Lyapunov稳定性理论和分离原理可证明符号有向图下两个对

立子组的智能体可实现二分状态一致. 然后, 基于邻居合作-竞争交互信息引入新型分布式状态观测器以实现跟

随者状态的跟踪, 进而提出一类基于观测器的输出反馈二分控制协议, 在状态不可获知情况下可实现理想的领

导-跟随二分状态跟踪, 也可应用于更一般的传统一致性控制场景. 最后, 给出两个仿真算例验证所提出算法的可

行性和有效性.
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Bipartite state consensus of discrete-time linear multi-agent systems via
state feedback and output feedback
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Abstract: Based on state feedback and output feedback control methods, the bipartite state consensus tracking control
problem  for  discrete  linear  leader-following  multi-agent  systems(MASs)  is  solved,  where  the  leader  has  discrete
autonomous  dynamics  and  can  generate  ideal  reference  trajectory  signal.  Firstly,  a  new  distributed  state  feedback
control protocol is proposed based on the Gerschgorin circle theorem and the discrete algebraic Riccati equation. The
control coupling gain based on the system topology matrix enables the global tracking error system locate in the stable
region  of  the  unit  circle.  Under  the  structurally  balanced  condition,  it  can  be  proved  that  the  agents  of  two  opposite
subgroups under the signed directed graph can achieve bipartite state consensus using the Lyapunov stability theory and
separation  principle.  Then,  based  on  the  cooperative-competitive  interaction  information  of  neighbours,  a  new
distributed state observer is introduced to realize the tracking for the state of a follower. Furthermore, an observer-based
output feedback bipartite control protocol is proposed to achieve the ideal leader-follower bipartite state tracking under
the  condition  that  the  states  are  not  known,  which  can  also  be  applied  to  more  general  consensus  control  scenarios.
Finally, two numerical examples are given to illurstrate the feasibility and effectiveness of the proposed algorithms.
Keywords: discrete  dynamics；multi-agent  systems； stability  region； bipartite  state  consensus； algebraic  Riccati
equation

 
 

收稿日期:  2023-10-26；录用日期: 2024-07-06.
基金项目:  山西省基础研究计划项目 (202203021222186, 20210302123210)；太原科技大学博士科研启动基金项

目 (20222127)；来晋工作优秀博士奖励资金项目 (20222127)；山西省科技创新人才团队专项计划项目

(202304051001035)；国家自然科学基金项目 (62103352).
†通讯作者. E-mail: zhangjie_hao666@163.com. 

第 40 卷 第 2 期 控 制 与 决 策 Vol.40  No.2
2025年  2月 Control　  and　  Decision Feb. 2025

https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2023.1496
mailto:zhangjie_hao666@163.com


 

0    引　言

近年来, 多智能体系统已成为控制领域的研究

热点之一, 在众多领域都有所应用, 如多无人飞行器

的协同有界跟踪控制
[1]
、多无人机系统协同编队控

制
[2]
以及水下多机器人协作控制

[3]
等. 随着新一代

信息技术、高端制造技术和人工智能技术的飞速发

展, 一致性理论
[4–6]

已成为多智能体协同控制领域的

重要研究方向和富有挑战性的研究课题. 然而, 实际

中部分控制系统往往会在传感范围受限或者受干扰

影响出现状态信息不可获知情形, 导致传统基于状

态反馈的控制方法不再适用. 为了解决这类问题,
学者们提出了基于输出反馈的分布式一致性控制方

法
[7- 8], 利用各邻居智能体的协作信息完成一致, 其

中对应拓扑图各节点间的权值非负.
然而, 在机器人避障

[9]
、两组无人机编队同时反

方向飞行
[10]

等实际问题中, 仅考虑智能体间的合作

关系很难满足现实要求, 而传统一致性协议
[11–13]

主

要依赖于智能体间的协同交互作用. 实际上, 智能体

间同时存在竞争与合作的情况是不可避免的, 这使

得传统非负图已无法满足智能体间关系的表述. 因
此, 合作关系与竞争关系共存的多智能体系统受到

越来越多学者的关注. Altafini于 2013年在文献 [14]
中首次定义了二分一致性的概念, 并引入了同时带

有正、负权值的符号图用来描述智能体间友好合作

和对抗竞争的关系. 其目的是使具有竞争关系的两

个子组的智能体分别渐近跟踪模值相同但符号相反

的参考信号. 受此启发, 文献 [15]实现了非线性多智

能体系统在无向图和 DoS攻击下的完全分布式安全

二分一致. 文献 [16]研究了无向图和执行器故障条

件下分布式二分自适应事件触发容错一致性跟踪问

题. 文献 [17]针对无向拓扑下带有不确定扰动的一

阶非线性多智能体系统, 提出了分布式快速有限时

间二分跟踪一致性控制器. 值得注意的是, 上述文献

对于二分一致问题的研究主要集中在无向图下进行,
而在有向图上进行一致性分析更具有一般性和实用

价值.
近年来, 多智能体系统二分一致性问题研究主

要是针对连续系统展开的. 例如, 文献 [18]针对有向

符号网络下一类连续线性异构多智能体系统, 基于

事件触发和自适应策略设计了有效的二分一致性控

制协议. 文献 [19]研究了具有扰动的连续多智能体

系统预定时间二分跟踪控制问题, 综合考虑了线性

动态、非线性不确定动态以及切换拓扑的复杂情况.
然而, 传统控制系统的连续采样机制和持续通信在

实际中难以实现, 因此研究离散时间下多智能体系

统二分协同更具实际意义. 特别地, 文献 [20]针对一

类离散二阶线性无领导者多智能体系统, 实现了符

号有向图下的二分一致. 文献 [21]针对无向图下的

离散多智能体系统提出了一类基于观测器的动态事

件触发二分一致性协议. 文献 [22]考虑有向符号拓

扑和过程故障下的离散线性多智能体系统, 基于输

出调节原理实现了分布式二分容错输出跟踪. 然而,
上述文献的领导者和跟随者不易推广至更一般的动

态形式.
受到上述工作启发, 本文基于状态反馈和输出

反馈研究了符号有向拓扑图下离散时间线性多智能

体系统的领导-跟随二分状态一致性问题. 具体来说,
本文的主要工作为: 1) 本文考虑的跟随者间同时具

有离散动态和合作-竞争关系, 同时基于状态反馈和

输出反馈提出分布式控制协议分别实现二分状态跟

踪; 2) 基于盖尔圆盘定理和离散代数黎卡提方程提

出新型分布式二分控制协议, 通过引入与符号有向

拓扑矩阵相关的耦合增益, 使得全局误差系统能够

包含在单位圆的稳定域内; 3) 在更符合实际情况的

符号有向图和高阶离散动态框架下, 基于分离原理

构造的分布式二分控制协议易于推广到非负拓扑图

下解决离散线性多智能体系统的领导-跟随一致性

问题. 

1    预备知识和问题描述 

1.1    预备知识

G(V, E ,
A) V N

vi E = V×
V Eji
= (vj, vi) ∈ E vj vi

vj vi Ni = {vj ∈ V|(vj,
vi) ∈ E , i ̸= j} vi G

{(vi, vk), (vk, vl), . . . , (vm,
vj)} vi vj

G
V E
G

A = (aij) ∈ RN×N G
Eji ∈ E aij Eji aij ̸=

0 aij = 0 aij

G aij > 0 aij < 0

多智能体间的信息交流通常用拓扑图

表示. 其中:  代表节点集, 即由 个节点组成的

非空集合, 每个节点 可视为一个智能体; 
代表边集, 即两个不同节点组成的边的集合; 

代表节点 与 的相互作用, 即节点

可将信息传递给节点 . 相应地, 
表示节点 的邻居集. 如果有向图

存在一个连续的边序列

, 则意味着有一条直接从节点 到节点 的有

向路径. 基于此, 假设本文的有向拓扑图 是简单图,
即没有自环和重边. 在非空节点集 和边集 中, 如
果边是顶点集中元素的无序对, 则 称为无向图, 反
之为有向图. 定义 为图 的邻接

矩阵, 当且仅当 时,  为边 的权值且有

, 否则 . 如果 的值既可为正也可为负, 则
称 为符号图, 其中 和 分别代表智能

体间的合作与竞争关系. 在本文中, 将所有智能体分

为两个对立子组, 其中子组 1和子组 2之间是竞争
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关系, 而每个子组内的智能体间是合作关系, 即符号

图对应边的权值可为正或负. 进而有如下定义.
V

V1 V2 V1

∪
V2 = V V1

∩
V2 = ∅

vi vj ∈ Vp (p ∈ {1, 2}) aij ⩾ 0

vi ∈ Vp, vj ∈ Vq(p ̸= q, q ∈ {1, 2}) aij

< 0 G

定义 1 (结构平衡)[23]　将 划分为两个非空子

集 和 , 且满足 和 . 对
于任意节点 ,    , 有 , 而对

于任意节点 , 有
, 则称图 是结构平衡的.

D = {d1, d2, . . . , dN}, di ∈ {1,−1}
基于定义 1给出的结构平衡条件, 构造对角矩

阵 diag , 对具有竞

争关系的两个子组进行分类.
在传统非负图中, 拉普拉斯矩阵在研究一致性

问题中起着重要作用, 其通常可定义为

L = [lij]N×N = diag
(∑
j∈Ni

a1j, . . . ,
∑
j∈Ni

aNj
)
−A.

(1)

本文符号图对应的拉普拉斯矩阵可定义为

Ls = [lsij]N×N =

diag
(∑
j∈Ni

|a1j|, . . . ,
∑
j∈Ni

|aNj|
)
−A. (2)

D̄ = diag{d̄1, d̄2, . . . , d̄N}

∈ RN×N di =
∑
j∈Ni

|aij| v0

G(V, E ,A) V = {v0,

v1, . . . , vN}
G = diag{g1, g2, . . . , gN}

vi v0 gi > 0

gi = 0 G L
s

= Ls +G

G

进一步, 定义度矩阵

, 其中 . 此外, 节点 作为领导

者与部分跟随者可进行信息交流. 基于此, 构造一个

增广有向符号图 , 其中节点集为

. 为了描述领导者与跟随者间的作用关

系, 定义牵引矩阵 . 如果节

点 可接收领导者 传递的信息, 则权值 , 否
则 . 进一步 , 在增广符号图 下定义矩阵

. 如果领导者与每个跟随者间至少有一条

有向路径, 则图 包含一个以领导者为根节点的有向

生成树. 此外, 本文考虑的通信拓扑满足以下假设.
G

v0

假设 1　 为符号有向拓扑图, 且存在一个以

为根节点的有向生成树.
同时, 为了解决多智能体系统二分协同控制问

题, 需要引入如下引理.
Q Q

= Q1/2Q1/2 Q1/2

引理 1[24]
　实对称正定矩阵 可被分解为

, 其中 是实对称正定矩阵.
Π = [υij] ∈ RN×N

N

引 理 2(盖尔圆盘)[25]　矩阵 的

所有特征值位于由如下 个圆盘组成的并集内:
N∪
i=1

{
s ∈ C:|s− υii| ⩽

N∑
j=1,j ̸=i

|υij|
}
. (3)

 

1.2    问题描述

N考虑离散时间下由 个跟随者和一个领导者组

成的线性领导-跟随多智能体系统, 其中跟随者的离

散状态方程可描述为{
xi(k + 1) = Axi(k) +Bui(k),

yi(k) = Cxi(k).
(4)

xi(k) ∈ Rn
i ui(k) ∈ Rm

i yi(k) ∈ Rq
i

vi

其中:  、 和 分别代

表某一跟随者 的状态信息、控制输入和输出信息.
领导者的离散状态方程描述为{

x0(k + 1) = Ax0(k),

y0(k) = Cx0(k).
(5)

x0(k) ∈ Rn y0(k) ∈ Rp v0其中 :  和 分别代表领导者

的状态信息和输出向量.
为了研究离散时间下领导-跟随多智能体系统

的分布式二分跟踪一致性问题, 需要用到如下假设.
(A,B)假设 2　矩阵对 是可镇定的.

(A,C)假设 3　矩阵对 是可检测的.
定义全局状态向量为

x(k) = [xT
1(k), x

T
2(k), . . . , x

T
N(k)]

T ∈ RNn, (6)

x0(k) = 1N ⊗ x0(k). (7)

则全局二分一致性误差可写为

δ(k) = x(k)− (D ⊗ In)x0(k) =

[δT
1 (k), δ

T
2 (k), . . . , δ

T
N(k)]

T ∈ RNn. (8)

δi(k) = xi(k)− dix0(k), i = 1, 2, . . . , N其中:  .

δi(k)

lim
k→∞

δi(k) = lim
k→∞

(xi(k)− dix0(k)) = 0

本文中具有竞争关系的两组智能体的二分跟踪

误差 若能随着时间演化渐近趋于零 , 即

成立 , 则预

期的二分轨迹跟踪能够实现. 

2    主要结果 

2.1    分布式状态反馈二分控制

本小节提出一种基于状态反馈的分布式二分一

致控制协议. 首先, 基于邻居信息定义局部跟踪误差

εi(k) =
∑
j∈Ni

aij(xj(k)− sgn(aij)xi(k))+

gi(dix0(k)− xi(k)). (9)

vi为实现二分跟踪一致, 对于每个跟随者 提出

如下分布式控制协议:

ui(k) = ci(1 + d̄i + gi)
−1Kεi(k). (10)

ci > 0 vi

K ∈ Rm×n (1 + d̄i + gi)
−1

d̄i gi D̄ G

其中：  为某一智能体 的待定常数耦合增益;
为控制增益;  为加权因子,

其中 和 分别为入度矩阵 和牵引矩阵 的元素

且均为常数.
vi由式 (4)和 (10)可计算出智能体 的动力学方

程

xi(k + 1) =
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Axi(k) + ci(1 + d̄i + gi)
−1BKεi(k). (11)

定义全局跟踪误差和状态向量为

ε(k) = [εT1(k), ε
T
2(k), . . . , ε

T
N(k)]

T ∈ RNn, (12)

ε(k) = −((Ls +G)⊗ In)x(k) + (GD ⊗ In)x0(k).

(13)

∼由式 (4)和 (6)   (11)可计算出如下全局闭环系

统方程的紧凑形式:
x(k + 1) =

[IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls +G)⊗BK]x(k)+

[
⌣

C(I + D̄ +G)−1(GD)⊗BK]x0(k) =

Acx(k) +Bcx0(k). (14)

其中

Ac = IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)−1(Ls +G)⊗BK,

Bc =
⌣

C(I + D̄ +G)−1(GD)⊗BK, (15)
⌣

C = diag(c1, . . . , cN) ∈ RN×N且 为常数耦合增益对

角矩阵.
由于考虑的符号有向图中两个智能体之间只存

在一种作用关系, 即有如下等价关系:
|aij| = aijsgn(aij),

aijdi = |aij|dj,
|aij|di = aijdisgn(aij) = |aij|djsgn(aij).

(16)

进而可计算出式 (8)的全局同步动态误差系统

δ(k + 1) =

x(k + 1)− (D ⊗ In)x0(k + 1) =

[IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls+G)⊗BK]x(k)+

[
⌣

C(I + D̄ +G)−1(GD)⊗BK]x0(k)−
(D ⊗ In)(1N ⊗ x0(k + 1)) =

(IN ⊗A)(x(k)−Dx0(k))− [
⌣

C(I +D +G)
−1·

(Ls +G)⊗BK](x(k)− (D ⊗ In)x0(k)) =

[IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls+G)⊗BK]δ(k) =

Acδ(k). (17)

进一步, 定义矩阵

Ψ = (I + D̄ +G)−1(Ls +G), (18)

λi(i = 1, 2, . . . , N) Ψ

Ψ

其中 为矩阵 的特征值. 为了说

明矩阵 的特征值特性, 引入如下引理.
Ḡ

Ls +G H = D̄(Ls +G)D̄ =

D̄L̄sD̄

引理 3[18]
　若符号有向拓扑图 存在一个有向

生成树 , 则矩阵  和
的特征值均具有正实部.
C(O, r)

O ∈ C r C(O, r)

令 表示位于复平面的一个圆心为

、半径为 的开圆, 其对应的闭圆为 .

有如下引理.

Ψ = (I + D̄ +G)−1(Ls +G)

λi(i = 1, 2, . . . , N) C̄(1, 1)

λi ⊆ C̄(1, 1), i = 1, 2, . . . , N

引理 4　矩阵 的

特征值 均分布在单位圆

内, 即有 .

Ls +G

Ψ = (I + D̄ +G)−1(Ls +G)

Ψ =

(I + D̄ +G)−1(Ls +G) λi

证明　由引理 3可知 为非奇异矩阵, 进
一步可知矩阵 为非奇

异矩阵. 基于引理 2盖尔圆盘定理可知, 矩阵

的每个特征值 将分布在

如下并集中:

C̄Ψ =
N∪
i=1

{
s ∈ C :

∣∣∣s− d̄i + gi
1 + d̄i + gi

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣ d̄i
1 + d̄i + gi

∣∣∣}.
(19)

i = 1, 2, . . . , N显然, 对于任意的 , 均有
d̄i + gi

1 + d̄i + gi
< 1,

d̄i
1 + d̄i + gi

< 1,

(20)

Ψ CΨ C̄(1, 1)

λi ⊆ C̄(1, 1), i = 1, 2, . . . , N

则矩阵 的特征值对应的圆盘 包含在 内,

即满足 . □
基于假设 2, 有如下引理.

(A,B)引理 5　在矩阵对 可镇定条件下, 选择控

制器增益

K = (BTP1B +R)−1BTP1A. (21)

R = RT > 0 P1 = P T
1 > 0其中: 矩阵 ,  . 令

r1 = [λmax(Q
−1/2WsQ

−1/2)]−1/2. (22)

Ws=ATP1B(BTP1B +R)−1BTP1A Q = QT

> 0 s(s ∈ C)
其中:  , 

. 则当复数 位于稳定域

|s− 1|2 < 1

r2
1

(23)

A− sBK内时, 矩阵 是 Schur稳定的.
(A,B)

s(s ∈ C) A−
sBK A− sBK

1

证明　如果假设 2成立, 即矩阵对 是可

镇定的 ,则存在一个复数 ,使得矩阵

是 Schur稳定的, 即 的所有特征值的

模值均小于 . 另一方面, 离散代数黎卡提方程

P1 =ATP1A− (ATP1B)(BTP1B+

R)−1(BTP1A) +Q, (24)

P1 = P T
1 > 0 Q =

QT > 0

存在正定对称矩阵解 , 其中矩阵

. 代入式 (21), 可得

ATP1A− P1 +Q−Ws = 0. (25)

令

Γ = (A− sBK)∗P1(A− sBK)− P1. (26)

Γ < 0

A− sBK(s ∈ C)
根据 Lyapunov稳定性定理, 当 成立时, 矩阵

是 Schur稳定的.
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s = Re(s) + Im(s)j ∼
Γ

定义 , 根据式 (21)    (26),

进一步得到关于矩阵 的变换如下:

Γ =

(A− sBK)∗P1(A− sBK)− P1 =

ATP1A− P1 − (Re(s)− Im(s)j)KTBTP1A−

(Re(s) + Im(s)j)ATP1BK+

(Re2(s) + Im2(s))KTBTP1BK =

ATP1A− P1 − 2Re(s)ATP1B·

(BTP1B +R)−1BTP1A+ (Re2(s) + Im2(s))·

ATP1B(BTP1B +R)−1(BTP1B +R−R)·

(BTP1B +R)−1BTP1A ⩽
ATP1A− P1 − (Re2(s) + Im2(s)− 2Re(s))·

ATP1B(BTP1B +R)−1BTP1A−

(Re2(s) + Im2(s))R(BTP1B +R)−1BTP1A ⩽

ATP1A− P1 + (|s|2 − 2Re(s))ATP1B·

(BTP1B +R)−1BTP1A ⩽
−Q+ |s− 1|2Ws. (27)

Q Q = Q1/2Q1/2根据引理 1, 矩阵 可被分解为 , 当

|s− 1|2λmax(Q
−1/2WsQ

−1/2)− 1 < 0 (28)

Γ < 0满足时,  成立. 因此, 如果

|s− 1|2 < 1

λmax(Q−1/2WsQ−1/2)
=

1

r2
1

(29)

A− sBK(s ∈ C)成立, 则 是 Schur稳定的. □

K

ci C(1, r1) r1

定理 1　在假设 1和假设 2同时满足条件下, 针

对由式 (4)和 (5)组成的离散线性多智能体设计分

布式控制器 (10). 当增益 设计如式 (21), 常数耦合

增益 和圆 的半径 分别满足

ci =
1

cψi
=

1 + d̄i + gi
d̄i + gi

, (30)

d̄i
d̄i + gi

< r1 (31)

时, 则系统二分状态一致是可实现的.

Ψ λi(i = 1, 2,

. . . , N) ρ(A− ciλiBK) < 1

ρ(A− ciλiBK) A−
ciλiBK
⌣

R ∈ RN×N
⌣

RΨ
⌣

R
−1

= J J

证明　如果矩阵 的所有特征值

满足 , 则系统 (17)可实

现二分一致 . 其中 表示矩阵

的最大特征值的模值. 假设存在非奇异矩阵

使得 , 其中矩阵 为约旦块

矩阵,则有

(
⌣

R⊗ In)Ac(
⌣

R
−1

⊗ In) =

IN ⊗A−
⌣

CJ ⊗BK =

 A− c1λ1BK ∗ ∗
0

. . . ∗
0 0 A− cNλNBK

 , (32)

ρ(A− ciλiBK) < 1

K = (BTP1B +R)−1BTP1A

“*”表示可能存在的非零元素. 由式 (32)可知, 当且

仅当 时, 闭环系统 (17)的二分

一致性问题可被解决. 由引理 5可知, 当控制器增益

, 且

|ciλi − 1|2 < 1

λmax(Q−1/2WsQ−1/2)
(33)

A− ciλiBK时, 矩阵 是 Schur稳定的. 条件 (33)等

价为

|ciλi − 1| < r1. (34)

Ψ λi(i = 1, 2, . . . , N)

C̄Ψi(cψi, rψi)

又因矩阵 的特征值 分布在圆盘

内. 代入式 (30), 有∣∣∣λi − d̄i + gi
1 + d̄i + gi

∣∣∣ ⩽ d̄i
1 + d̄i + gi

⇒∣∣∣ 1

cψi
λi − 1

∣∣∣ ⩽ d̄i
d̄i + gi

. (35)

ci K

lim
t→∞

δi(k) = lim
t→∞

(xi(k)− dix0(k))

= 0

当条件 (31)满足时, 圆盘 (35)能够位于稳定域

(34)内. 若条件 (30)和 (31)同时满足, 且存在合适的

控制增益 和 , 则使得全局闭环误差系统 (17)渐

近稳定. 进一步, 有

. 因此, 二分跟踪误差在分布式控制协议 (10)下

能够渐近收敛于零, 即二分状态一致是可实现的. □
 

2.2    分布式输出反馈二分控制

本小节提出一种基于观测器的分布式输出反馈

二分一致控制协议. 首先, 定义观测器估计误差

ωi(k) =
∑
j∈Ni

aij(x̂j(k)− sgn(aij)x̂i(k))+

gi(dix̂0(k)− x̂i(k)), (36)

x̂i(k) ∈ Rn vi

x̂0(k)

= x0(k)

其中 表示某一跟随者 的状态观测器信

息. 此外, 假设领导者可以获取自身状态, 即 

. 基于式 (36), 设计如下分布式控制协议 :

ui(k) = ci(1 + d̄i + gi)
−1Kωi(k). (37)

ci > 0 (1 + d̄i + gi)
−1 K ∈ Rm×n

vi

其中 :  、 和 分别代

表智能体 的常数耦合增益、加权因子和控制增益.

由式 (4)、(36)和 (37), 跟随者的动力学方程为

xi(k + 1) =

Axi(k) + ci(1 + d̄i + gi)
−1BKωi(k). (38)

进一步计算出式 (38)的紧凑形式如下:

x(k + 1) =
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(IN ⊗A)x(k)− [
⌣

C(I +D +G)
−1
(Ls +G)⊗

BK]x̂(k) + [
⌣

C(I +D +G)
−1
(GD)⊗BK]x0(k).

(39)

分布式观测器设计如下:
x̂i(k + 1) =

Ax̂i(k)+Bui(k)−ci(1 + d̄i + gi)
−1Fε0i (k). (40)

F ∈ Rn×p ε0i (k)其中:  为观测器增益;  为邻居输出估

计误差, 具体形式为

ε0i (k) =
∑
j∈Ni

aij(ỹj(k)− sgn(aij)ỹi(k))+

gi(diỹ0(k)− ỹi(k)), (41)

ỹi(k) = ŷi(k)− yi(k) = Cx̂i(k)− Cxi(k)

ỹ0(k) = 0

, 且满足

. 对应的全局输出估计误差紧凑形式可描

述为

ε0(k) = −((Ls +G)⊗ C)(x̂(k)− x(k)). (42)

∼由式 (36)   (42)可计算出全局观测器动态方程

x̂(k + 1) =

(IN ⊗A)x̂(k) + (IN ⊗B)u(k)−

(
⌣

C(I +D +G)−1(Ls +G)⊗ F )ỹ(k) =

(IN ⊗A−
⌣

C(I +D +G)−1(Ls +G)⊗

BK)x̂(k) + (
⌣

C(I +D +G)−1(Ls +G)⊗ FC)·

x̂(k)− (
⌣

C(I +D +G)−1(Ls +G)⊗

FC)x(k) + (
⌣

C(I +D +G)−1(GD)⊗BK)x0(k).

(43)

进一步, 每个智能体的观测器误差可定义为

ηi(k) = x̂i(k)− xi(k), (44)

η(k) = [ηT
1 (k), η

T
2 (k), . . . , η

T
N(k)]

T ∈ RNn其中  . 可直

接得到如下紧凑形式:
η(k + 1) =

[IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls+G)⊗ FC]η(k)=

A0η(k). (45)

A0 = IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)−1(Ls +G)⊗ FC

其中

.

∼由式 (8)和 (36)   (39)可得如下全局误差系统:
δ(k + 1) =

[IN ⊗A−
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls +G)⊗BK]δ(k)−

[
⌣

C(I + D̄ +G)
−1
(Ls +G)⊗BK]η(k) =

Acδ(k) +
⌣

B(k). (46)

其中
⌣

Bc = −
⌣

C(I + D̄ +G)−1((Ls +G)⊗BK). (47)

∼根据式 (45)   (47), 可得到由所有跟随者构成

的如下全局闭环系统:[ δ(k + 1)

η(k + 1)

]
=
[
Ac

⌣

Bc

0 A0

][ δ(k)
η(k)

]
=Ar

[ δ(k)
η(k)

]
.

(48)

Aγ

Ac A0

K ci

Ac

A0的稳定

由于闭环系统 (48)的系统矩阵 具有块上三

角形式, 其稳定性由主对角线的对角块矩阵 和

共同决定. 由引理 5可知, 当增益 和 分别满足给

定的两个条件 (21)和 (30)时, 矩阵 是 Schur稳定的.
基于假设 3, 进一步给出以下引理来证明矩阵

性.
(A,C)引理 6　在矩阵对 是可检测条件下, 选择

观测器增益

F = AP2C
T(CP2C

T + R̂)−1. (49)

R̂ = R̂T > 0 P2 = P T
2 > 0其中: 矩阵 ,  . 令

r2 = [λmax(Q̂
−1/2MsQ̂

−1/2)]−1/2. (50)

Ms = AP2C
T(CP2C

T+R̂)−1CP2A
T Q̂ = Q̂T

> 0 s(s ∈ C)

其中:  , 

. 则当复数 位于稳定域

|s− 1|2 < 1

r2
2

(51)

AT − sCTF T(s ∈ C)内时, 矩阵 是 Schur稳定的.

(A,C)

s(s ∈ C) AT−
sCTF T AT − sCTF T

证明　如果假设 3成立, 即矩阵对 是可

检测的 , 则存在一个复数 使得矩阵

是 Schur稳定的, 即 的所有特征

值的模值均小于 1. 另一方面, 离散代数黎卡提方程

P2 =ATP2A− (AP2C
T)(CP2C

T + R̂)−1·
(CP2A

T) + Q̂, (52)

P2 = P T
2 > 0 Q̂ =

Q̂T > 0

存在正定对称矩阵解 , 其中矩阵

. 代入式 (49), 可得

ATP2A− P2 + Q̂−Ms = 0. (53)

令

Ξ = (AT − sCTF T)∗P2(A
T − sCTF T)− P2. (54)

Ξ < 0

AT − sCTF T(s ∈ C)
根据 Lyapunov稳定性定理, 当 成立时, 矩阵

是 Schur稳定的.

s = Re(s) + Im(s)j ∼
Ξ

定义 , 根据式 (49)    (54),

进一步得到关于矩阵 的如下变换:

Ξ =

(AT − sCTF T)∗P2(A
T − sCTF T)− P2 =

AP2A
T − P2 − 2Re(s)AP2C

T(CP2C
T + R̂)−1·

CP2A
T + (Re2(s) + Im2(s))AP2C

T·

(CP2C
T + R̂)−1(CP2C

T + R̂− R̂)·
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(CP2C
T + R̂)−1CP2A

T ⩽
AP2A

T − P2 − (Re2(s) + Im2(s)− 2Re(s))·

AP2C
T(CP2C

T + R̂)−1CP2A
T−

(Re2(s) + Im2(s))R̂(CP2C
T + R̂)−1CP2A

T ⩽
AP2A

T − P2 + (|s|2 − 2Re(s))AP2C
T·

(CP2C
T + R̂)−1CP2A

T ⩽
− Q̂+ |s− 1|2Ms. (55)

Q̂ Q̂ = Q̂1/2Q̂1/2根据引理 1, 矩阵 可被分解为 , 当

|s− 1|2λmax(Q̂
−1/2MsQ̂

−1/2)− 1 < 0 (56)

Ξ < 0满足时,  成立. 因此, 如果

|s− 1|2 < 1

λmax(Q̂−1/2MsQ̂−1/2)
=

1

r2
2

(57)

AT − sCTF T(s ∈ C)成立, 则 是 Schur稳定的. □
∼

F

K ci

定理 2　当假设 1   假设 3满足时, 针对由式 (4)和
(5)组成的离散线性多智能体设计基于观测器

(40)的控制器 (37). 当观测器增益 设计如式 (49),
控制增益 设计如式 (21), 常数耦合增益 设计如

式 (30), 且满足

d̄i
d̄i + gi

< min{r1, r2} (58)

时, 二分跟踪误差能够渐近收敛于零, 即可实现二分

状态一致.
λi ρ(A− ciλiFC) <

1 ρ(A− ciλiFC)

A− ciλiFC

证明　若特征值 满足条件

, 则系统 (48)可实现二分一致. 其中 
表示 的最大特征值的模值.

T与定理 1证明相似, 存在非奇异矩阵 满足

T−1ΨT = Λ, (59)

Λ

η0 = (T ⊗ In)η

其中矩阵 为约旦块矩阵. 对式 (59)进行状态-空间

变换 , 转化后的全局观测器误差为

η0(k + 1) = [IN ⊗A−
⌣

CΛ⊗ FC]η0(k). (60)

IN ⊗A−
⌣

CΛ⊗ FC

ρ(A− cλiFC) < 1

F = APCT(CPCT + R̂)−1

因此,  稳定时, 全局估计误差稳

定, 即 时, 系统 (48)的二分一致

性问题可被解决 . 由引理 6可知 , 当观测器增益

, 且

|ciλi − 1|2 < 1

λmax(Q̂−1/2MsQ̂−1/2)
(61)

A− ciλiFC时 , 矩阵 是 Schur稳定的 . 稳定域条件

(61)可等价为

|ciλi − 1|2 < r2, (62)

C进而可得圆 的稳定域半径为

r2 = [λmax(Q̂
−1/2MsQ̂

−1/2)]−1/2. (63)

Ψ λi(i = 1, 2, . . . , N)又因矩阵 的特征值 分布在圆盘

C̄Ψi(cψi, rψi)内, 且需使得全局误差系统 (48)稳定,

有 
d̄i

d̄i + gi
< r2,

ci =
1

cψi
=

1 + d̄i + gi
d̄i + gi

.

(64)

ci F

C̄Ψi(cψi, rψi) rψi

Aγ

即当增益 和 满足给定的条件 (30)和 (49)时, 系统

(48)是 Schur稳定的. 结合引理 5的条件 (31), 可知当

条件 (57)满足时, 即圆盘 的半径 能够

同时分布在稳定域 (23)和 (51)内, 可得对角块矩阵

是 Schur稳定的. 因此, 二分跟踪误差在分布式控

制协议 (37)下能够渐近收敛于零, 即二分状态一致

是可实现的. □
 

3    仿真算例

本节给出两个仿真算例, 分别用于验证所提出

的分布式控制协议 (10)和 (37)的有效性. 考虑一个

由 5个跟随者和 1个领导者组成的多智能体系统,

其满足结构平衡的通信网络拓扑如图 1所示.
 
 

3

1

4

5

0
1 1

1

1

1

-1

-1

2

子组 1 子组 2

跟
随
者

领
导
者

图1   通信网络拓扑
 

∼

v1 = {1, 2, 3} v2 = {4, 5}
D = diag{−1,−1,−1, 1, 1}

图 1中, 节点 0代表领导者, 节点 1  节点 5代

表跟随者. 同时, 将跟随者分为两个具有竞争关系的

对立子组 , 每个子组间的跟随者是合作关系 , 即

,  . 可知, 用于分组的对角

矩阵为 . 针对系统状态

方程 (4)和 (5), 系统矩阵参数分别为

A =
[ 0 1
−1 −1

]
, B =

[ 1
0

]
,

C = [ 1 0 ], E =
[ 1 0
0 0

]
.

 

3.1    状态反馈二分一致

K =

[−0.149 3 0.824 5 ]

本小节考虑状态反馈控制协议下的二分一致仿

真结果. 基于引理 5, 可计算出控制增益矩阵

. 基于定理 1, 控制协议 (10)的

常数耦合增益和加权因子分别设计为
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c1,2,3,4,5 = (4.3, 2.4, 3.2, 1.3, 1.9),

d̃1,2,3,4,5 = (0.2, 0.4, 0.7, 0.5, 0.1),

g1,2,3,4,5 = (0.1, 0.4, 0.3, 0.5, 0.8).

∼

图 2给出了领导者和跟随者的二分状态轨迹.
可以看出, 子组 1的跟随者 4和跟随者 5能够渐近

跟踪于领导者的运动状态曲线, 对立子组 2的跟随

者 1   跟随者 3能够跟踪于领导者的反向运动状态

曲线, 验证了基于状态反馈的分布式二分控制协议

(10)的有效性.
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x01 x11 x21 x31 x41 x51
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x02 x12 x22 x32 x42 x52

图2   控制协议 (10) 下的二分状态轨迹
  

3.2    输出反馈二分一致

F =

[−0.177 4 0.784 4 ]

本小节考虑输出反馈控制协议下的二分一致仿

真结果. 基于引理 6, 可计算出观测器增益矩阵

. 基于定理 2, 控制协议 (37)的

常数耦合增益和加权因子分别设计为

c1,2,3,4,5 = (4.3, 2.4, 3.2, 1.3, 1.9),

d̃1,2,3,4,5 = (0.2, 0.4, 0.7, 0.5, 0.1),

g1,2,3,4,5 = (0.1, 0.4, 0.3, 0.5, 0.8).

图 3给出了领导者和跟随者的二分状态轨迹.
可以看出, 不同对立子组的跟随者都能够分别跟踪

于领导者的正、负参考轨迹, 最终实现了理想的二分

状态一致, 验证了基于输出反馈的分布式二分控制

协议 (37)的有效性.
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图3   控制协议 (37) 下的二分状态轨迹
  

4    结　论

本文基于状态反馈和输出反馈研究了符号有向

图下离散线性多智能体的领导-跟随二分状态一致

性问题. 首先, 根据盖尔圆盘定理和离散代数黎卡提

方程, 设计了一类新型分布式状态反馈二分控制器.
其次, 考虑系统状态不可测情况, 引入分布式观测器

设计输出反馈控制器, 并给出了实现二分状态一致

的充分条件. 本文在控制器及观测器设计过程中, 引
入了与系统拓扑矩阵相关的常数耦合增益, 能够使

得闭环系统包含在单位圆的稳定域内. 最后, 给出了

两个仿真算例并验证了设计二分控制协议的有效性.
未来工作将研究切换拓扑和执行器故障下离散线性

多智能体系统二分容错一致性控制问题.
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